Ce document de formation est destiné aux enseighiuse conforme aux instructions du programme de
mathématiques des classes de Terminales (2011).

Sa lecture nécessite la connaissance des variahléatoires discretes, continues uniformes et
exponentielles.

Introduction de la loi normale centrée réduite

Les lois de probabilité discretes donnant lieu & delculs fastidieux dans certaines situations (par
exemple la détermination d'intervalles de confignoa cherche a approcher les résultats par ceux de
calculs effectués avec des variables aléatoiretincms a densité. Dans le cadre des programmes de
Terminales, ce probleme est traité pour les laisimiales approchées par des lois normales.

Pour les lois de probabilité discretes, les prdiiébisont représentées graphiquement par desunaute

......

par des aires de parties de plan comprises entomuebe représentative de la densité et l'axe des
abscisses. Il importe donc dans un premier temp®gi€senter les probabilités de chaque valeur non
plus par une hauteur de baton mais par une aire.

Soitn un entier naturel non nul ptun réel de ]0,1[. Pour une variable aléatdirguivant la loi binomiale
de paramétres etp, on a PX=K) :(D p“(1-p)" "% pourk entier naturel inférieur ou égaha

Pour représenter la loi de probabilité Xleon peut utiliser un diagramme en batons. On passi, dans
notre perspective, construire un histogramme ssmrclasse%k—— k+{ d'amplitude 1, pouk entier
naturel inférieur ou égal @ Chaque classe ne contient qu'une seule valepratabilité non nulle et
I'histogramme est formé des rectangles d'a@e—l‘%‘sx<k+%): P(X:k)=(2> p“(1-p)"% pourk

entier naturel inférieur ou égalra Comme l'amplitude des classes est 1, la hautesirettangles est

(M)p<a-pr~
Représentations de la loi de probabilité binomial@(46; 0,35)

PX3K)
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avec un diagramme en batons avec un histogramme
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Quandn varie, on obtient des histogrammes qui differemtlpurs positions et par leurs dispersions.

Histogrammes de lois de probabilité binomialesB(n ; 0,35)
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représente une probabilité de 0,1

n=200

représente une probabilité de 0,1

il

n =400
Fichier GeoGebral-binomiale histogramme.ggb

K

Pour réduire la variabilité, stabilisons dans uenpier temps la position de I'histogramme en comaide
X-E(X). La variable aléatoireX - E(X) a pour espérance mathématiguX - E(X)) = E(X) - E(X) =0.
Pour cette raison, on qualifi& — E(X) de variableentrée

Représentons par un histogramme la loi de probélgié X — E(X), c'est-a-dire deX—np sur les classes

[k— np—%; k- np+{ d'amplitude 1, pouk entier naturel inférieur ou égahaChaque classe ne contient

qu'une seule valeur de probabilité non nulle eisttigramme est formé des rectangles daire

F’(k— np-%s X-np<k- np+%) =PX=k)= (E) p“(1-p)" ¥ pourk entier naturel inférieur ou égalnd

Comme I'amplitude des classes est 1, la hauteuedemngles e{tﬂ) p‘@-p"~

1 On utilise la propriété étudiée en classe de Rnesi: pour toua etb réels E&X+b) =a E(X) +b.
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Histogramme de la loi de probabilité de X-np pour p=0,35
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probabilité de 0,
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n =400

Fichier GeoGebra2-binomiale centrée histogramme.ggb

Reste la variabilité de la dispersion. Stabilisanen considérant la variable aléatM.

Son espérance mathématig

2 Voir note 1.

E
o(X)

a(X) a(X) o(X)

X= E(X)) _EX-EX) _EQ-EX) 0, 22EX) ot encore centrée.

a(X)
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Elle a pour écart-tyde G(X;(%X))ZG()I(G_(;(IX)):gg;:l' Pour cette raison, on QUaIifieJ—lX;(i)x de

variableréduite

, ) . . .. X-E . X-n
Représentons par un histogramme la loi de prob@hie J, c'est-a-dire de—2="L— sur les
p p g p o(X) o0 ol-p)

{ k=np-2  k-np+2 1
classe ; d'amplitude——=———=, pourk entier naturel inférieur ou égahaChaque
\np(L-p) "/np(L-p)L \np(1-p)

classe ne contient qu'une seule valeur de prot&bitin nulle et I'histogramme est formé des ret¢sng

1

1

k—np-3 _ k—np+

d'aire{ 2 < AP 2 :P(X=k)=(ﬂ>pk(1—p)”‘k, pourk entier naturel inférieur
\np(1-p) “/np(1-p) \np(1-p)

1

ou égal an. Comme Ilamplitude des classes ?ti la hauteur des rectangles est
np(1-p)

(1) e @-p)"*~/npL=p).

Histogramme de la loi de probabilité deﬂp— pour p=0,35

\/np(1-p)

représente une
- probabilié de 0,

50

=]
I

% On utilise la propriété : pour toasetb réels VaX+b)=a?V(X) ou encorec(aX+b)=ja|a(X) qui fait défaut dans le
programme de Premiére.
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représente une
probabilité de O,

représente une
probabilité de 0,

n=400
Fichier GeoGebra3-binomiale centrée réduite histogramme.ggb
On obtient des histogrammes dont les positionestdispersions, lorsquevarie, sont beaucoup plus
stables.
On peut constater que plosaugmente, plus le graphique évoque une "clochilstbgramme est limité
par l'axe des abscisses et une ligne brisée qrsgue n augmente, tend a se confondre avec la
représentation graphique d'une fonctfohe mathématicien Abraham de Moivre a découved cgite

12

courbe est la courbe représentative de la fonétit#iinie parf (x):% e
I

Brigitte CHAPUT - Claudine \ERGNE- Commission inter-IRENBtatistique et Probabilités Mai 2012 5



Représentation def et de la loi de probabilité de% p=0,35
npil=p
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Ce qui préceéde illustre le théoréme suivant :
Théoréme de Moivre-Laplace(au programme de la classe de terminale S uniqusshaadmis)
Soitp un réel de ]01].

On suppose que, pour tout entier naturel nonmua variable aléatoir&, suit la loi binomiale

B(n,p). On pos&, :Mp—, variable centrée et réduite associeg.a

\np(1-p)

b 12
Alors, pour tous réela etb tels quea<b, ona: lim P(asZnsb):J \%e_zx adx.
T

n- +oo
a

Propriétés
1.
2X

La fonctionf, définie sumR, par f (x) :% e est positive.
Tt

On admet que l'aire du domaine compris entre labeouef et I'axe des abscisses dans un repere
orthonormé, vaut 1.

Ceci permet d'affirmer queest une densité de probabilité.
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Loi normale centrée réduite

Définition

1 2%

Toute variable aléatoiré continue dont la loi a pour densftdéfinie sumR par f(x):ﬁ e 2" estdite
T

suivrela loi normale centrée réduiteotéeN (0, 1).

Propriétés
Pour intervalle] de R, PX[J) est I'aire du domaine compris entre la courbé elel'axe des abscisses

dans un repere orthonormé.

b 12

En particulier, pour tous réedsetb tels quea<b, on a: P4<X<b) :J L e dx
a /21

Etude def

f est paire donc sa représentation graphique esétegue par rapport a I'axe des ordonnées dans un

repere orthogonal.

lim f(X)=0 et donc du fait de la parité lif(x) =0.

X o +00 X » —00

12
f est dérivable sur R et pour tout reelf’'(x) :_TZX e 2* . On en déduit gukest décroissante sur R+ et
T

croissante sur R

()

Représentation graphique dd

Remarque :

La courbe représentative tiprésente deux points d'inflexion d'abscisses-1let
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Calculs de probabilités
Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale cgamtéduite et soé etb deux réels.

PXOR)=1, l'aire de la partie comprise entre |'axe desiabss et la courbe représentative dst égale
a 1 unité d'aire.
La symétrie de la courbe impose :
PX<0)=P(X=0)=0,5.
PX<-a)=P(X=a)
(X>a) et (X< a) étant des événements contrairesX Pg) =1 -P(X<a)
f étant continue, elle admet des primitives Ruiqui ne peuvent pas étre exprimées a l'aide detitoms
usuelles ; il n'y a pas de formule de calcul dasP{<b). Cependant, des techniques mathématiques

permettent d'en évaluer des valeurs approchéesoqtiaccessibles dans des tables, dans les ceatmgdat

ou les logiciels (tableurs...).

Attention !

Pour une variable aléatoid¢ suivant la loi normale centrée réduite, les calitides ne fournissent
pas de valeurs approchées de probabilités du Bfpé<a) ou P(X=a) mais seulement de celles
du type Péd<X<b) ouaetb sont des nombres réels.

Pour le calcul deP(X < @), on peut procéder la fagon suivante :

« Sj a=0, on utilise * Sj a<0, on utilise
PX<a)=0,5+P(0<X<a). PX<a)=0,5-P@s<X<0).

f(x) f(x)

y P@s<X<0) y

P(0sX<a) 0

0,5-P@s<X<0)
- 0
-4 0 19 2 3 4X 4 3 2 g- 0 1 2 3 4%
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Pour le calcul deP(X = a), on peut procéder la facon suivante :
e Sia=0, on utilise e Sia<0, on utilise
P(Xza)=0,5-P(0sX<a). P(X=a)=0,5+P@sX<0).
) f(x)
' P(0<X<a) /

P@<X<0)

0,5
0,5- P(0< X< a)

0.2

0.14

Espérance et variance d&X

L'espérance mathématiqueXest EK)= f *tf(t) dt. Le programme donne comme définition :
1 2 1

E0Q = lim_ e2 dt+ lim o2 4

- Yy oo '\’ Tt

12 2
St -5t -1 1 -2x .
—e” di=|-——=e =——=+——=¢e a|n3| I|m =

Jy \/211 L \/2T[ Jx \/E'[ \/2T[ - J \/ n \/E'[

2
_Et 1

—eEt d=|-——e :—ie_%y:i ainsi  lim yLe dt=——=

On en déduit que Ej= T+——O. Ce qui justifie la dénomination dentréepour la loi deX.
21 /2

Dans le cadre des programmes de Terminales, ontaglmela variance d¥ est 1, ce qui justifie la

dénomination deeduitepour la loi deX.

Démonstration :
Le calcul de la variance ne figure pas dans leseoms des programmes de Terminales, elle est donnée

ici & titre d'information pour I'enseignant.

La variance d& est I'espérance dX - E(X))2 c'est lintégralef " (t- E(X))2 ft) dt, soit [+ f () ot

Yy .2 1-
. _ 342 _ 2 -5t
uisque =0. [*®?f(¢t) dt= lim 2 dt+ lim | ——e? d
puisque EX) f“"’ 0 J\/ n J\/ZT[

X - —00 .
y 0
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12

_t -2
Posonsu(t) ZT et vit)=e
2n

)

- -5t

u etv sont deux fonctions dérivables, a dérivées coasiraurR avec U’ (t) =€1 etv(t)=- e ?
i

Par une intégration par parties :

—1t2 t _ltz 0 0 1 _ltz _lxz
Pourx réel négatif 2" dt=|-—=ce? | —=—e? d=—2=e? +PX<X<0).
\/ T[ 21 X 21T \/ZT[

12
Ainsi Ilmj _2 dt= 0+% %

De méme pouy réel positif :
y o 1o 12y (y 12 l 2
t© -3t t -ot 1 -3t Y o2Y
—e dti=|-———¢e +| —e dt=- +P(0< X<
L /21 { \/ZTI L L \/ZTI \/Zn ( )

. 1 1
Ainsi lim dt=0+===.
ﬂ+ooJ ‘\' T[ 2 2

On en déduit que W) = §+% 1.

Des valeurs remarquables pour la loi normale centeréduite

Théoreme(au programme de terminale S)

Si X est une variable aléatoire suivant la loi nornealietrée réduitéV(0, 1) alors, pour toutx (1]0, 1], il
existe un unique réel positif; tel que PEuy<X<uy)=1-a.

Démonstration (exigible en Terminale S)

D’aprés la symétrie de la courbe représentativie ale a pour tout réel positif:
P(-usXsu)=2P0sX<u)=2 [ (9 dx=2H()

ouH est la primitive dé qui s'annule en OH(0)=0.
En tant que primitive dg h est dérivable et doraontinue surR.

Commef est positive strictement s, H eststrictement croissante surR.

lim H(u)= lim f f(X) dx s'interpréte comme l'aire de la partie de plampise entre I'axe des
Uu- +oo Uu- +oo

abscisses, I'axe des ordonnées et la courbe rafatge def. On a donc lim H(u) =
uU- +oo

I\.)II—\
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La fonction 24 admet donc le tableau de variations suivant :
t 0 + 00

2 H(t)

Pour tout réebx compris strictement entre 0 et 1, le réet () est également compris strictement

entre 0 et 1 et donc, d’apres le corollaire du b des valeurs intermédiaires, il existe un wiqu

réeluq strictement positif tel queH{u,) =1—-a c'est-a-dire tel que PUs<X<uyg)=1-aq.

f()

PX= ua):%

- UQ 0 ua X

Il'y a quelques valeurs approchées trés utiliséékfgut connaitre :
Uo.1 91,65, Uo0sH1,96 etugoiH2,58 (a 102 pres).
On adonc P{1,65<X<1,65)H0,9, P(1,96<X<1,96)50,95 et P 2,58< X< 2,58)H0,99.
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Les autres lois normales
Soitp un nombre réel et un nombre réel strictement positif.
Définition
Une variable aléatoir¥ suit la loi normaleN (i, 0 si et seulement si la variable aléatomscx—;H

suit la loi normale centrée réduite.

Propriété

X=0 Y+ ainsi l'espérance mathématiquexdest EK)=o E(Y) +u=p car EY) =0.

La variance d& esf V(X)=0? V(Y)=0” car V()=1.

Les deux paramétrgseto?® de la loi normaleN(u, 6°) s'interpréte comme l'espérance mathématique et
la variance de&.

On admet que la loi normal® (i1, 0 est une loi & densité. Cette densité est latitmmg définie surR

_ 1(_—H)2
e 2\ 0 /) (cette expression ne figure pas dans les progesnat@ Terminales).

par g(x) = 5 \/ET

L'interprétation deo comme ['écart-type d¥ expliqgue son influence sur la forme de la repriegem

graphique de sa densité. Ci-dessous :

" . . L 1
e enrouge, la densité de la loi normayéo %J d'espérance 0O et d'ecart-ty?e

* en bleu, la densité de la loi norm&&0, 1) d'espérance 0O et d'écart-type 1 ;

* envert, la densité de la loi norm&M0, 4) d'espérance O et d'écart-type 2.

* Voir note 3.
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Calculs de probabilités
Soit X une variable aléatoire suivant la loi norm@léu , o) et soita etb deux réels.

PXOR)=1.

p(xgu):P[X—;Es“—;E)=P(YSO)=O,5.

p(xZH):P[X—;EZH—;E)=P(Y20)=O,5.

P(|J—0£Xsu+o):P(u_g_usxguswrg_uj:P(—lesl)DO,GS (a 102 pres)

PU-20<X<u+20)= “_ZGO_HSX;HSWrZGO_“)=P(—25Y52)E|0,95 (2102 pres)

u—30—uSX—uSu+30—
o o o

PM-30<X<p+30)= “)=P(—3sYs3)Do,997 (& 10° prés)

Les résultats précédents peuvent s'illustrer suglaphiques suivants a l'aide de la courbe repiatbes

de la densité de la loi normalé(y, 02)
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Les calculatrices ou des logiciels (tableurs..)nmmtent seulement d'avoir des valeurs approchéss d
probabilités du type BE X< b) oua etb sont des nombres réels.

Pour le calcul d®(X < a), on peut procéder la fagon suivante :

e Siax=y, on utilisePX<a)=0,5+P<X<a).

e Siasy, on utilise PK<a)=0,5-P@sX<p).

Pour le calcul d®(X = a), on peut procéder la fagon suivante :

e Siax=y, on utiliseP(X=a)=0,5-Pu<X<a).

e Siasy, on utilise PK=a)=0,5+P@s< X<p).

On trouvera des compléments sur les lois normaes tes deux articles publiés dans l'ouvrage de la
commission Inter-IREM Statistique et probabilitéStatistique au lycéevolume 1 :Les outils de la
statistique juillet 2005, brochure APMEP n° 156.

* Phénomenes gaussiens et lois normidliebel HENRY, p. 211

* Théorie des erreurs, courbes en cloche et norndaiée-Francois RHARD, p. 219
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