Statistiques
et probabilités

Les statistiques et les probabilités occupent une place importante dans 1’enseignement de certaines
classes préparatoires. Les principales fonctions nécessaires pour travailler dans ce domaine se trouvent
dans les applications Calculs et Tableur & listes. L’application Données & statistiques permet
d’effectuer des représentations graphiques de données statistiques, 1’application Graphiques &
géométrie ne permettant que la représentation de nuages de points. Des fonctions définies dans ce
chapitre vous permettront d’étendre les possibilités de votre unité¢ nomade.
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2 TI-Nspire CAS en prépa

1. Les fonctions disponibles

1.1 Ou trouver ces fonctions

Vous aurez accés aux fonctions utilisables dans le catalogue ((&)) page 2, dans les rubriques :
Probabilité, Statistiques mais aussi dans Listes. On peut y accéder aussi directement page 1 (taper la
premiére lettre de la fonction cherchée).

2] DEG AUTO REEL |
=

FProbahilité

]
Statistiques
Fonctions financiéres

]

DEG ALTO REEL ]
e

=] Frobahilité L
Factarielle (1)
Mombre de permutations
Nombre de combinaisons
Mombre aléataire

Fonctions et programmes Distributions sl
| Utiliser I'assistant | J | Utiliser I'assistant | J
Prahabilité | —‘ Exprl gl —‘

3

normP i
|D Utiliser l’assistant|

I'Eurm-F'df(\/alX [,i[,@) | ?@|

& La syntaxe de la fonction sélectionnée se trouve affichée au bas gauche de I’écran.

Dans I’application Calculs, on accéde a ces fonctions dans les menus Probabilité et Statistiques

(touches @) (5> ou (6)) :

{1t Actions MEL b f 11 Actions MoEL ]
521 Nombre ’ = #+5 21 Mombre ’ -
= 3: Algébre > = 31 Algéhre M
fd 4: Analyse » fa 4: Analyse ¥
@ 5: Probabilité 1: Factorielle () @ 5: Probabilité b
T 6: Statistiques 2 Arrangements 5 6: Statisticu L]« istiques...
[ ] 71 Matrice & vecteur|3: Combinaisons [ ] 71 Matrice &|2: Resultats Statlanues
b 8t 4: Mombre aléatoire » 3| 8: Fonctions|3: Liste Maths b
2: Entier 5: Distributions... ¥ 4: Opérations sur les listes M
3: Binomial 5 Distributions... M
4: Normal £: Intervalles de confiance...  »
5: Echantillon 71 Tests statistigues... ¥
5: Germe 5 5
07939 0/99

& Le symbole | permettant le calcul des factorielles est disponible a [’aide du raccourci clavier
Ce (D) et également dans la palette de symboles ((ew )&) ligne 4.

Le nombre C/, que I’on note [

Em (D).

n
], se calcule par nCr(n, p), A” par nPr(n, p) (resp. @@ et
Z
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Statistiques et probabilités 3

Vous trouverez d’autres fonctions utiles : calcul de la moyenne (mean), du maximum, du minimum, de
la variance, ou encore de 1’écart type des éléments d’une liste dans le menu Liste Maths accessible a

partir du menu Statistiques (@@)

fz 10 Actions MEL i
Lis 2: Mombre C =
y= 3 Algébre »
fd 4: Analyse ) ¥

- 4

[ stiques...

21 Maximum tistiques
3: ngenne
4 Mediane ur les listes
5 Somme des Eléments .
6: Produit des éléments s confiance...
7: Ecart—type d'échantillon LES...
8t Wariance d'échantillon
9: Ecart type de population
Az ariance de population

Certaines fonctions statistiques sont également utilisables a partir de 1’application Tableur & listes, on
accéde a ces fonctions dans le menu Statistiques/Calculs statistiques (touches @) (2 >(1)).

B - At ¥
0z iable
2: Statistigues a deux variables '
3: Régression linéaire (mx+h)

4d: Régression linéaire (a+hx)

S: Oroite Med-hed flance...
&

0

g

9

: Régression de degré 2
: Régression de degré 3
: Régression de degré 4 —
: Régression puissance 158114
A:Régression exponentiel
B: R égression logarithmigue ﬂl\]
C:Régrassion sinusoidal
D:Régrassion logistique (d=0)

-

1.2 Remarque importante concernant le calcul de la variance
et de I’écart type

Attention, il existe deux fonctions pour le calcul de I’écart type : stdDevPop et stdDevSamp et deux
fonctions pour le calcul de la variance varPop et varSamp. L’une des deux ne donnant pas le résultat
classiquement attendu en classes préparatoires.

La formule “usuelle” de calcul de la variance de la liste {x;,x,,...,x, } est:

Elle est donnée par la fonction varPop.

La fonction varSamp effectue le calcul a partir de la relation :

n

Z(xi - )_‘)2

v — =l
n—1

qui donne un estimateur sans biais de o, variance de la population d’ou est tiré 1’échantillon
{x,%,,...,x,} (voir page 20).
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4 TI-Nspire CAS en prépa

On utilise donc varPop et stdDevPop lorsque {xl,xz,...,xn} représente la population enticre, et

varSamp et stdDevSamp lorsque {xl,xz,...,xn} est un échantillon tiré d’une population dont on veut

estimer les parametres.
Prenons par exemple la liste {1,2,3,4,5} . La moyenne est 3. La variance est la moyenne des valeurs

{(—2)2 ,(—1)2 ,0,12,22}, c'esta dire 10/5=2. L’écart type est égal a \/5 .

WF DEG ALTO REEL ]
=seqlis,1,5) 11,2,3,4,5 4
varPop(f) 2
stDevPop(I) 2
varSamp(f) &
2
stDevSamply) JE
2 ™
1/5

La situation est identique dans 1’application Tableur & listes. La valeur affichée Sx correspond a la
valeur +/10/2, et la valeur de ox correspond a la valeur V2. Ajoutez une page (@@), choisissez
I’application Tableur & listes ((=m){(3)). Entrez ensuite la liste dans la premiére colonne, puis ouvrez

le menu Statistiques a une variable (=2 > (1))

DEG AUTO REEL n
J =]
Liste des %1 : | Bl <& . .
=0netvar(al]
Liste des fréequences : | 1 v|
15.
Liste des catégories : | V|
55,
Inclure catégaries : | V| o g 158114 153114
1ere colonne de résultat
— = = OnX 1.41421 1.41421 5
2.

Validez en cliquant sur OK, les résultats s’affichent.
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Statistiques et probabilités 5

11 est possible de redimensionner les colonnes afin de les rendre plus lisibles. Sélectionnez une cellule
de la colonne a élargir, puis choisissez Redimensionner, Largeur des colonnes dans le menu contextuel

accessible par (e )@en). Déplacez ensuite la limite droite a 1’aide du curseur validez par Gisp.
Les fonctions statistiques travaillent ici en mode approché, alors que les fonctions varPop, stdDevPop,
varSamp, stdDevSamp font des calculs “exacts”.

2. L’écriture de quelques fonctions utiles

Une bibliothéque de programmes proba.tns facilite certains calculs classiques, elle est téléchargeable
sur le site www.univers-ti-nspire.fr. Lien direct : http://www.univers-ti-nspire.fr/files/tns/proba.tns.

2.1 Tableau de calcul, espérance, variance, écart type d’une variable aléatoire

discréte
Considérons par exemple la variable aléatoire définie par X (9)2{1,3,6,10}, p(X zl)zé,
1 1 1
X=3)=—, p(X=6)=—, p(X=10)=—.
p(X=3)=3. p(X=6)=7. p( )=3

Nous allons placer les éléments définissant cette variable aléatoire dans une matrice x. La premicre
colonne contiendra les valeurs x;, la seconde les probabilités p; .

[ DEG AUTO REEL ] (1. [ DEG AUTO REEL ]
1 1 W 7 i 3 l W

1 — 1 — 3 3

[ & K=

1 1 & < 6 2

3 = 3 = 4 4

xi= 3 3 ) )

1 1 0 = 10 =

6 6 P ;

4 4 ! | ! /

o L o L surnx) [20 1]
S I s e | =
173 | 4799 |

Leutilisation de sum (@=){6>(3Y{5)) faite dans le deuxiéme écran montre que la somme des
probabilités est égale a 1. Jusque-la, tout va bien. Construisons a présent la matrice contenant

également la colonne formée par les p;x; et celle formée par les pl-xi2 .

Pour cela on peut utiliser une fonction tab dont vous trouverez la définition page 6 :

EER T DEG AUTO REEL ] [ [ DEG AUTO REEL ]
tablx) , 1 1]f 3 2
1 3
6 6 6 s L 3
1 4 2
3 = 1 3 _
> 0 = = 25
s L 32 4 2
4 2 oy 3L 223
0 &2 s - © o
4 2 = =
1% 5199

Une ligne contenant la somme des termes de chaque colonne a été ajoutée a la matrice. Cela peut
faciliter la construction du tableau de calcul de I’espérance et de la variance.
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6 TI-Nspire CAS en prépa

On peut, par exemple, y lire que E(X) = % et E(XZ) = %

Pour calculer ces deux derniéres, il suffit d’utiliser la fonction espvar, que vous trouverez également
au paragraphe suivant, qui utilise la fonction précédente pour retourner une liste formée par
I’espérance, la variance, et 1’écart type. Vous pouvez retrouver ces résultats a 1’aide de 1’application

. ) 1111
Tableur & listes, entrez dans la colonne A la liste {1,3,6,10} , dans la colonne B, la liste {g,g,—,—} .

@) (4>, nombre de listes : 1, Liste des x1 : a[ ], Liste des fréquences : b[ ], on valide (voir
écran ci-dessous a gauche).

DEG ALTO REEL 7] 7]
m - — 25 | M [
4 2
n_mn 1 ﬂ ﬁ

] & 3 516,

espva?"(x:' 31 377 4377 5 10

6 36 & =701

espvarix) {5.16667,10.4722,3.22608 } ey i

ax L. 3230
= o

a9 D2 |=5. 1666666666667

2.2 Texte des fonctions tab et espvar

L’écriture de ces deux fonctions utilise des fonctions de calcul matriciel, ce qui en fait I’intérét. Si
vous n’étes pas familiarisé avec ces dernieres, cela risque de vous paraitre un peu mystérieux. Voici
quelques explications permettant d’en suivre le fonctionnement. Ces explications sont beaucoup plus
longues que la fonction tab !

& Ces calculs peuvent étre également faits de facon trés simple dans [’application Tableur & listes.

1. x'[i] forme le vecteur ligne obtenu a partir de la i-iéme colonne de la matrice x passée en
argument. Cette matrice comporte les valeurs de x; sur la premiere colonne, et celle de p; dans la
seconde.

2. La fonction mat» list permet de convertir ce vecteur ligne en liste. On obtient les listes Ix et lp des
valeurs et probabilités a utiliser pour les calculs suivants.

3. A partir des quatre listes, Ix, lp, Ix*lp, IxA2*1p, il est possible de construire une matrice de quatre
lignes contenant les valeurs de x;, de p;, de p;x; etde p,x?.

4. En la transposant, on obtient la matrice m représentant le tableau dans sa présentation classique
avec ses quatre colonnes.

5. La fonction sum permet de faire la somme de chacune de ces colonnes et d’obtenir la matrice
n n n n 2
in sz' Zp,-xi Zpix,- :
i= i=1 i= i=l

6. On “empile” ensuite cette matrice et la matrice m pour former le tableau dont la derniére ligne
comporte les sommes de chaque colonne. Cela se fait en utilisant la fonction colAugment.

7. Enfin, on modifie le terme situé sur la premicre colonne de la derniére ligne. Il correspond au
cumul des valeurs de x;, et n'est pas utile pour la suite. On utilise la fonction rowDim pour
connaitre le nombre de lignes de la matrice.

@ L opérateur de transposition™ s obtient dans le menu (&) {2) Matrice.
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Statistiques et probabilités 7

Define LibPub tab(mat)=Func
©mat:tableau de calcul proba/stat
Local Ix,lp,u,v,m
Ix:=matrlist(mat™[1])
lp:=matPrlist(mat™ [2])

m:=({lx,lp, x*lp,x A 2*Ip})"
m:=colAugment(m,sum(m))
m[rowDim(m),1]:="-"

m

EndFunc

& Lutilisation de la syntaxe
Define LibPub.. =

permet de faire apparaitre cette fonction dans le catalogue, voir chapitre 15.
La fonction espvar est beaucoup plus simple a comprendre.

On pourrait I’écrire directement, mais on peut aussi utiliser la fonction tab précédente. Il suffit de
construire la matrice précédente et d’aller y chercher les informations utiles, c’est-a-dire les valeurs de

n n
Z p;x; etde Z p.x? , désignées par ex et ex2 dans cette fonction.
i=1

i=1

Define LibPub espvar(x)=Func
©mat:calcul de esp et var
Local m,k,ex,ex2,v

m:= tab(x)
k:=rowDim(m)
ex:=mlk,3]
ex2:=mlk,4]
v.=ex2-ex”"2
{ex,v, { (v)}
EndFunc

3. Utilisation en Statistique : régression linéaire

La statistique suivante donne I’évolution des stocks d’une entreprise :

Année 2000 2001 2002 2003 2004 2005
Stock Q; 6 400 7200 8700 | 10400 | 12600 | 15000

Effectuer un ajustement a 1’aide d’une régression linéaire, puis un ajustement a 1’aide d’une fonction
exponentielle. Que peut-on en conclure ? Donner une estimation du stock en 2009.

Solution

On entre dans 1’éditeur la liste des numéros des années et la liste des Q..

x={1,2,3,4,5,6}, ly ={6400,7200,8700,10400,12600,15000} .

Pour représenter le nuage de points, on peut le faire sur la méme page a 1’aide de Graphe rapide que
vous trouverez dans le menu contextuel accessible par (e )end),

On peut aussi ajouter une page Graphiques & géométrie en utilisant (&)(2), puis sélectionner Nuage
de points dans le menu contextuel. Il suffit ensuite d’entrer les deux listes : appuyer sur , choisir la
liste et valider, pour passer a I’autre liste.
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8 TI-Nspire CAS en prépa

1.4 |PDEG AUTO REEL | RS 15 P0G AuTo REEL |
I by E 13.29 | ¥
=zeqi,i,1,6)

1| 400 o
2 7200 2 il ¥
3l 8700 20 2 i_}}@l;?- 20

4 10400 S

5| 12600 q

=

o | B S Xy v | Vg - A

On valide, (s¢), pour sortir de la ligne de saisie, (et )@end) (4 >{9> pour choisir un zoom adapté aux
données. Effectuons une régression linéaire, @4 pour revenir a la page précédente, puis

4 » . M- Actinn H
.ﬁm DEC AUTO REEL a : Statistiques 3 une variable

¥ : Statistiques a deux vanables N

(fy,f) : Regressmn llnea|re (a+b}<)

: Droite Med-Ted flance...
: Régression de degré 2
: Régression de degré 2
: Régression de degré 4 -1
: Régression puissance
A Régression exponentiel
B: Régression logarithmique —
Z:Régression sinusoidal
D:Régression logistique (d=0)

L]
L0 CO =] T on e M b —

<

POEG AUTO REEL

]
B i
=LinReghtx(lx, y,“
o

Régression linéaire {mix+h)

Liste des 3 : | 1x

Liste des v : |

Enregistrer RegEgn da K
1p

F.égression linéa,

1

2 F200|RegEan m*x+h
3 8700|m
4

5

I

Liste des fréquences :
i 104001 b 2060

12600(r 874042

|imbm A sk mavine =

I e —

4
= TR ——

D1 | ="Régrezsion lindaire (mx+b)"

L’ajustement linéaire donne un coefficient de corrélation » >~ 0,987 .

@« La troisieme rubrique Enregistrer RegEqn dans : permet d’indiquer le nom de la variable dans
laquelle sera mémorisée [’équation de la fonction servant a effectuer [’ajustement (f1 pour
[’ajustement linéaire et 2 pour [’exponentiel).

@) a>(1O(@A). L’ajustement par une fonction de la forme Q=a*b' donne un meilleur résultat
comme 1’indique la représentation graphique et le coefficient de corrélation » ~ 0,998 .
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Statistiques et probabilités

W’DEG AUTO REEL n
¥
=LinReghtx('lx, Iy, =ExpReg{lx,'ly, 1) :
m*x+h Reg..|a*h"x

1740, 5213.58
2950, b 1.19094
L7 4042 | 296284

S26936 | 99314 . x

s | =.99814012936929 o e )

Pour avoir I’estimation du stock en 2009, il suffit de calculer f2(10), ce qui donne approximativement
29 926, alors que I’ajustement linéaire aurait donné 21 360 (f1(10)).

4. Lois discretes usuelles

4.1 Les différentes fonctions présentes sur la TI-Nspire

Les lois discretes usuelles : loi binomiale, loi géométrique, loi de Poisson sont directement intégrées. 11
sera de plus trés simple de définir d’autres lois lorsque vous en aurez I’utilité, voir par exemple la loi
hypergéométrique.

Vous trouverez les fonctions correspondantes dans le menu Distributions du menu Statistiques

(touches @=){6>(5)) de I’application Calculs, et dans le menu Distributions du menu Statistiques
(touches @=){(a>(2)) de I’application Tableur & listes.

Vous aurez aussi accés a ces fonctions dans le catalogue (
¢t Statistiques sous-menu Distributions.

(&) page 2, dans les rubriques : Probabilité,

On peut soit utiliser 1’assistant (voir écrans ci-dessous), soit entrer directement les paramétres.

DEG AUTO REEL ] DEG AUTO REEL ]

= : B
120 [ 2 J7 [ 3o [ 40 [ 50 Woonacoe |
Ireerse y2 ~ — Mbre d'essais, n :| Vl —
F DdP
SR binl prop Succés., p: | v|
|nverse F [ |_ Waleur de X : | (Facultatify V| B
Binomiale FdR: =
| Utiliser l’assistant| |
: o —
I' |b|nUdef(n.p[,Val>(]) | ?I =99

e Loi binomiale de parameétres n et p, n €N*, p€0,]]
Ona p(X =k)= [Z]pk (l—p)"fk pour tout k €[0,n].

syntaxe : binomPdf(n, p [, k])' donne P(X =k)

' Si k est omis, binomPdf(n, p) (resp. binomCdf(n, p)) donne la liste des probabilités P(X:k) (resp.
P(X <k))pour k€[0,n].
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10 TI-Nspire CAS en prépa

fonction de répartition : binomCdf(n, p [, k]) donne P(X <k) et binomCdf (n, p, a, b) donne
Pla<X<b).

11 est possible de calculer par exemple la probabilité d’avoir 4 “pile” lorsqu’on lance 10 fois une picce
de monnaie, et de vérifier que la somme des probabilités lorsque & varie de 0 a n est bien égale a 1.
Dans le second écran, on calcule la probabilité d’obtenir au plus 57 “pile” au cours de 100 lancers
(~0,93) et la probabilité d’obtenir au moins 57 “pile” au cours de 100 lancers (=~ 0,097 ).

DEG AUTO REEL | DEG AUTO REEL
205078 &

binompdf(lo,lA)
2 1

1
binodef(lO,—) B33395
2

binomCdf(lOO,l,S?)
2

{.000977,.009766,.043945,.117188,.2050?8'

, 1 096674
sum(f 6.7656256-4,.000765625,.0436453 129 bmomCdf(mOJ;erUOJ

1
¥
173 S

H
=
sum({ 9. 765625E-4,.009765625,.0439453 128 }
5]
3

e Loi géométrique de parametre p ( p € ]O,l[)

Soit une expérience ¢lémentaire dont 1’issue est un succes ou un échec avec des probabilités
respectives p et ¢ =1— p. On renouvelle cette expérience jusqu'a 1’obtention d’un succes.
Cette loi caractérise le nombre d’expériences nécessaires pour obtenir le premier succes.
P(X=k)=p(l-p)'", keN

1 q
E(X)=—ctV(X)==

P p
syntaxe : geomPdf(p, k)
fonction de répartition : geomCdf(p,[ a,] b) donne P(a <X <b), (par défaut a est égal a 1).

La fonction geomPdf permet par exemple de calculer la probabilit¢ d’obtenir un “6” ou bout de 3
lancers d’un dé (non pipé). La fonction geomCdf permet dans I’exemple ci-dessous de calculer la
probabilité d’obtenir un “6” en au plus 10 lancers, puis en au plus 20 lancers et au moins 10.

Remarque : pour calculer la probabilité P(X > k) , on peut utiliser la formule :

P(X > k) = l—P(X < k) :1—geomCdf(p,k).
Le deuxiéme écran montre le calcul de 1’espérance mathématique de la loi géométrique de parametre
p, l'utilisation de geomPdf ne permet pas ici d’obtenir le résultat, les valeurs données par cette fonction

sont des valeurs approchées, il faut donc entrer la 0 ci-dessus valeur formelle de la probabilité et de
plus préciser que 0< p <1 a l’aide de I’opérateur “sachant que” @ On peut calculer de méme

E (X 2) et en déduire la variance :
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Statistiques et probabilités 11

DEG AUTO REEL | DEG AUTO REEL |

W ~
i
geodef(l,B) lsed g 'k“('(ﬁ’—l)) P
& il
k=1
B =
3 3

geomCdf| —,10

Lo o
—_——

67723

—

838494
1
E (F?P'(l—p)khl)lﬁqz and p<l B

k=1

geom Cdf|

—,10,20)

(=3

379

e Loi de Poisson de parameétre \ € R:

k
syntaxe : poissPdf(A, k) donne P(X = k) —e % ,pour k€N

fonction de répartition : poissCdf(A,[ a,] b) donne P(a <X <L b) . Par défaut a est égal 4 0.

On peut vérifier que 1’espérance mathématique et la variance sont égales au parametre A.

DEG AUTO REEL B
)

il A

118

4.2 Ajout de fonctions

Comme on I’a vu dans les exemples ci-dessus les fonctions considérées donnent des résultats en valeur
approchée. Si vous avez besoin de résultats formels sur une TI-Nspire CAS, comme on le voit dans les
deux derniers exemples, vous pouvez réécrire ces fonctions comme ci-dessous pour la loi
hypergéométrique. Vous retrouverez ces fonctions dans la bibliothéque proba, téléchargeable sur le
site www.univers-ti-nspire.fr. Lien direct : http://www.univers-ti-nspire.fr/files/tns/proba.tns.

e Loi hypergéométrique N, netp :

Define LibPub lhyp(m,n,p,k)=nCr(m*p,k)*nCr(m*(1-p),n-k)/nCr(m,n)
Define LibPub fhyp(m,n,p,k)=2(nCr(m*p,i)*nCr(m*(1-p),n-i),i,0,k)/nCr(m,n)
@ On a utilisé m car N et n sont interprétés de la méme fagon par ['unité nomade TI-Nspire. De plus,

dans la définition des fonctions de répartition, on a “manuellement” fait la mise en facteurs
nécessaire pour diminuer le temps nécessaire au calcul.

Voici les définitions des fonctions donnant la loi de probabilité (1) et la fonction de répartition (f) des
trois lois usuelles précédentes : binomiale, géométrique et Poisson :

Define LibPub lbinom(n,p,k)=nCr(n,k)*prk*(1-p)*(n-k)
Define LibPub fbinom(n,p,k)=>(lbinom(n,p,i),i,0,k)

Define LibPub lgeom(p,k)=p*(1-p)*(k-1)
Define LibPub fgeom(p,k)=2(lgeom(p,i),i,1,k)
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12 TI-Nspire CAS en prépa

Define LibPub IPoisson(A,k)=e*(-A)*Ark/(k!)
Define LibPub fPoisson(A,k)= X ( A2i/(i!),i,0,k)*e (-A)

4.3 Exemple de calcul utilisant les lois géométriques
On considére une variable aléatoire X suivant une loi géométrique de parametre p =1/10.

Nous allons calculer les probabilités P(X =2) et P(X >3), puis calculer I’espérance et la variance.

Cela ne pose aucun probléme en utilisant les fonctions décrites dans ce chapitre.

1. Calculde P(X =2) etde P(X >3)=1—P(X <3) (avec vérification).

:ﬁﬁ RAD AUTO REEL
10

1 729
l—geomCdf(—, 1,3J
10

!

2.5 | RAD AUTD REEL

1 .0g
georn Pdf] (—, 2)
10

1) I

1 729
l-geomCdf| —,1,3
10 729

Il
T

5]

l
s |~
El>
T

© | — > ]

2793 249

729

k=1
(i 3. 729
10

edsl ) )0

479

& (On a également fait un calcul direct de cette probabilité : X >3, ou encore X >4 signifie que
les trois premiers essais ont été des échecs.)

3. Calcul de I’espérance.

:\ﬁﬁ RAD AUTO REEL
10
10
10 110

10

RN
1] g
Il —_
= |
[
Gl ee—]) |
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4. Calcul de la variance et vérification.

E 10

il Q0

> [

90

'u =
w|»é T
i
[}
5 |-
e ee— ) )

5. Lois continues usuelles

5.1 Utilisation directe de I'unité nomade TI-Nspire

Rappelons pour commencer la définition de deux lois continues classiques, non existantes dans les
menus, mais facilement programmables.

o ——  t€lab]
1. La loi uniforme sur [a,b] : d(t)={b—a .
0 ti’[a,b]
—at
2. La loi exponentielle de paramétre a : d(z) —1a¢ tZO.
0 t<0

La détermination des fonctions de répartition des deux premiéres ne pose pas de probléme :

0 t €]-00,d]
1. La loi uniforme sur [a,b] : F(1)={-=%  r€[a.b]
1 t €[b,+oq|
0 1 €]—00,0]

2. Laloi exponentielle de paramétre a >0 : F(¢)= .
l—e “te {0,—1—00[

On peut vérifier ce dernier résultat avec la calculatrice. On peut de la méme fagon calculer I’espérance
et la variance de cette loi, a condition de bien préciser le signe de a (écran de droite).

DEG AUTO REEL | DEG AUTO REEL H
f(f)._{a-e'“",:zo Terminé 2 0

Y
0, <0 o 1
Deliar x Terming 0 f-](f)d.ﬂa}o a
1
a2
[
2]

expandu‘xf{z)dqpo 1- eal.x U:fz -f(f)dflamJ—(ir

0
3799 B9
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14 TI-Nspire CAS en prépa

Des calculs de ce type pourront étre faits de la méme fagon avec d’autres lois que vous rencontrerez
dans des exercices.

Vous retrouverez les fonctions concernant la loi uniforme et la loi exponentielle dans la bibliothéque
proba, téléchargeable sur le site www.univers-ti-nspire.fr.
Lien direct : http://www.univers-ti-nspire.fr/files/tns/proba.tns.

5.2 Lois continues présentes sur la TI-Nspire

e Loi normale de moyenne et d’écart type o
normPdf (densité de probabilité de la loi normale)

calcule la valeur de la densité de probabilité de la loi normale de moyenne y et d’écart type o, en un
réel x spécifié. Les valeurs par défaut sont 1 =0 et 0 =1. La densité de probabilité est définie par :

(x—p)*
2
27 (0>0)

-
f@=—r=e

syntaxe : normPdf(x [, 1, o])

fonction de répartition : normCdf(a, b, [, 4, o]) donne la probabilit¢ P(a <X <b).

InvNorm permet de calculer la valeur x telle que P(X <x)=a, a €[0,1], lorsque X suit la loi normale
de moyenne y et d’écart type o.

Syntaxe : invNorm(« [, 4, o]).

e Loi de Student a df degrés de liberté (df € N*).

tPdf (densité d’une loi de Student)

calcule la densité de probabilité de la loi de Student a df degrés de liberté en en un réel x spécifié. La
densité de probabilité est définie par :

r(ar +vy2) 1+ ar)

r(df/2) Jrdf

+00
ot T(x) = fO e ds

S(x)=

E(X)=0et V(X):ddf2 si df >2

syntaxe : tPdf(x, df)

fonction de répartition : tCdf(a, b, df) donne la probabilité P(a <X< b) .

e Loide Fisher a df; et df, degrés de liberté ((df;,df,) € N**)
FPdf (densité d’une loi de Fisher)

calcule la densité de probabilité de la distribution de Fisher en un réel x € Ri spécifié. La densité de

probabilité s’exprime sous la forme :

_ T((n+a))2) [n

n/2
S\\trd)js) qn e —(n+d)/2
f(x)_F(n/Z)F(d/2) d] X" (1 +nx/d)

avec : n=df, et d =df,.
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E(X) /N dfs >2 et

T4, 2
2
| df 2(dfy +dfy —2) .
V(X)[df2—2] & (&, =) si df, >4.

syntaxe : FPdf(x, df,, df,)

fonction de répartition : FCdf(a, b, df,, df,) donne la probabilité P(a <X< b) .

e Loi duKhi2 (x?) (ou de Pearson) a df degrés de liberté (df € N*)
chi2Pdf (densité de probabilité d’une loi du Khi 2)

calcule la densité de probabilité de la loi du Khi 2, en une valeur spécifiée xGR:. La densité de
probabilité est définie par :
1= g2 e
E(X)=df etV (X)=2df
syntaxe : chi2Pdf(x, df)
fonction de répartition : chi2Cdf(a, b, df) donne la probabilit¢ P(a <X <b).

Exemple : représentation de la loi normale centrée réduite (trait épais) et des lois de Student de,
respectivement, 1 (trait fin) et 10 (en pointillés gras) degrés de liberté.

N 1 S e AuTo REEL u
.44 | ¥
f1 (x)=norm Pdf (x)

13(x)=tPdrix, 10

5.3 Quelques résultats classiques sur les lois normales
On considére une loi normale de paramétres m et c.
1. On demande de calculer P(m —0<X<m +0') et P(m —20<X<m +20).

2. On demande également de déterminer, en fonction de o, la valeur de a telle que
P(m—a§X§m+a):85/100.

Pour la question 1, il suffit d’utiliser les fonctions normCdf, avec les bornes —1, 1 puis —2, 2 et les
parametres m=0 et o =1, car:

X —
P(m—a.a<X<m+a.a):P[—a< m<a]
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(EEEEIEEY 25 | R+p auTO REEL |
Maormale FdR ﬁ
normCdfl-1,1,0,1) 682689 1
Bome Inf 2| 1 | normCdfl-2,2,0,1) 9545
Borme Sup : 1 <]
nilo <]
oz <
B
™ ™
0799 2199
Deuxiéme question.
L X X—m| a a
P(m—a<X<m+a)=285/100 équivauta P(X —m|<a)=P( <—)~2P|—|-1=0.85
o o o

ou ¢ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. La fonction invNorm permet
d’obtenir le résultat : a ~1.440.

{ESEEEE 255 Prap AUTO REEL B
=
solvel2x—1=.85x) X=.925 [
invNorm|.925,0,1) 1.43953
|
B
)

5.4 Approximations usuelles

On peut visualiser a 1’aide de la calculatrice les approximations usuelles des diverses lois.
[ n>30

Si {np >15 laloi binomiale B(n, p) peut étre approximée par la loi normale N (np,+/npq) .
npg >5

r=<0,1
Si 1 n>30 laloi binomiale B(n, p) peut étre approximée par la loi de Poisson P(np).
(np <15

Si A >15 laloi de Poisson P(\) peut étre approximée par la loi normale /N ()\,\/X ).

Si df >30 la loi de Student a df degrés de liberté peut étre approximée par la loi normale centrée
réduite (voir représentation graphique page 15).
Les graphiques suivants illustrent ces problémes d’approximation. On travaille avec 1’application

Tableur & listes, dans la colonne A on place les entiers de 0 a 100 (= seq(i,7,0,100)), on la nomme x.
Dans la colonne B, on place les probabilités de la loi binomiale de parametres n =100 et p=0,4,

B(100;0,4) (= binomPdf(100,0.4)), on la nomme p, et dans la colonne C les probabilités de la loi de
Poisson de parametre 40, P(40) (= poissPdf(40,a[])), on la nomme q.
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1.4 | DEG AUTO REEL n
q I
=hinompdf(100,.4) [=poisspdfidd,al])

1] 5.533196-23 424835618

1 435545621 1.69934e-16

2 1.4373e-19 3.39868e-15

3 313012618 4.53158e-14
4 50603617 él.53158E-13Ei

& | q:=poisspdf(40,a[lr__,:]:l

On sélectionne les deux premiéres colonnes. (v )@en)(8> (Graphe rapide) permet de représenter la

premiére loi, ()& (557> permet de modifier le partage d’écran et (v @)A1 de régler la

fenétre.

S 1.4 | DEG

la fen

o
),.[(24))

AUTO REEL

tre

in: |20

i 60
I@ widin: [-0.01
| B 000

—_—

& | {:=poisspd* I

20 S0 a0 50

X

FB | pi=bincmpt I

1.4 | DEG AUTO REEL 7]
=
NA- 8- |g Y
=zeq]=hino 1 e g
0.05 e o
05.53... SR
R Y S
0.03 4 ® ®
8 opa. | .
(5] (5]
| E A .
0.00 4
5 afs.06..|Ll S
20 30 40 50

X

@ a>{9) permet de tracer la courbe représentative de la densité de la loi normale de paramétres
np =40 et /npg =~/24 . Pour obtenir I’écran de droite, on clique sur la lettre p représentant 1’axe

des ordonnées, et on choisit la variable q.

1.4 | DEG

AUTO REEL ]

A |8 g

=seqi=hino 006 1

0B.535..

i
R
3
g
s

0.03 4

;

2[1.43...

3[3.13.. ]
0.00

45.06..|L ,

i normP-:l %40,./(24))

"I
FB | p:=binomp*

—— —
20 30 40 =0

1.4 | DEG AUTO REEL ]

| CHE
I:poisspdf(zl:

>/

424835¢-..
B1.69934¢-.. |
Bl5.39868¢-.. |
B.53158¢-. |

8531586, |U

FC | d:=poisspd

{ normPdfp¢40,./(24))

On voit bien que, pour ces valeurs des paramétres, I’approximation par la loi normale N (40,~/24)

est bonne, alors qu’elle ne 1’est pas par la loi de Poisson.

On peut également étudier un cas ou la loi de Poisson donne une bonne approximation de la loi
binomiale. On colle dans la premiére colonne la liste Ix définie par seq(x,x,0,100) (seq s’obtient dans le
catalogue, ou si I’on connait la syntaxe peut étre tapé directement), puis dans Ir : binomPdf(100, 0.05) et
dans Is : poissPdf(5, Ix). Plutdt que d’utiliser comme ci-dessus Graphe rapide, on insére une nouvelle
page avec l’application Graphiques & géométrie, ce qui permet d’avoir des représentations plus
lisibles et on définit les deux nuages de points (Ix, Ir), (Ix, Is).
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RAD AUTO REEL ] E[E2]E5] 24 | RaD AUTO REEL |
Is F 022 %
=hinompdf(100,.05) |=poisspdfs, [x) -
005921 006738 ° °
0311671 03369 o
081182 084224 ¢ .
139576 140374 o 5
178143 75457| U 0.02 T O_O_O_O_H_%EDC
-0.05 (il (e s)

Ils se superposent presque parfaitement ( p =0,05<0,1, n=100>30 et np =5<15).
Exemple 1

On lance une paire de dés non pipés, X; représente la somme des deux nombres obtenus au i-iéme

lancer. Déterminer le nombre de lancers pour que la moyenne des résultats X, différe de 7 de moins
de 0,1 avec une probabilité supérieure a 0,95.

Les X, constituent une suite de variables indépendantes, de méme loi de moyenne 7 et d’écart type
35

o
Le théoréme central limite permet de dire que la variable

X +X, +-+X . F -7
B e centrée, réduite, ¥, ——=

n n E
\ 6n

centrée réduite, quand 7 tend vers +o00.

représentant la moyenne

F, =

converge en loi vers la variable normale

En utilisant cette approximation, nous avons donc :

P(F, -7 <0,1)=P(Y,|<0,1- 35)=2¢|01

ou ® est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. Nous voulons donc trouver # tel

que :
0,1- f@ 0,1- /6_”
35 35

20 —1>0,95, soit ® >0,975

. I ) . [6n .
invNorml,975) 1.95696 On doit avoir 0,1-,|— >1,96, il suffit donc de
o n=2240,93 35
solwe|.1- ;=1.96,H prendre n >2241.
|
=
2099
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Exemple 2 : Approximation de la loi hyper-géométrique par une loi binomiale, puis par une loi

normale

Un jour d’élections, dans une ville comptant 25 000 votants, 12 800 votent pour la municipalité
sortante. On dépouille 50 bulletins tirés au hasard parmi les 25 000. Quelle est la probabilité que, sur
cet échantillon, la majorité sortante soit minoritaire ? (Au maximum 24 bulletins favorables.)

On se trouve ici en présence d’une variable aléatoire suivant une loi hypergéométrique de parameétres
N=25000, p=12800/25 000 et n=50.

Attention, si vous demandez un calcul exact, vous risquez d’obtenir un résultat totalement
inutilisable et un temps de calcul important. Il est préférable soit de valider par (e DG, soit de
mettre un point & la fin d’un des nombres (comme le montre I’écran précédent) pour que le

calcul se fasse en mode approché.

On peut comparer avec le résultat que 1’on obtiendrait en prenant une loi binomiale de paramétres

n=50 et p=12800/25 000 :

PDEG ALUTO REEL 7]
12800 512
7 5000,
proba p| 25000,50,2,24) 377492
binomCde(50,0,24) 377609
=
355

Le résultat obtenu est trés proche du précédent, ce qui est conforme a la théorie sur I’approximation
par une loi binomiale dans le cas ou N >10n.

On peut enfin effectuer une nouvelle approximation, en utilisant a présent une loi normale de

parametres m =np et o =./np (l — p) , et en utilisant une correction de continuité.

On calcule P(X §24,5) :

PDEG AUTO REEL i
praia Finm ULILL S UL, ] o 2 A
binomCdf(50,,24) 377609
=50 50
mr=ng 256

a=fnp1-p) 3.53452

normCdf(-=,24.5,7,5) 377818

]

Fia9

On peut voir que cette approximation est également satisfaisante, ce qui était prévisible puisque les
trois conditions que 1’on impose en général pour ce type d’approximation: n>30, np>15,

n p(l — p) > 5 ¢étaient bien toutes vérifiées.

Vous remarquerez que dans les conditions de I’exercice, un sondage sur un aussi petit nombre de
personnes risque de donner un résultat faux plus d’une fois sur trois.
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Reprenons rapidement le calcul avec un échantillon de 1 000 personnes :

PDEG AUTO REEL 7| Cette fois, il n’y a plus qu’environ une “chance”
=T sur cinq de se tromper.
normCdfl-e 24.5 m o) 77818 (Ce qui n’est pas totalement négligeable...)
:=1000 1000
nri=np 512,
ai=frp(1-p) 15.8068
normCdfl-=,499.5,m,0) 214531
| v
11799

5.5 Estimations et intervalles de confiance

e Estimateur sans biais
Soient £ (moyenne) et o (écart type) les paramétres d’un caractére X dans une population P de taille

N. On préleve tous les échantillons de taille n, on note (n,X;,s;) les parametres de X.

Si (n,x,s) sont les paramétres d’un échantillon pris au hasard, X est un estimateur sans biais de g, par

2
S

contre s n’est pas un estimateur sans biais de o, il faut prendre pour cela S défini par §? = "
n [R—

. 1 & _ :
soit § = —12(x = %)* (les x; €tant les valeurs de X dans I’échantillon).
j=1

e Distribution d’échantillonnage des moyennes

On note X la variable qui suit la loi de probabilité déterminée par la distribution d’échantillonnage
des moyennes {X;,X,,...,X; } (k est le nombre d’échantillons, N =nk).

E(X)=E(X)=p

g . . .
=—= dans le cas d’un tirage non exhaustif (avec remise)

O')?—\/;
c |IN—n
oo

S )

dans le cas d’un tirage exhaustif (sans remise)

N
& Si N est grand N—,lq ~1, on peut supposer le tirage non exhaustif,

si o est inconnu on le remplace dans le calcul par son estimateur S.
¢ Distribution d’échantillonnage des fréquences (ou proportions)

On se place dans le cas ou le caractére X ne peut prendre que les valeurs 0 et 1 avec respectivement les
probabilités p et ¢ =1— p. Soit F la variable prenant pour valeur la fréquence f; d’apparitions de

““‘I’événement favorable’’ dans le i-iéme échantillon.

E(F)=p

Op =, /ﬂ dans le cas d’un tirage non exhaustif (avec remise)
n
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Op =, /ﬂ . /% dans le cas d’un tirage exhaustif (sans remise)
n J—

& Si N est grand o Z,/ﬂ, on peut supposer le tirage non exhaustif. Si p est inconnue on la
n

remplace par son estimation f, fréquence observée sur un échantillon, et n par n—I, si n petit.

e Intervalle de confiance d’une moyenne

Si n>30, que la population mére soit normalement distribuée ou non, on peut supposer que la

variable centrée réduite 7 = suit approximativement une loi normale centrée réduite.

X-n
o/~n

= o
Si P(|T|<t,,|=Plp—t, <X <p+i, —]—1—a
(| | /2) [ /2 [ ) »
ce qui revient a dire que la probabilit¢ qu’une valeur ¥ de X appartienne a l’intervalle

r \ g
est égale & 1—a, ou encore que u€ /ZT avec la
n

, X+,

ag g — g
M—fa/zﬁ,lh”a/zﬁ x_ta/2ﬁ

probabilité 1—« ou le risque d’erreur c.

L’intervalle |x — X +t, est appelé intervalle de confiance de I’estimateur de x au

.o o
a/2\/;’ /2\/;

niveau de confiance 1—« ou au risque d’erreur a.

I par L N
Jn o InNN-1

si o est inconnu on le remplace par son estimateur S.

= Si le tirage est exhaustif on remplace

Si n <30, si la population mére est normalement distribuée et si 1’échantillon est non exhaustif, on

X—p
S/\In

de Student & n—1 degres de liberté, les calculs sont les mémes que ci-dessus. Seuls changent les 7,

peut supposer que la variable centrée réduite 7 = (S estimateur de o voir page 20) suit une loi

qui sont donnés ici par une loi de Student au lieu de la loi normale. Dans la pratique on utilise la

fonction zinterval ()6 >(6 (1)) dans le premier cas : ¢ connu ; tinterval ()6 {6 >(2)) dans

le second cas : ¢ inconnu.
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Exemple. On peut contrdler le résultat de I’exemple du paragraphe précédent. On utilise zinterval avec

I’option Stats et les paramétres o = ,/3?5, x=7, n=2241 et C.Level=0,95. On retrouve bien

I’intervalle [6,9;7,1] .

PDEG AUTO REEL m

A Z-Intensalle [

0| {356 <]

% surligne : | 7 V|

rethode de saisie :

n: | 2241 V|

Nive : | 0.95 <]
[l [
[aTele] [aTele]

’TﬁPDEG AUTO REEL ]

A
"Titre" "Z-Intervalle"
"CLower" 6.9
"Clpper" 7.1
[+
3

"R 7o
"ME" 098997
"n" 2241,
o 2.41523

175

e Intervalle de confiance d’une fréquence (ou proportion)
Avec les notations vues page 20, on appelle intervalle de confiance de I’estimateur de p au niveau de
confiance 1-a ou au risque d’erreur « Dintervalle

f_[oz/Zw pq’f—i_[a/Z\ P4 :
n n
zinterval_1Prop (€=9(ep{ep(s)).

& Si le tirage est exhaustif on remplace / par , [ . / N=n

f( -
—1

Utiliser

si p est inconnue on remplace ‘/p 9 par son estimateur
n

e Calculdes 7,/,

Si T suit la loi normale centrée réduite N'(0,1), notons to;, le réel positif tel que

P(T|<ty)=1-0
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t,, peut étre donné par la fonction InvNorm (@) (5O5>(3)) en prenant pour valeur de Area

1—a/2, voir le graphique ci-dessous.

PDEG AUTO REEL | [ 2 [ASE oEG AuTO REEL |
invNorm(.95,0,1) 1.64485 1 044 1 ” t4(x)-nompas(x)
invNorm/(.975,0,1) 1.95996
invNorm(.995,0,1) 2.57583
invNorm(.9975,0,1) 2.80703
l 0975 3
X
i 96,0
2799 -3.5 0.5 ( [ J3.5
PDEG AUTO REEL | B 1.2 S oeG AuTo REEL H
nomCdfl-1.645,1.645) 90003 Y f1(x)=normpdt{x)
normCdrl-1.96,1.96) 950004
normCdfl-2.58,2.58) 99012
normCdfl-2.81,2.81) 995046
& 1 96,0 )
4799
On peut ainsi dresser le tableau suivant :
Risque 0,5% 1% 5% 10 %
Seuil . . . .
99,5 % 99 % 95 % 90 %
de confiance
-
b 281 2,58 1,96 1,645

Pour un effectif faible (n <30) on peut procéder de la méme fagon pour calculer 7,/, en utilisant la

loi de Student. Par exemple au risque d’erreur de 5

calcul ci-dessous).

[ 1.1 [ S oEG #UTO REEL ]
Tormian, L.o6, 196 SE000% =)
normCdfl-2.58,2.58) 99012
normCdfl-2.81,2.81) 595046
nomCdfl-=,1.96) 975002
int.975,5) 257058
rcdfl-2.57,2.57,5) s40965—  vérification
=
T

% et pour 5 degrés de liberté 7,, ~2,57 (voir

@« La valeur est supérieure a celle donnée par la loi normale, ceci vient du fait que la distribution de

Student est plus aplatie.
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Dans le menu Intervalles de confiance il existe d’autres fonctions, par exemple :

zInterval_2Samp ct tinterval_2Samp ((=)(6 (6 )(3) et (4)) qui calculent un intervalle de confiance
pour la différence de deux moyennes lorsque respectivement les écarts types sont connus, ou ne le sont

pas ; zInterval_2Prop (@=){6 {6 >(6)) calcule un intervalle de confiance pour la différence de deux
proportions.

5.6 Tests

o Tests de conformité d’un échantillon a une population

Comparaison d’une moyenne (resp. fréquence) observée a une moyenne (resp. fréquence) théorique.

1

. X — - .
Sous I’hypothése nulle Hy: p = p, la variable —"2 peut étre assimilée a une variable normale
9%

centrée réduite ou a une variable suivant une loi de Student, suivant la taille de I’échantillon (voir page
21).

Test bilatéral : on teste I’hypothése nulle Hy: p=p, et Dalternative p=p,. Au seuil de
signification « la zone de rejet est la partie grisée.

l-a
Zone de rejet (a/2) [~ Zone de rejet (a /2)
7
— tar 7
. |X - No| e \ \
Sila valeur de “——— est inférieure a 7, , on accepte I’hypothése H ;

oo
X

sinon on rejette 1’hypothése Hy,.
t,/, est donné par la loi normale centrée réduite quand n>30 et par la loi de Student & n—1 degres
de liberté dans le cas contraire.

Test unilatéral a droite : on teste ’hypothése nulle Hy : 1=y, et I’alternative > . Au seuil de
signification o la zone de rejet est la partie grisée :

— Zone de rejet (a)

I

— ly

27 M0 ot inférieure a t, on accepte I’hypothése Hy 2

Ox

Si la valeur de

sinon, on rejette I’hypotheése Hy (avec les mémes remarques que ci-dessus).

Test unilatéral a gauche : on teste I’hypothese nulle Hy : 1o =, et I’alternative p <y, . La zone de
rejet est a gauche, symétrique de celle a droite et la condition d’acceptation de Hj :

la valeur de =— Ho

est supérieure & —7, .
%

*1, est directement donné par invNorm (@@@) ou invt (Student @@@)
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Pour effectuer ce genre de test, on dispose de la fonction zTest ((e) (6 Y(7>(1) ou Ee)(a >4 (1))
lorsque ’écart type o est connu, et de la fonction tTest ()6 >(7>(2) ou )4 >4 >{2)) dans

le cas contraire. L’échantillon peut étre représenté soit sous forme de liste (Data), soit par sa moyenne
(X) et sa taille (n), (Stats).

Pour une proportion on utilisera, de fagon analogue a ce que 1’on a vu pour une moyenne, la variable
F—p,

, voir page 20.
OF

zTest_1Prop (=6 )(7>(5) ou @e)(a»(a>{5)) effectue le test d’une proportion de réussites

inconnue (prop). Elle utilise comme données d’entrée le nombre de réussites dans I’échantillon
(Successes, x) et la taille (n) de I’échantillon. L’hypothése nulle Hy : prop = p, est testée contre I'une

des hypothéses alternatives suivantes : prop = p,, prop < p,, prop > p, -

Prenons par exemple I’exercice 1 de la page 30: p, =0,5, ’hypothése nulle Hy: prop =0,5, on
effectue un test bilatéral, Successes, x = 104, n = 200.

| (1.1 ISR oE s AuTo REEL |
Z-Test pour 1 proparion T
Test pour 1 proportion zTest_1Prop .5,104,200,0: stat.resudts
Fo | i v| " Titre" "'Z-Test pour 1 proport
Résaolutions, x : | 104 v| "Hyp. alternatve" "prop = p0"
g LSHRSEEL 5
& | 200 v| "Pyial! ST 1608
||n|| 200.
& S
/a9 1199

0.45—2 = [.SAEST
lp=05716

0.30 -

015 4

0,00 -
-20 -1.0 00 10 20
z

La valeur z étant inférieure a 1,96, au seuil de confiance de 95%, I’hypothése Hy ne peut étre rejetée.

e Tests d’homogénéité de deux échantillons

Il s’agit de comparer deux moyennes, ou deux proportions, observées. Le premier échantillon
caractérisé par (n,X,s;) est prélevé dans une population 7 de paramétres (y,,0,), le second

caractérisé par (n,,X,,,) est prélevé dans une population 2, de paramétres (u,,0,) .
Considérons le cas des moyennes ; le principe est le méme que pour les tests de conformité en

o . D s 5 o = .
utilisant la variable — ou D =X, — X,, (X, et X, sont indépendantes).
9p
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2 2

. o o . . .
Si m >30 et n, >30, o, =,/——+—2—, les o, éventuellement remplacés par leur estimateur S;,
noom

. D . o .
sous I’hypotheése nulle Hy: p; =p,, la variable — peut étre assimilée a une variable normale

Op
centrée réduite.

. f 1 1 N , .
Sinon, en supposant que 0, =0, =0, op =0 n——l—n— , opouvant étre remplacé par son estimateur
1 2

, la variable sous Hy suit, dans ce cas, une loi de Student & n; +n, —2

g |G =Ds’ +(n, ~Ds)’
nl + n2 — 2
degrés de liberté.

Deux fonctions permettent d’effectuer des tests de comparaison des moyennes de deux échantillons

indépendants : zTest_2Prop ((=)(6>(7>{6> ou @) >{a>6)) lorsque les écarts types o, et o,
sont connus ; zTest_2Samp ((=)(6 >(7 OB ou @) >4 >(3)) dans le cas contraire.

Pour les proportions : I’hypothése nulle Hy est p; = p,(= p,), D =F, —F,, et pour des échantillons

, Do est estimé par M, les f; étant les

n +n,

1 1
_+_
nn

de grande taille o) ~ \/ Po(l—py)

fréquences observées.

La fonction zTest_2Prop (G)(6>{7>(6)> ou @=)(a >4 >{6)) permet d’effectuer un tel test, elle

utilise comme données d’entrée le nombre de réussites (x1 et x2 ) et la taille des échantillons (n1 et n2).

Citons de plus un test de comparaison de deux écarts types (test de Fisher); FTest 2Samp

(@6 >(7){9)) teste I'hypothése nulle Hy: o, =0,. La moyenne des populations et les écarts
types sont tous inconnus.

Exemple 1. Une machine remplit des sachets dont le poids théorique moyen est de 170 mg. On
préléve un échantillon de 20 sachets de la production de cette machine, on obtient les résultats
suivants :

178,170, 173,173,172, 172, 165, 173, 165, 169,
175,170, 173, 168, 175, 171, 165, 174, 168, 180 ;

Cette fabrication est-elle conforme aux exigences au seuil de signification de 5% ?

Un sachet est refusé si son poids différe du poids moyen de plus de 5 mg, la machine est considérée
comme étant bien réglée si la proportion de sachets refusés est inférieure a 10%.
La machine est-elle bien réglée ?

Vu les remarques faites précédemment on effectue un test bilatéral a 1’aide de tTest
(@@@), on choisit pour Méthode de saisie : Données, la liste des valeurs est contenue dans
L1, a I’aide de la fonction invt on calcule 7, correspondant au seuil de signification de 5%.

t, ~2,093 comme I’indique le calcul ci-dessous.
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PDEG AUTO REEL | PDEG AUTO REEL |
= =
invt,.975,19) 2.09302

Surface X |0_9?5 v|
Deg. de linerté, di: [ 19 <]
OKl Annuler

B4 B4

0/99 1799

On entre la liste dans la variable L1. tTest ((e)(6>(7>{2)) permet d’obtenir Sx qui donne une
estimation de D’écart type de la production. De plus, on a bien PVal>0,05, donc au seuil de
signification de 5% on accepte 1’hypothése Hy que la moyenne des sachets est bien 170 mg.

PDEG ALUTO REEL a PDEG AUTO REEL 7]
B o
inrt].975,19) 209302
i1:= ; po {170
{178 16 Liste s [ L1 -
réthode de saisie : 7 | |
| If Liste des fréquences : | 1 v|
Hyp. attmatve
™ 4
2/99 2/99
PDEG AUTO REEL ]
— e Teot | 2
"Hyp. alternative" "p= po"
"t 1.58769
"] .12886
A 19,
ng 171.45
"1 = snax" 4.08431
_____________ .
- ™
173

On suppose donc que le poids suit la loi normale N(170,4.084) . La fonction normCdf permet de
calculer la probabilité que le poids soit compris entre 165 et 175 mg.

| PDEG AUTO REEL |
Morrmale FdR ! = e 1.58769 W
Elgme|nf:|165 V| on "Pial" .12886
- s | 59 ngf 19.
arne =up 2
# e ng 171.45
w170 <] Moy 1= saax"  4.08431
0:|a.084 ~|[° ] ‘n” 20.
11 |: J
normCdfl 165,175,170,4.084 779157
- ~ | =
173 4799

La probabilité que le paquet soit rejeté est donc de 22%. Conclusion : la machine est mal réglée.
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Exemple 2. 20% des piles provenant d’une certaine fabrication peuvent fonctionner plus de 100
heures. Un traitement spécial appliqué a un échantillon de 100 piles a permis d’obtenir un
fonctionnement de plus de 100 heures pour 30 d’entre elles. L’amélioration apparente est-elle
significative au seuil de 5%, de 10% ?

Il s’agit de comparer deux proportions, on suppose que les valeurs sont normalement distribuées,
n=100>30, on utilise la loi normale, donc la fonction zTest_2Prop (C=)(6>(7>{6> ou

SOOI}

L’hypothese Hy : le nouveau traitement n’a pas amélioré la durée de vie des piles ( p; = p, ), est testée
contre I’hypothése alternative p, > p, (test unilatéral a droite).

TRNEY ™ e

n
T wer_ s |
| . | 0 v| Titre . Z-Test 1:I>Iour 2 prtl::portlons
r alternative pl=p2
m : [ 100 v ngt 16329
Resolutions, %2 : | 20 v| "PRAalt 051238
< g 2
n2:| 100 | "1122” ,
Hyp. alternative : g a5
"n1" 100,
Ok I Annuler = A 1an =
iei] 141

0,45 z=16330
lp=00512
0.30 4
.15 4
0.00 :

— —— :
-20 1.0 00 10 20
z

Au seuil de 5%, z est légérement inférieur a £, o5 ~1,645 (ce qui équivaut a dire que p >0,05), on ne

peut donc pas rejeter 1’hypothése Hy, par contre au seuil de signification de 10% on peut la rejeter et
donc admettre que le nouveau traitement a amélioré la vie des piles.

e Test du Khi 2

Il s’agit de comparer une distribution d’un caractére observé sur un échantillon donné et une
distribution théorique basée sur un modele probabiliste. L hypothese nulle Hy consiste a supposer que
I’on a concordance des deux distributions.

r . 2
On calcule Xcz :ZM

k=1 npy

, ou n; est Ieffectif observé possédant le caractére k, p, la

probabilité théorique d’obtenir ce caractere, np, étant alors 1’effectif théorique. La valeur de Xcz sera

d’autant plus grande que les deux distributions différent. Le nombre de degrés de liberté est égal a
r—1.
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Un seuil de signification « étant fixé les tables usuelles du Khi 2 donne le nombre Xi tel que

P(X2 > Xﬁ) =« . Par exemple pour 5 degrés de liberté si X(Zy =9,236, P(X2 > Xi):O,l (voir ci-

dessous).

o Si Xcz < Xi , "hypothese H, est acceptable.

o Si Xcz > Xi , ’hypothése H est a rejeter.

PDEG AUTO REEL

¥

(5,235,009

f(x)=yPdfix.5)

Pour obtenir X(zy directement & partir de « a I’aide de la calculatrice, on utilise la fonction Invy>
(@6 >(5»{9)), mais attention il faut entrer comme premier paramétre 1—a et non a, car Area

correspond a la probabilité P(X2 < Xfy) .

PDEG AUTO REEL

Surface & |0_9

Deg. de liberté, di : |5

3
-
pes
5
=
=
)

PDEG AUTO REEL |

invx’(.g,S)

9.23636 I§|I
[
2]

175

Bome Inf : | 9.2364

Barne Sup : | o

Deg. de liberté, dl: |5

invx’(.Q,SJ

[ I oec o e W

wCdr(9.2364,0,5)

Q.23636 2
099995 ‘|
[
3

2/9
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n Sondage et loi normale

Lors d’une élection, a la sortie des urnes on interroge 200 électeurs choisis au hasard. 52% d’entre eux
ont voté pour un candidat A. Peut-on en conclure que A va étre élu, en admettant un risque d’erreur de
5% ? Méme question avec un risque d’erreur de 1%. Quelle devrait étre la taille de 1’échantillon pour
pouvoir affirmer que A sera élu avec un niveau de confiance de 0,95 ?

H Suivi d'une production

Une machine automatique produit des piéces dont le diamétre théorique est de 100 mm. On suppose
que les diamétres des piéces produites sont distribués suivant une loi normale. On préléve au hasard un
échantillon de 20 piéces. On obtient les dimensions suivantes :

92,95, 106, 96, 100, 91, 96, 89, 104, 91,

92,92, 94, 98, 96, 103, 105, 95, 107, 94.
Au seuil de confiance de 95% peut-on affirmer que le diamétre moyen de la production est de 100
mm ?

n Recherche d'une ville test

Un référendum, a I’échelon national, a donné 55% de oui, 40% de non, 5% de blancs ou nuls. On
recherche une ville test pour les élections futures. On en trouve une qui, sur 10 000 votants, a donné
56,5% de oui, 39% de non, 4,5% de blancs ou nuls. Peut-on dire que cette ville reflete la physionomie
de la nation au risque de 1% ? et au risque de 1%o ?

Solutions des exercices

n Sondage et loi normale

La population est supposée normalement répartie, nous sommes en présence de ‘‘grands’
échantillons, on cherche a estimer une proportion. On utilise ici la loi normale, la fonction est :

zInterval_1Prop ((=)(6>(6>(5)).

PoEG aUTO REEL "l boec auTo REEL T
=
| Z-Intervalle pour une proportion unigue z!nterval_anop L0 200,055 stiarirasmit
I . | | "Tire" "Z-Intervalle pour une proport.
esolutions, ® 1| 104 ~ O Lower" 45076
n:| 200 <] "Clpper” 58924 ,
NivC : | 0.95 <] P 2
"ME" 06924
Ok I Annuler |  "n" 200,
] | ]
099 | 199

On obtient I’intervalle [0.45 ,0.59] , donc au risque d’erreur de 5%, (ou au niveau de confiance de
0.95), il n’est pas possible de dire que A sera €lu, il en sera évidemment de méme au risque de 1%, car
plus on diminue le risque plus I’intervalle est important, ici : [0.429,0.61 l] .
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Pour étre siir que la borne inférieure de I’intervalle soit supérieure a 50% il suffit de prendre n tel que

O.52—ta/2‘/w >05, t,, =196 pour a=5%. Ce qui donne une taille d’échantillon de
n

2 400 personnes...

PDEG AUTO REEL B BEPDEG AUTO REEL |
"CLower" 45076 ~ =
ower znterval_1Frop 1248,2400,.95: stat.resuits
"CUpper" 58024
ngn s b "Tire" "Z-Intervalle pour une proport.
' "CLower" 500012
MET 6924 ”CUower” 539988
" 200. Ppet
B
52- .48 n=22397.16 .
solve|.52-1.96- 25,1 Bl 019988
7 | n" 2400,
| = | =
2799 3799

n Suivi d'une production

La distribution est normale et I’on a un échantillon de petite taille ; on utilise donc ici la loi de Student.
La fonction tinterval permet d’obtenir un intervalle de confiance dans ce cas. On saisit la liste des
valeurs dans 1’éditeur, @6 {6 {2, on choisit I’option Données, on remplit la boite de dialogue :

| PDEG AUTO REEL |
= "Titre" "t-Intervalle" =
"CLower" 94 216
Liste | L4 v "CUpper" 99,384
Liste des frégquences : | 1 v| "EY Q6.8
MG |095 | "ME" 2.58402
] e 2 . N napn
; df 19.
oK | Annuler "s® i= sn1x" 5.52125
h m 200 i
[ = = ¥
4/99 1=

La réponse a la question est non car 100 ¢ [94.22,99.38] .

n Recherche d'une ville test
Hypothése Hy : la ville refléte la physionomie de la nation.

On effectue un test du y” . Chi2 GOF...

Liste Observée = {5650,3900,450}, Liste attendue= {5500,4000,500} (liste théorique), Deg de
liberté = 2 . On valide.
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POEG AUTD REEL

Liste ohsenvée : | [650,3900,450)

Liste attendue : | 5500,4000,500)

Deg. de liberté, dl: |2

n
T
|
|
|
i
1%

(1.1 [ e s AuTo REEL |
I R
2 COF {5650,3900,450 },15500,4000,500 } »
"Titre" "y GOF"
g 11.5909
PVal' 003041
ngf 2.
"CompList” " {.}"
=
[e¥ieic]

Le calcul du Khi 2 donne 11.59, le nombre de degrés de liberté est égal a 2.

La probabilité P Value :P(X2211.59):0.003, est inférieure a 0.01, donc au seuil de 0.01
I’hypothese H, doit étre rejetée, par contre au seuil de 0.001 elle peut étre acceptée

(Xg o1 =9:21< x> < X201 =13.82).
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