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INTRODUCTION

Ce document comporte trois parties consacrées a deux themes tres indépen-
dants : les Calculs Financiers et la Statistique. Le point commun entre ces
deux themes, dans la gestion des entreprises, est le recours a des techniques
numériques et graphiques faisant appel a des notions mathématiques.

Les Calculs Financiers constituent la premiere partie de ce cours. Les
notions introduites forment la base indispensable pour comprendre et analy-
ser les produits bancaires ordinaires. Le premier chapitre présente la gestion
d’un livret d’épargne. On y indique les regles communes a la plupart des
livrets permettant de calculer les intéréts. Le chapitre suivant introduit les
notions fondamentales d’intéréts simples et d’intéréts composés qui régissent
la plupart des calculs financiers. Les notions liées sont celles de taux propor-
tionnels et taux équivalents, valeur acquise et valeur actuelle et 1’ équivalence
de capitaur. La mesure de [’inflation, qui fait 'objet du troisieme chapitre,
est une illustration des calculs a intéréts composés. On détermine, a partir
de I'indice des prixz a la consommation, les différents tauzr d’inflation. On re-
vient sur 1’actualisation et on précise les notions d’euros constants et d’euros
courants. Enfin, le dernier chapitre traite le probleme du remboursement d’un
emprunt, avec la construction du tableau d’amortissement. On évoque aussi
les frais de dossier, I’assurance afin de dégager le tauz effectif global.

Les éléments mathématiques nécessaires a cette premiere partie sont les suites
arithmétiques et les suites géométriques. Les calculs seront organisés avec le
tableur Excel.

Les deux autres parties de ce cours concernent le theme Statistique.

La Régression linéaire est présentée en deuxieme partie. Il s’agit de I’'étude
d’une variable statistique que 1’on cherche a expliquer, souvent a des fins de
prévision, a l'aide d’autres variables. L’exemple classique consiste a donner
une fourchette de poids raisonnable pour un individu dont on connait la taille.
Le chapitre 5 traite les aspects descriptifs de la régression linéaire simple,



dans laquelle il y a une seule variable explicative. On introduit la droite de
régression associée aux estimateurs des moindres carrés. Le coefficient de
corrélation linéaire permet de mesurer 'importance de la relation entre les
deux variables. L’analyse descriptive des résidus constitue une premiere ap-
proche visuelle de la validité du modele. Les aspects inductifs de la régression
linéaire simple font 'objet du chapitre suivant. Ils reposent sur un modéle
probabiiliste, faisant appel a la loi normale, qui permet de préciser les pro-
priétés des estimateurs en termes de biais et variance. L'inférence statistique
nécessite d’introduire deux nouvelles lois de probabilités issues de la loi nor-
male : la loi du chi-deux et la loi de Student. Ceci permet de définir les esti-
mateurs studentisés et la notion de p-valeur afin de quantifier la pertinence de
la régression. Les résidus studentisés précisent la validation du modele. 11 est
alors possible d’effectuer une prévision sous forme d’intervalle de confiance.
Enfin, la régression linéaire multiple, dans laquelle il y a plusieurs variables
explicatives, est présentée au chapitre 7. On retrouve ’ensemble des notions
introduites en régression linéaire simple dans ce cadre plus général. En par-
ticulier, le coefficient de corrélation linéaire multiple mesure I'importance de
la dépendance entre la variable d’intérét et I'ensemble des variables explica-
tives. Le test de Fisher et la p-valeur associée sont encore la pour juger de la
pertinence de cette régression.

Les éléments mathématiques nécessaires a cette seconde partie relevent de
I’analyse de base, pour ce qui concerne la régression linéaire simple, et de
I’algebre linéaire pour la régression linéaire multiple. Plus précisément, ce
dernier point fait appel au calcul matriciel. Cette difficulté est surmontée a
I’aide des logiciels. En effet, les calculs de la régression linéaire simple seront
menés dans un premier temps sous Excel. Nous les retrouverons alors dans
le cadre du logiciel statistique R. L’extension a la régression linéaire multiple
sera alors immédiate sous R.

Ce cours se termine avec une troisieme partie consacrée a 1’étude des
Séries Chronologiques. Une série chronologique, ou série temporelle, est consti-
tuée d’observations effectuées régulierement au cours du temps. Le tableau
de bord de toute entreprise regorge de ce type de données, ne serait-ce que
son chiffre d’affaires mensuel. L’objectif est de dégager une tendance, dans
I’évolution de la grandeur étudiée, mais aussi un éventuel effet saisonnier, sou-
vent a des fins de prévision. Le chapitre 8 se réduit aux Généralités donnant
le cadre et le vocabulaire attachés a ce type d’étude. On y précise les notions
de tendance et d’effet saisonnier, en particulier grace a des représentations
graphiques pertinentes. La distinction entre modele additif et modele multi-
plicatif est également discutée. Le chapitre 9, intitulé Modele de Byus-Ballot
et Prévision, se place dans le cadre du modele additif. La chronique est



constituée de la somme de trois composantes : une tendance liné€aire, un effet
saisonnier périodique matérialisé par des coefficients saisonniers et un terme
d’erreur. Le principe des moindres carrés, utilisé en régression linéaire, est
appliqué ici de facon analogue. On retrouve ainsi les estimateurs des moindres
carrés, leurs versions studentisées et les p-valeurs associées, pour juger de la
pertinence de la tendance et/ou des coefficients saisonniers, les résidus stu-
dentisés, pour la validation du modele, la prévision par intervalle de confiance
et enfin le test de Fisher, pour juger de la présence ou non de l'effet saison-
nier dans son ensemble. Le dernier chapitre, Lissage et Série C'VS, se place,
comme le précédent, dans le cadre du modele additif. La différence est que la
tendance n’est plus linéaire et est alors estimée par lissage. L’objectif n’est
plus la prévision, mais l'estimation de 'effet saisonnier afin de le neutrali-
ser pour constituer la série CVS (Corrigée des Variations Saisonnieres). Les
données économiques sont souvent exprimées ainsi, car elles sont plus perti-
nentes. Par exemple, le chomage exprimé en données brutes peut augmenter
en été, alors qu’il diminue en données CVS.

Les éléments mathématiques nécessaires a cette derniere partie restent au
niveau de ’analyse de base. Les calculs seront effectués sous Excel.

Le theme Statistique présenté ici n’est pas une entrée en la matiere dans
ce domaine, sans toutefois exiger de pré-requis solides. Des rudiments de
Statistique descriptive et de Calcul des Probabilités figurent maintenant dans
les programmes du lycée.

Bibliographie

Il est clair que le moyen le plus simple d’obtenir des compléments d’infor-
mation est de faire une recherche sur le web a partir des mots-clef (Google).
Certains cites sont d’ailleurs indiqués dans la partie consacrée aux calculs fi-
nanciers. De plus, quelques ouvrages, pouvant étre consultés a la bibliotheque,
figurent en bibliographie.

Remarque

A la fin de chaque chapitre, une rubrique intitulée En résumé indique les
¢éléments essentiels a retenir.
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Chapitre 1

GESTION D’UN LIVRET
D’EPARGNE

1.1 Introduction

Nous commencons cette premiere partie par 1’étude de la gestion du
produit financier le plus populaire : le livret d’épargne. Le Tableau 1.1 in-
dique de fagon sommaire les principales caractéristiques des livrets d’épargne
classiques. Pour un complément d’information, on pourra effectuer une re-
cherche "livret d’épargne” sur le site http ://www.service-public.fr/. Ces ca-
ractéristiques sont en effet fixées par décrets gouvernementaux et ne dépendent
pas de 'organisme bancaire gérant le produit. Par exemple, le taux du livret
A a été fixé a 3,00% a partir du 1¢” aotut 2007. Auparavant, il était de 2,75 %.

H Produit “ Taux annuel [ Capital [ Conditions ”
Livret A des caisses d’épargne 3% 1,5 € < C < 15300 € sans
Livret B des caisses d’épargne libre C>152€ fiscalisé
Livret d’épargne entreprise 2,25% 15,24 € < C < 4600 € sans
Livret d’épargne populaire livret A + 1% 30€ < CLTI00 € IR 722 €
Livret jeune > livret A 15,24 € < C <1600 € 12-25 ans

TaB. 1.1 — Caractéristiques de quelques livrets d’épargne classiques

Nous présentons ci-apres les principes de la gestion d'un livret d’épargne,
puis nous proposons une méthode pour organiser le calcul des intéréts.
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1.2 Les principes de la gestion d’un livret

La gestion d'un livret d’épargne, du type de ceux présentés dans le Ta-
bleau 1.1, est basée sur les principes suivants :

Quinzaines : L’année civile est découpée en quinzaines qui débutent le 1¢"
et le 16 de chaque mois. Elles se terminent donc le 15 ou le dernier jour
du mois et le nombre de jours variable de ces quinzaines n’est pas pris
en compte.

Versement : Un versement produit des intéréts a partir de la quinzaine qui
suit immédiatement la date de versement. Ceci vaut également pour le
versement initial a 'ouverture du livret. Ainsi, un versement effectué
le 1" du mois ne prendra effet qu’a partir du 16 de ce méme mois.

Retrait : Un retrait est décompté du capital productif d’intéréts des le début
de la quinzaine qui recouvre la date de ce retrait. Ainsi, un retrait
effectué le 15 du mois prend effet des le 1" de ce méme mois.

Intéréts : Les intéréts produits au cours d’'une méme année civile sont capi-
talisés, c’est-a-dire produisent eux-mémes des intéréts, des le 1°” janvier
de 'année suivante.

Une bonne gestion consistera donc a effectuer ses versements en fin de quin-
zaine alors que les retraits se feront en début de quinzaine. Attention, un
versement d’une certaine somme, suivie de son retrait au cours d’'une méme
quinzaine, a pour effet de produire des intéréts négatifs !

En vertu de ces principes, un capital C'; maintenu constant sur un livret
pendant n quinzaines (n < 24), ne recouvrant ni 1 janvier, ni date de
changement de taux, produit les intéréts I donnés par

.n

I=Cx1ix ETR
ou ¢ est le taux d’intérét annuel en vigueur pendant cette période. Depuis le
1¢" juillet 2004, les regles de fixation des taux des livrets réglementés sont
arrétées. Par exemple, la banque de France détermine le 15 janvier et le 15
juillet de chaque année, le taux d’intérét du Livret A en fonction du taux
d’inflation et du taux interbancaire de la zone euro pour la rémunération
des dépots (cf. http ://www.cbanque.com/placement /taux livreta.php). Le
Tableau 1.2 indique 1’évolution de ce taux depuis 2000.
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Date || 1/07/2000 | 1/08/2003 | 1/08/2004 | 1/08/2005 | 1/02/2006 | 1/08/2006 | 1/08/2007

Taux 3,00 % 2,25 % 2,25 % 2,00 % 2,25 % 2,75 % 3,00 %

TaB. 1.2 - Evolution du taux d’intérét annuel du Livret A depuis 2000

1.3 Méthode de calcul des intéréts

Afin de présenter la méthode de calcul des intéréts que nous préconisons,
nous proposons de considérer I'exemple d'un livret d’épargne populaire.

1.3.1 Historique du livret

e Ouverture le 5 février 2002 avec un dépot initial de 200 € .

e Retrait de 50 € le 15 avril 2002.

e Dépot de 150 € le 26 juin 2002.

e Retrait de 100 € le 16 décembre 2002.

e Dépot de 250 € le 1° mars 2003.

e Le taux d’intérét annuel en vigueur sur la période est i = 3,00%.

L’objectif est de calculer le capital productif d’intéréts et les intéréts non
capitalisés a la date du 16 mai 2003.

1.3.2 Conventions et notations

e Le temps t est mesuré en quinzaines et l'origine, ¢ = 0, est fixée au
1¢" janvier de la premiére année concernant I’étude. Ainsi ¢t symbolise
a la fois une date associée a un début de quinzaine et le nombre de
quinzaines écoulées entre le 1¢" janvier d’origine et cette date t.

e C(t) est le capital productif d'intéréts a la date t.
e /() sont les intéréts non capitalisés a la date ¢.
e [,, sont les intéréts produits au cours de 'année aa.

En ce qui concerne le livret étudié, les faits marquants, dans 1’ordre chro-
nologique, se présentent alors comme suit :

— origine : 1*"jan. 02 — t=0

— ouverture : 5 fév. 02 — 16fév. 02 — t=3 — +200€
— retrait : 15 avr. 02 — 19 avr.02 — t=6 — -H0<€

— dépot : 26 juin 02 — 1 juil. 02 — t=12 — +4150€
— retrait : 16 déc. 02 — 16déc. 02 — t=23 — -100<€
— intérets 02 : — 1 jan. 03 — t=24 — Hlp

— dépot : 1" mars 03 — 16mars03 — t=29 — +4250€



12 CHAPITRE 1. GESTION D’UN LIVRET D’EPARGNE

Il est souhaitable de résumer ces informations sur un schéma permettant
de visualiser I'historique du livret (cf. Figure 1.1). La date t = 33 correspond
au 16 mai 03 pour indiquer le calcul de C(33) et 1(33).

4200 -50 +150 -100 +102 +250
| | 1 | 1 | | \
0 3 6 12 23 24 29 33

01/01/02 16/02/02 01/04/02 01/07/02 16/12/02 01/01/03 16/03/03  16/05/03

F1G. 1.1 — Historique du livret a 1’étude

1.3.3 Calcul des intéréts chaque quinzaine

Il est particulierement simple, a I’aide d’un tableur, de déterminer 1I’évolution
du capital C(t) et des intéréts I(t), quinzaine par quinzaine, sur la période
considérée. En effet le capital C'(t) évolue selon les dépots et retraits et les
intéréts I(t) satisfont I(¢+ 1) = I(t) + C(t) x 2. Il est cependant nécessaire
d’arrondir, au centime le plus proche, les intéréts capitalisés le 1¢" janvier.
Ces résultats sont reportés dans le Tableau 1.3.

H

colIm [t lcoIw)] t] c@) [10)
0 0 [13]300[225]24]20625] 0
200 | 0 [[14] 300 [ 2,631 25 206,25 | 0,26
200 | 0,25 || 15| 300 | 3,00 || 26 | 206,25 | 0,52
200 | 0,50 || 16 | 300 | 3,38 | 27 | 206,25 | 0,77
150 [ 0,75 ][ 17| 300 | 3,75 || 28 | 206,25 | 1,03
150 [ 0,94 [ 18 | 300 | 4,13 || 29 | 456,25 | 1,29
150 [ 1,13 [ 19| 300 | 4,50 || 30 | 456,25 | 1,86
150 [ 1,31 [ 20| 300 | 4,88 || 31 [ 456,25 | 2,43
150 [ 1,50 [[ 21| 300 | 5,25 || 32 | 456,25 | 3,00
150 | 1,69 | 22| 300 | 5,63 || 33 | 456,25 | 3,57
300 | 1,88 || 23 200 | 6,00

= =
2| 5| ©| oo N o] o x| wo| hof| =

—
[N}

TAB. 1.3 — Capital C(t) et intéréts I(t) au cours des quinzaines

Lorsque le capital C(t) est constant, les intéréts I(¢) forment une pro-
gression arithmétique de raison C(t) x ;. Cette derniere quantité ne doit

pas étre arrondie dans les calculs. C’est la raison pour laquelle les intéréts
I(t), arrondis au centime le plus proche, qui figurent dans le Tableau 1.3 ne
constituent pas exactement des suites arithmétiques sur les périodes ou le
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capital C(t) reste constant.

En fait, la banque détermine, au début de chaque quinzaine, les intéréts
I,.(t) qui seraient capitalisés au 1¢" janvier de l'année suivante, si le livret
restait en I’état jusqu’a cette date. Ces résultats sont reportés dans le Tableau
1.4.

Lt [CO) [ Tn®) ] t [CE) [ Ielt) ] t | CE) [ lns() |
2 0 0 13| 300 | 7,63 | 24 | 206,25 | 6,19
3| 200 | 5,25 || 14| 300 | 7,63 | 25| 206,25 | 6,19
4 | 200 | 5,25 || 15| 300 | 7,63 || 26 | 206,25 | 6,19
5 | 200 | 5,25 || 16| 300 | 7,63 | 27 | 206,25 | 6,19
6 150 | 4,13 | 17| 300 | 7,63 | 28 | 206,25 | 6,19
7 | 150 | 4,13 || 18 | 300 | 7,63 || 29 | 456,25 | 12,13
8 | 150 | 4,13 || 19| 300 | 7,63 | 30 | 456,25 | 12,13
9 | 150 | 4,13 || 20| 300 | 7,63 | 31 | 456,25 | 12,13
10 | 150 | 4,13 || 21 | 300 | 7,63 || 32 | 456,25 | 12,13
11| 150 | 4,13 || 22| 300 | 7,63 || 33 | 456,25 | 12,13
12 | 300 | 6,38 | 23 | 200 | 6,25

TAB. 1.4 — Capital C(t) et intéréts annuels I,,(t) selon la banque de France

1.3.4 Calcul direct des intéréts

Il n’est évidemment pas nécessaire de réaliser de tels tableaux pour déter-
miner les intéréts annuels ou ceux produits a une date donnée. Il est cepen-
dant indispensable de calculer les intéréts annuels afin de les arrondir avant
de les capitaliser. De méme, en cas de changement de taux sur la période
considérée, il faudra déterminer le montant arrondi des intéréts selon les
différents taux. Pour le livret considéré ici, on calcul tout d’abord les intérets
ly2 en se référant a I’historique de la Figure 1.1 :

Iy = {200 x (24 —3) —50 x (24— 6) + 150 x (24 — 12) — 100 x (24 — 23)}
0,0300 0,000 _ oo e

o = 5000 x

Le capital productif d’intéréts au 1¢ janvier 2003 est alors :

C'(24) = 200 — 50 4+ 150 — 100 + 6,25 = 206,25 € .
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Le capital et les intéréts non capitalisés au 16 mai 2003 sont :

C(33) = 206,25+ 250 = 456,25 € ,
1(33) = {206,25 x (33 — 24) 4+ 250 x (33 — 29)} x
0, 0300

0,0300
24

— 2856, 25 x

= 3,57031125 ~ 3,57 € .

1.3.5 A propos des arrondis

De maniere générale, on ne doit pas arrondir le résultat d’un calcul in-
termédiaire, seules les informations communiquées au client doivent 1’étre.
Ayant fait le choix d’une certaine précision, I’arrondi est effectué a la valeur
la plus proche, ou a la valeur supérieure en cas d’égalité, sans tenir compte
du signe. La valeur la plus proche releve du bon sens, bien qu’il existe des
situations ou le choix est différent (déclaration des revenus). Par contre, la
valeur supérieure en cas d’égalité est due a une convention. Cette convention
est celle retenue par les fonctions d’affichage en informatique (calculatrices
ou logiciels). Un avantage, par rapport a la valeur inférieure, est qu’il suffit
de connaitre un chiffre de plus que la précision requise pour effectuer son
arrondi sans erreur. En effet, en arrondissant au centime les sommes 4,2149
et 4,21501, on obtient 4,21 et 4,22 au vu des trois premiers chiffres apres la
virgule, alors que 'autre convention conduirait a 4,21 dans les deux cas. Par
contre, cette convention ne permet pas d’arrondir de facon récursive : 4,2149
devient 4,215 a trois chiffres puis 4,22 au lieu de 4,21, mais c¢’est également
le cas de 'autre : 4,21501 donne 4,215 puis 4,21 au lieu de 4,22.

En résumé Etre capable de mener a bien tout calcul relatif a un livret
d’épargne.



Chapitre 2

INTERJEJTS SIMPLES ET
INTERETS COMPOSES

2.1 Introduction

Nous présentons ici les deux modes de calcul d’intéréts : intéréts simples et
intéréts composés. Ils font alors apparaitre les notions de suites arithmétiques
et suites géométriques. Ensuite, nous leur associons les notions de taux pro-
portionnels et taux équivalents. Puis, nous déclinons plusieurs définitions,
directement attachées aux calculs d’intéréts, plus particulierement selon le
mode composé qui reste le plus fréquemment utilisé : valeur actuelle, valeur
acquise, équivalence de capitaux,. ..

2.2 Les deux conventions fondamentales

Notons tout d’abord qu'un tauz d’intérét est toujours relatif a une période.
Par exemple, 3% est le taux annuel actuel du livret A. Le Tableau 2.1 précise
le vocabulaire des taux usuels.

Un capital C, placé pendant une période au taux d’intérét i par période,
produit les intéréts I = C', par définition du taux.

Un capital C, placé pendant n périodes (n > 2) au taux d’intérét i par
période, produit des intéréts I,, qui dépendent de la convention adoptée pour
effectuer les calculs. Les deux conventions fondamentales sont les suivantes.

15
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H Période \ Taux H Période \ Taux H
jour journalier semaine | hebdomadaire
quinzaine | bimensuel mois mensuel
deux mois | bimestriel || trois mois trimestriel
six mois semestriel année annuel
deux ans biennal trois ans triennal
cinq ans | quinquennal dix ans décennal

TAB. 2.1 — Quelques taux usuels

2.2.1 Intéréts simples

Dans un calcul a intéréts simples, les intéréts produits au cours d’une
période ne sont pas capitalisés (ne produisent pas d’intéréts) au cours des
périodes suivantes. Dans ce cas, le capital reste constant et produit les intéréts
C'i a chaque période. Les intéréts I,, produits au bout de n périodes sont donc :

I,=Cin, n=0,1,...

La suite I,,n = 0,1,..., est une suite arithmétique de premier terme Iy = 0
et de raison C'7, car la différence [,, .1 — I,, est constamment égale a C'i. Notant
C, = C + I,,, la valeurs acquise par ce capital au bout de n périodes, on a :

C,=C+1,=C+Cin=C(14+ni), n=0,1,...

La suite C,,n = 0,1,..., est également arithmétique de premier terme
Cy = C' et de raison (', car C,1 — C,, = Ci pour tout n.

Notons que les points {n, I,},n = 0,1, ..., se situent sur la droite de pente
(i passant par 'origine, puisque I,, = Cin. On dit que la croissance de I, est
linéaire. Il en est de méme pour C,,, puisque les points {n,C,},n =0,1,...,
se situent sur la droite d’équation C,, = Cin + C.

2.2.2 Intéréts composés

Dans un calcul a intéréts composés, les intéréts produits au cours d’une
période sont capitalisés (produisent eux-mémes des intéréts) des la période
suivante. Dans ce cas, le capital (productif d’intéréts) augmente & chaque
période. Notant C,,,n > 0, ce capital, on a Cy = C, puis (raisonnement par
récurrence) :

C, = Co+Coi =Co(1+1i) =C(1+1),
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Cy = C1+Chi=Ci(1+1i)=0C(1+1),
etc
Cn = Ch1+Chqgi=Chq(1+1i)=C(1+1)".

Ici, C,,n > 0, est une suite géométrique, de premier terme Cy = C' et de
raison 1 + ¢, car le rapport Cg“ est constamment égal a 1 + i. La suite des
intéréts,

IL,=C,-C=C(1+i)"-C=C[(1+9)"—1], n=>0,

n’a pas de structure particuliere, si ce n’est qu’elle évolue comme une suite
géométrique puisque I, = C,, — C.

En écrivant C,, sous la forme,
C,, = exp{log(Ca)} = exp{nlog(1 + i) +log(C)} = C exp{nlog(1 + i)},

on constate que les points {n,C,},n = 0,1,..., sont sur le graphe d’une
fonction exponentielle. On dit que la croissance de C,, est exponentielle. On
dit aussi que la croissance de I,, est exponentielle, mais dans ce cas les points
{n,I,},n = 0,1,..., sont sur le graphe précédent, décalé vers le bas de la
quantité C.

2.2.3 Cas d’un livret d’épargne

Dans le cas d’un livret d’épargne, on rencontre les deux modes de calcul :
intéréts simple a ’échelle de la quinzaine au cours d’une méme année civile
et intéréts composés a ’échelle de 'année. En reprenant la formule de calcul
des intérets sous la forme,

n i

In—szxﬂ—Cxﬂxm
on reconnait le placement de C' a intéréts simples, pendant n quinzaines, au
taux bimensuel ¢, = ﬁ. On dit que 7, est le taux bimensuel proportionnel au
taux annuel . Ce mode de calcul a intéréts simples peut sembler défavorable
au client. Cependant, si on procédait a intéréts composés, le taux bimensuel
a appliquer ne serait pas le taux proportionnel 4,, mais le taux équivalent i,
défini par

i =T+i—1= (1442 —1,

En effet, ce taux provient de

C(l+1i)* =C(1+1),
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qui exprime qu’un capital C, placé sur un livret pendant un an au taux an-
nuel 7, produit les mémes intéréts que placé, a intéréts composés, pendant 24
quinzaines au taux bimensuel i;.

Dans le cas du taux annuel ¢ = 3,00% du livret A, les taux proportionnel
iq et équivalent 4 sont donnés par :

3,00%
i = T 0,125%,
i = (1+3,00%)2 —1=0,11232375512%.

Notons qu’il ne faut pas arrondir ce type de taux, sous peine de résultats
erronés la ot ils seraient utilisés. On constate que ) est 1égerement inférieur
a 14, ce qui était prévisible du fait de leur signification.

On peut avoir le sentiment que le fait d’effectuer les calculs a intéréts
simples désavantage le client. En fait, 'avantage se fait en faveur de I'une ou
de l'autre convention selon les situations.

Considérons le cas d’un livret A sur lequel on dépose 1000 € fin décembre

H

c) | 1) | K@) [J@) ] ¢ | Of

1000 [ 0 1000 0 [13] 0

1000 | 0,83 | 1000,83 [ 0,83 || 14| 0 | 10,00 | 9,97 | 9,97

1000 | 1,67 | 1001,65| 1,65 | 15| 0 [ 10,00 | 9,97 | 9,97

1000 | 2,50 | 1002,48 | 2,48 || 16 0 10,00 | 9,98 | 9,98
0
0
0
0
0
0

t ] 1t | K@ | J@) |
0
1
2
3
4 11000 | 3,33 | 1003,31 | 3,31 || 17 10,00 | 9,99 | 9,99
5
6
7
8
9

10,00 | 9,96 | 9,96

1000 | 4,17 | 1004,13 | 4,13 |[ 18 10,00 | 10,00 | 10,00
1000 | 5,00 | 1004,96 | 4,96 || 19
1000 | 5,83 | 1005,79 | 5,79 || 20
1000 | 6,67 | 1006,62 | 6,62 || 21 10,00 | 10,02 | 10,02
1000 | 7,50 | 1007,45 | 7,45 || 22 10,00 | 10,03 | 10,03
10 [ 1000 | 8,33 | 1008,29 [ 8,29 [[23 | 0 | 10,00 | 10,04 | 10,04
111000 | 9,17 | 1009,12 | 9,12 || 24 | 10,00 | 0 | 10,05 | 10,05
12] 0 [10,00] 995 |995

10,00 | 10,01 | 10,01
10,00 | 10,02 | 10,02

TAB. 2.2 — Intéréts simples ou composés pour un livret

2004 et que l'on retire début juillet 2005. Le Tableau 2.2 donne I’évolution
de ce livret, pour cette opération, au cours de 'année 2005, avec un taux
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annuel de 2%. C(t) et I(t) représentent le capital (productif d'intéréts) et
les intérets non capitalisés selon le mode de calcul usuel a intéréts simples.
K (t) est le capital productif d’intéréts selon le calcul & intéréts composés et
J(t) la partie due aux intéréts dans ce capital. On constate une différence
de 5 centimes d’Euros, en faveur de cette derniere formule, au 1¢ janvier
2006. Par contre, au 1" juillet 2005, les intéréts potentiels sont supérieurs
de 5 centimes d’Euros pour la formule a intéréts simples. Ceci signifie qu’un
dépot de 1000 € fin juin 2005 rapportera 5 centimes d’Euros de plus, a intéréts
simples, au 1¢" janvier 2006. Par ailleurs, il faut noter que la différence est
tres faible : 5 centimes d’Euros maximum pour un capital de 1000 € et un
taux de 2%.

2.3 Taux proportionnels et taux équivalents

Nous précisons ici ces notions, introduites ci-dessus pour un livret, dans
un cadre général. Soit i un taux relatif & une période de durée d et i’ un taux
relatif & une période de durée d’'. Les durées d et d’ sont exprimées dans la
méme unité de temps : jours, semaines, quinzaines, mois, années. On place
alors un capital C' pendant une durée D, qui soit a la fois un multiple de d
etded : D=nd=nd.

2.3.1 Taux proportionnels

On écrit que les intéréts I, produits par C' pendant la durée D a intéréts
simples, sont les mémes en effectuant les calculs avec i ou 7 :

- y
I=Cxixn=Cxixn = —-—=—==- & i==1i.
. on d d

On dit que 7' et ¢ sont des taux proportionnels. Par exemple, 0,5% est le taux
mensuel proportionnel au taux annuel de 6% (d' = 1 mois, d = 12 mois).
Mais aussi, 6% est le taux annuel proportionnel au taux mensuel de 0,5%.

2.3.2 Taux équivalents

On écrit ici que le devenir C'p du capital C', placé pendant la durée D a
intéréts composés, est le méme en effectuant les calculs avec i ou @ :

/

Cp=Cl+i)"=C(1+i)" = 1+i=0+w =(1+4)7
e i=(1+i)7 1.
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On dit que 7’ et i sont des tauz équivalents. Par exemple 0,4867550565% est
le taux mensuel équivalent au taux annuel de 6% et 6% est le taux annuel
équivalent au taux mensuel de 0,4867550565%. Notons que le taux annuel
équivalent au taux mensuel de 0,5% est de 6,167781186%. Ceci souligne la
nécessité d’etre prudent dans la facon d’arrondir les taux.

2.4 Valeur acquise par un capital

Soit C' un capital placé pendants ¢ années au taux annuel . On appelle
valeur acquise par C'la quantité C; = C'+ I, somme du capital et des intéréts
produits.

e Sit est entier, C; = C(1 + ti), & intéréts simples, et Cy = C(1 +14)*, a
intéréts composés, selon les résultats établis précédemment.

e Si ¢ n’est pas entier, on peut le convertir en années, mois et jours, moyen-
nant la convention simplificatrice que, dans n’importe quel mois, il y a
30 jours et donc 360 jours dans 'année. Ainsi ¢ correspond a n années
entieres, m mois et p jours. On distingue alors les deux formes de pla-
cement.

2.4.1 Calcul a intéréts simples

. 1 1 m P .
Cy C’( +m+m12+p360) g1+ n+12+360 i

ol 75 et zz5 sont respectivement les taux mensuel et journalier proportionnels

360
au taux annuel . Notons que n+ {5+ 355 est la durée ¢ du placement, exprimée

en années. On écrira donc,

en notant bien que la durée ¢, pas nécessairement entiere, est exprimée dans
I'unité de temps définie par la période de référence du taux i.

2.4.2 Calcul a intéréts composés

m

Co= C(L+i)"(1+ )5 (1 +i)s = C(1 + )"+ i+l
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ot (1 +4)% —1 et (14 )38 — 1 sont respectivement les taux mensuel et
journalier équivalents au taux annuel 7. On peut alors écrire,

Ct - C(l + i)t,

ou t est la durée du placement exprimée dans I'unité de temps définie par la
période de référence du taux i.

2.5 Valeur actuelle d’un capital

On raisonne désormais uniquement a intéréts composés. Ceci correspond
en effet a la pratique courante dans les calculs financiers, le cas des livrets
d’épargne restant 1’exception la plus connue.

2.5.1 Valeur actuelle

Le temps t est exprimé en années, généralement sous forme décimale, par
référence a une date d’origine, t = 0, faisant office de date actuelle liée au
probleme considéré. Ainsi t symbolise a la fois une date et le temps écoulé
entre cette date et la date actuelle. Soit C; un capital considéré a un instant
t > 0. Pour un taux d’intérét annuel ¢, ce capital représente la valeur acquise
par un capital Cp, affecté & I'instant d’origine, si C; = Cy(1+1)". On dit que
Cy est la valeur actuelle de Cy, qui est alors donnée par :

C() = Ct(]_ —I— Z.)_t.

L’objectif de cette notion est de pouvoir évaluer maintenant (a la date ac-
tuelle) différentes sommes d’argent (recettes ou dépenses) programmées dans
le futur. Dans ce cadre, i est appelé tauzr d’actualisation. Notons qu’une va-
leur acquise peut s’interpréter comme la valeur actuelle d’un capital considéré
dans le passé (¢ est alors négatif). Nous donnons ci-dessous quelques notions
liées aux calculs de valeurs actuelles dans le cadre de la gestion de projet.

2.5.2 Gestion de projet

On considere un projet d’investissement, d'une valeur I a la date g =0
(fixée comme origine), générant des flux de trésorerie F) aux dates ty, k =
1,...,n.

On appelle valeur actuelle nette (VAN) de ce projet d’investissement,
la différence entre la valeur actuelle Fy des flux générés et I'investissement
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initial Iy :

VAN = Fy— Iy = Y Fu(1+i)™" — I,
k=1

ou ¢ est le taux d’actualisation requis, supposé constant sur la période. L’in-
vestissement est rentable lorsque sa VAN est positive et, plus elle est élevée,
plus la rentabilité est forte.

Mais la VAN dépend du taux d’actualisation i utilisé dans son calcul.
On constate qu’elle est une fonction décroissante par rapport a ce taux. Le
tauz interne de rentabilité (T'1R) de cet investissement est alors défini comme
étant le taux d’actualisation ¢ pour lequel la VAN est nulle. Ce taux doit
étre déterminé de fagcon numérique, car I’équation Fy = Iy n’admet pas de
solution explicite. Plus le TIR est élevé, plus 'investissement est rentable.

On définit également 'indice de profitabilité comme le rapport Fy/1ly. 11
doit étre supérieur a 1 (Fy/Ip =1 < VAN = 0). C'est le facteur par lequel
le projet multiplie I'investissement, pour le taux d’actualisation considéré.
Enfin le délai de récupération est la date a laquelle les flux de trésorerie Fj,
cumulés et actualisés, dépassent pour la premiere fois l'investissement Ij.
C’est donc le premier instant ¢, pour lequel on a :

F(1+d) ™+ B +i) ™+ 4 F(1+4) % > I,

Vous trouverez des compléments sur ce theme dans le chapitre 6 de 'ouvrage
Finance de Zvi Bodie et Robert Merton a 'adresse :
http ://www.escp-eap.net/publications/bmt/plan.html

2.6 Equivalence de capitaux

L’objectif est de comparer deux capitaux C; et Cy, liés a deux dates
différentes t; et ty (cf. Figure 2.1), exprimées en années par rapport a une
certaine origine.

t1 t t2

Fic. 2.1 - Equivalence de capitaux
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On dit que C et Cy sont des capitaux équivalents, pour un taux d’actua-
lisation (annuel) 7, s'il existe une date t en laquelle ils ont la méme valeur
actuelle, ce qui s’écrit :

Cil4+49) ™ = Co(1+4) &  Oy(1+i)™1 =Cy(1+i)"

On constate que si cela est vrai pour une date ¢, ce sera encore le cas pour
toute autre date. En supposant t5 > t1, le plus simple est d’écrire :

Cg = Cl<1 —+ i)tQ_tl.

Sous cette forme, C5 apparalt comme le remboursement de C, prété au taux
7 pendant la durée t5 — t1. On notera que Cy est nécessairement supérieur a
C1, & moins d’admettre I'idée d’un taux négatif (déflation, par exemple).

On peut aussi s’interroger sur l'existence d’un taux ¢ pour lequel les deux
capitaux seraient équivalents. Ceci se traduit par :

1 02 . 1 C(2
1 —= 1 = 1 —= .
ty — t Og(01) RO exp{b—tl Og(cl)}

En acceptant la possibilité d'un taux négatif, cette équation a toujours une
solution (unique), quelles que soient les capitaux (positifs) C; et Cy et les
dates t; et to (différentes si C; # Cs).

log(1+1) =

Enfin, il est également possible d’exprimer la durée t, —t; en fonction des
capitaux et du taux :

bt = — L e (&2
27N T g1 ) B\ )

En résumé Connaitre les notions introduites (intéréts simples ou composés,
taux proportionnels ou équivalents, valeur acquise ou actuelle, équivalence
de capitaux) et savoir effectuer les calculs qui s’y rattachent.






Chapitre 3

MESURE DE L’INFLATION

3.1 Introduction

Le terme inflation évoque 'augmentation des prix et on parle de déflation
lorsque les prix diminuent. La mesure de I'inflation est exprimée sous forme
de taux, calculés a partir d’indices. Nous présentons ici l'indice des prix a
la consommation usuel de 'INSEE. Nous examinerons ensuite les différents
taux d’inflation attachés a cet indice : taux annuel glissant, calculé tous les
mois, taux annuel et taux mensuel, taux moyens. Enfin, nous reviendrons sur
I’actualisation en termes d’euros constants et d’euros courants.

3.2 Indice des prix a la consommation

L’indice des priz a la consommation (IPC) faisant référence, dans la
communication des taux d’inflation par les médias, est celui déterminé par
I'Institut National de la Statistique et des Etudes Economiques (INSEE,
http ://www.insee.fr/). Cet indice est publié aux environs du 13 de chaque
mois, pour le mois précédent. Il est basé sur 200 000 prix correspondant
a plus de 1 000 types de biens et services, en respectant leur importance
dans la consommation totale des ménages et actualisés chaque année. Pour
cela, 160 000 prix sont relevés chaque mois dans pres de 27 000 points
de vente répartis dans 106 agglomérations de plus de 2 000 habitants, en
métropole et dans les Dom. A ces prix relevés sur le terrain s’ajoutent
pres de 40 000 tarifs collectés directement aupres d’organismes nationaux
ou régionaux tels qu'EdF, les opérateurs de télécommunications, la SNCF,
les services publics locaux, ainsi que dans les catalogues de vente par corres-
pondance (http ://www.insee.fr/fr/indicateur/indic_cons/info_ipc.htm).

25
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Le Tableau 3.1 donne les valeurs de I'IPC de 1990 a aout 2007, base 100
en 1998 (la moyenne de l'indice, sur les 12 mois de 'année 1998, est égale a
100).

année J F M A M J J A S €] N D
2007 114,34 | 114,55 | 115,04 | 115,60 | 115,890 | 116,03 | 115,74 | 116,20

2006 112,04 | 113,36 | 113,60 | 114,16 | 114,66 | 114,65 | 114,46 | 114,85 | 114,59 | 114,34 | 114,47 | 114,73
2005 110,7 111,3 112,0 112,2 112,3 112,5 112,3 112,7 113,2 113,1 112,9 113,0
2004 109,0 109,5 109,9 110,2 110,6 110,6 110,4 110,7 110,8 111,1 111,1 111,3
2003 106,9 107,6 108,1 107,9 107,8 108,0 107,9 108,1 108,5 108,8 108,9 109,0
2002 104,8 104,9 105,4 105,8 105,9 105,9 105,9 106,1 106,3 106,5 106,5 106,7
2001 102,5 102,8 103,2 103,7 104,4 104,4 104,2 104,2 104,4 104,5 104,2 104,3
2000 101,3 101,4 101,9 101,9 102,1 102,3 102,1 102,3 102,9 102,7 103,0 102,9
1999 99,7 100,0 100,4 100,6 100,6 100,6 100,4 100,5 100,7 100,8 100,8 101,3
1998 99,5 99,8 100,0 100,2 100,2 100,3 100,0 100,0 100,0 100,0 99,9 100,0
1997 98,9 99,1 99,2 99,2 99,3 99,3 99,2 99,4 99,6 99,6 99,7 99,8
1996 97,2 97,5 98,2 98,3 98,5 98,4 98,2 98,0 98,3 98,5 98,5 98,7
1995 95,3 95,6 95,9 96,0 96,1 96,2 96,0 96,4 96,8 96,9 97,0 97,0
1994 93,7 94,0 94,2 94,4 94,6 94,6 94,6 94,6 94,9 95,1 95,1 95,1
1993 92,0 92,3 92,8 92,9 93,0 93,0 93,1 93,1 93,4 93,5 93,6 93,6
1992 90,1 90,5 90,8 91,0 91,3 91,2 91,2 91,1 91,4 91,6 91,7 91,7
1991 87,8 88,0 88,2 88,4 88,7 88,9 89,2 89,3 89,4 89,9 90,2 89,9
1990 84,9 85,1 85,3 85,8 85,9 85,9 85,9 86,5 87,1 87,5 87,4 87,3

TAB. 3.1 — Indice INSEE des prix a la consommation de 1990 a aotut 2007

120,00 1

115,00 /\/\/J\/M
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FIG. 3.1 — Evolution de lindice des prix a la consommation de 1990 a aott
2007

La Figure 3.1 permet de visualiser 1’évolution de I'ITPC de 1990 a aotut
2007. On constate une hausse réguliere, avec un léger infléchissement, de
1990 a 1999, puis une reprise plus marquée a partir de 'année 2000.

L’INSEE publie de nombreux autres indices : I'IPC hors tabac, I'indice
des prix a la consommation harmonisé (IPCH, indice européen), des indices
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par famille de produits, ...

3.3 Taux d’inflation

Les taux d’inflation mesurent, sous différentes formes, les variations de
I'IPC. Ils sont en effet plus expressifs pour le consommateur et ce sont eux
qui sont communiqués par les médias.

3.3.1 Taux d’inflation annuel glissant

Le tauz d’inflation annuel glissant indique chaque mois la variation re-
lative des prix au cours des 12 derniers mois. En indexant le temps par la
variable ¢, mesurée en mois, ce taux, noté 7,(t), est donné par :

I -I(t-12)  I(t)
=T T Ii-1y b

ou I(t) désigne I'IPC a la date t. La deuxieme expression traduit la relation,
I(t) = 1(t — 12)[1 + 7.(2)],

a rapprocher d’un calcul a intéréts composés. Par exemple, le taux de janvier
2005 est calculé avec les indices de janvier 2004 et janvier 2005 :

110,7

1=0,01 oo~ .
109.0 0,015596 ,56%

Le Tableau 3.2 donne les valeurs de ce taux de janvier 1991 a décembre 2005,
dont l’évolution est représentée sur la Figure 3.2. Bien que l'information
soit identique a celle contenue dans I'IPC, on constate que ce changement de
variable conduit a un aspect visuel plus expressif. On observe une diminution
plus ou moins réguliere de I'inflation de 1991 jusqu’au milieu de I'année 1999,
puis une forte reprise jusqu’en 2000, suivie d'une certaine stabilité.

3.3.2 Taux d’inflation annuel

Le taux d’inflation annuel mesure la variation des prix a 1’échelle de
I’année. Il correspond donc au taux glissant précédent relevé chaque mois
de décembre. Ses valeurs sont reportées dans le Tableau 3.3 et représentées
sur la Figure 3.3. On retrouve, de facon plus grossiere, les grandes tendances
observées sur le graphe du taux d’inflation annuel glissant.
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année J F M A M J J A S (0] N D
2007 1,24 | 1,05 | 1,19 | 1,26 | 1,07 | 1,20 | 1,12 | 1,18
2006 || 2,02 | 1,85 | 1,51 | 1,75 | 2,10 | 1,91 | 1,92 | 1,91 | 1,23 | 1,10 | 1,39 | 1,53
2005 1,56 | 1,64 | 1,91 | 1,81 | 1,64 | 1,72 | 1,72 | 1,81 | 2,17 | 1,80 | 1,62 | 1,53
2004 || 1,96 | 1,77 | 1,67 | 2,13 | 2,60 | 2,41 | 2,32 | 2,41 | 2,12 | 2,11 | 2,02 | 2,11
2003 2,00 | 2,57 | 2,56 | 1,98 | 1,79 | 1,98 | 1,89 | 1,89 | 2,07 | 2,16 | 2,25 | 2,16
2002 || 2,24 | 2,04 | 2,13 | 2,03 | 1,44 | 1,44 | 1,63 | 1,82 | 1,82 | 1,01 | 2,21 | 2,30
2001 1,18 | 1,38 | 1,28 | 1,77 | 2,25 | 2,05 | 2,06 | 1,86 | 1,46 | 1,75 | 1,17 | 1,36
2000 1,60 | 1,40 | 1,49 | 1,29 | 1,49 | 1,69 | 1,69 | 1,79 | 2,18 | 1,88 | 2,18 | 1,58
1999 0,20 | 0,20 | 0,40 | 0,40 | 0,40 | 0,30 | 0,40 | 0,50 | 0,70 | 0,80 | 0,90 | 1,30
1998 0,61 | 0,71 | 0,81 | 1,01 | 0,91 | 1,01 | 0,81 | 0,60 | 0,40 | 0,40 | 0,20 | 0,20
1997 1,75 | 1,64 | 1,02 | 0,92 | 0,81 | 0,91 | 1,02 | 1,43 | 1,32 | 1,12 | 1,22 | 1,11
1996 1,99 | 1,99 | 2,40 | 2,40 | 2,50 | 2,29 | 2,29 | 1,66 | 1,55 | 1,65 | 1,55 | 1,75
1995 1,71 1,70 | 1,80 | 1,69 | 1,69 | 1,69 | 1,48 | 1,90 | 2,00 | 1,89 | 2,00 | 2,00
1994 1,85 | 1,84 | 1,51 | 1,61 | 1,72 | 1,72 | 1,61 | 1,61 | 1,61 | 1,71 | 1,60 | 1,60
1993 2,11 | 1,99 | 2,20 | 1,98 | 1,86 | 1,97 | 2,08 | 2,20 | 2,19 | 2,07 | 2,07 | 2,07
1992 2,62 | 2,84 | 295 | 3,05 | 2,93 | 2,59 | 2,24 | 2,02 | 2,24 | 1,89 | 1,66 | 2,00
1991 3,42 | 3,41 | 3,40 | 3,03 | 3,26 | 3,49 | 3,84 | 3,24 | 2,64 | 2,74 | 3,20 | 2,98

TAB. 3.2 — Taux d’inflation annuel glissant de 1991 a aout 2007
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Fic. 3.2 — Evolution du taux d’inflation annuel glissant de 1991 a aott 2007
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année || 1991 | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998
taux || 2,98 | 2,00 | 2,07 | 1,60 | 2,00 | 1,75 | 1,11 | 0,20
année || 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006
taux || 1,30 | 1,58 | 1,36 | 2,30 | 2,16 | 2,11 | 1,53 | 1,53

TAB. 3.3 — Taux d’inflation annuel de 1991 & 2006
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F1G. 3.3 — BEvolution du taux d’inflation annuel de 1991 & 2006

3.3.3 Taux d’inflation mensuel

Le tauz d’inflation mensuel suit I’évolution des prix chaque mois. C’est
lui qui est communiqué au grand public, plutot que l'indice des prix a la
consommation dont il est issu, selon la relation,

Ity —1(t—1) I(t)

=" "I ¢

faisant référence a :

I(t) =1I(t—1)[1+7(¢)]
Par exemple, le taux de décembre 2005 est donné par :

113,0

1 =0,0008857 ...~ 0,09%.
112,9 ’ ,09%
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Les valeurs du taux d’inflation mensuel, de février 1990 a aotut 2007, sont
données dans le Tableau 3.4 et représentées sur la Figure 3.4. On notera qu’il
peut étre négatif (déflation).

année J F M A M J J A S O N D
2007 -0,34 1 0,18 1043 | 0,49 | 0,25 | 0,12 | -0,25 | 0,40

2006 -0,05 10,37 10,29 | 0,41 | 044 | -0,01 | -0,17 | 0,34 | -0,23 | -0,22 | 0,11 | 0,23
2005 -0,54 | 0,54 | 0,63 | 0,18 | 0,09 | 0,18 | -0,18 | 0,36 | 0,44 | -0,09 | -0,18 | 0,09
2004 0,00 | 0,46 | 0,37 | 0,27 | 0,36 | 0,00 | -0,18 | 0,27 | 0,09 | 0,27 | 0,00 | 0,18
2003 0,19 | 0,65 | 0,46 | -0,19 | -0,09 | 0,19 | -0,09 | 0,19 | 0,37 | 0,28 | 0,09 | 0,09
2002 0,48 | 0,10 | 0,48 | 0,38 | 0,09 | 0,00 | 0,00 | 0,19 | 0,19 | 0,19 | 0,00 | 0,19
2001 -0,39 10,29 | 0,39 | 0,48 | 0,68 | 0,00 | -0,19 | 0,00 | 0,19 | 0,10 | -0,29 | 0,10
2000 0,00 | 0,10 | 0,49 | 0,00 | 0,20 | 0,20 | -0,20 | 0,20 | 0,59 | -0,19 | 0,29 | -0,10
1999 -0,30 | 0,30 | 0,40 | 0,20 | 0,00 | 0,00 | -0,20 | 0,10 | 0,20 | 0,10 | 0,00 | 0,50
1998 -0,30 | 0,30 | 0,20 | 0,20 | 0,00 | 0,10 | -0,30 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | -0,10 | 0,10
1997 0,20 | 0,20 | 0,10 | 0,00 | 0,10 | 0,00 | -0,10 | 0,20 | 0,20 | 0,00 | 0,10 | 0,10
1996 0,21 | 0,310,721 0,10 | 0,20 | -0,10 | -0,20 | -0,20 | 0,31 | 0,20 | 0,00 | 0,20
1995 0,21 | 0,310,311 0,10 | 0,10 | 0,10 | -0,21 | 0,42 | 0,41 | 0,10 | 0,10 | 0,00
1994 0,11 [ 0,32 0,21 0,21 | 0,21 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,32 | 0,21 | 0,00 | 0,00
1993 0,33 | 0,33 | 0,54 | 0,11 | 0,11 | 0,00 | 0,11 | 0,00 | 0,32 | 0,11 | 0,11 | 0,00
1992 0,22 | 0,44 | 0,33 | 0,33 | 0,22 | -0,11 | 0,00 | -0,11 | 0,33 | 0,22 | 0,11 | 0,00
1991 0,57 | 0,23 10,23 | 0,23 | 0,34 | 0,23 | 0,34 | 0,11 | 0,11 | 0,56 | 0,33 | -0,33
1990 0,24 | 0,24 | 0,59 | 0,12 | 0,00 | 0,00 | 0,70 | 0,69 | 0,46 | -0,11 | -0,11

TAB. 3.4 — Taux d’inflation mensuel de février 1990 a aout 2007

La représentation graphique du taux d’inflation mensuel donne plutot
I'impression d'une certaine stabilité sur toute la période, un peu comme celle
de I'TPC. On voit ici 'intérét que représente la considération d’'une grandeur
a différentes échelles.

3.3.4 Taux d’inflation moyen

A partir de I'IPC, il est possible de déterminer différents taux d’inflation.
Par exemple, le taux d’inflation trimestriel du dernier trimestre 2005 est
donné par :

113,0
—2 1 =-0,001 L~ —0,18%.
5 0,00176678 0, 18%

Cependant, ce taux peut étre calculé a partir des taux d’inflation mensuels
de ce trimestre :

(1 —0,0009)(1 — 0,0018)(1,0009) — 1 = —0, 0018008 ... ~ —0, 18%.
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F1G. 3.4 — Evolution du taux d’inflation mensuel de février 1990 & aoiit 2007

La différence avec la valeur précédente (valeurs non arrondies) est due au fait
d’avoir arrondi les taux mensuels. Par contre le calcul,

—0,09% — 0,18% + 0,09% = —0, 18%,

bien que donnant le bon résultat arrondi, n’est pas correct. Il correspond a
un calcul a intéréts simples qui n’est pas conforme aux relations entre I'IPC
et les taux mensuels. En notant /(t) 'indice de décembre et 71,7 et 73 les
taux mensuels respectifs de décembre, novembre et octobre, on a :

It)=(14m)I(t—1) = 14+7)(1+7)I(t—2) = (147)(1+72) (14+73) I (t—3).

De la méme maniere, on définit le taux dinflation mensuel moyen du dernier
trimestre 2005 par :

[(1—0,0009)(1 — 0,0018)(1,0009)]'/* — 1 = —0,00060063. .. ~ —0, 06%.

Il ne s’agit donc pas de la moyenne arithmétique de 7y, 75 et 73, mais de
la valeur 7 telle que 1 + 7 soit la moyenne géométrique de 1 + 71,1 + 7 et
1+ T3

l+7=[1+mn)1+7m)(1+ 7'3)]1/3.
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En récrivant cette égalité sous la forme,
(1 -+ ’7')3 = (1 + 7'1)<1 —+ TQ)(l -+ Tg),

on remarque que le taux moyen 7 de trois taux différents 7,7 et 73 est
le taux constant qui a le méme effet que ces trois taux. C’est le principe
méme de la notion de moyenne, qui n’est donc pas nécessairement de nature
arithmétique. Notons aussi que 7 est le taux mensuel équivalent au taux
trimestriel du trimestre considéré.

De la méme maniere, on peut considérer le taux d’inflation mensuel moyen
de chaque année, ce qui correspond a des calculs de la forme,

1 + 7= [(1 + 7'1)(1 + 7'2) P (]_ + 7'12)]1/12,
a partir des taux mensuels 7y, 7o, ..., T2, de 'année, ou
l+7=(1+ Ta>1/12,

a partir du taux annuel 7, (taux équivalents), ou encore directement a partir

des IPC,
- 1) 1/12
b= L(t—m} |

pour les valeurs de ¢ correspondant aux mois de décembre. Cette derniere
approche est évidemment la plus précise, puisqu’elle n’utilise pas de résultats
intermédiaires arrondis.

3.4 Actualisation

Actualiser une somme d’argent a l'instant ¢, c’est ’évaluer a cet instant,
compte tenu d'un tauzr d’actualisation a définir selon 'usage que 'on fait
de cette somme. Afin d’illustrer ceci, nous considérons une somme S ayant
servi a l'achat de timbres poste en 1999. Nous cherchons a déterminer le taux
d’actualisation (en 2006) dans les trois situations suivantes :

(i) S a été entierement consacrée a l'achat de timbres ordinaires a 3 F';
timbre Marianne rouge actuel a 0,53 € (type A).

(ii) S a été entierement consacrée a ’achat de timbres pour pli non urgent
a 2,70 F; timbre Marianne vert actuel a 0,48 € (type B).

(iii) Une proportion p de S a servi a I’achat de timbres A et le reste a l’achat
de timbres B.
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En utilisant le taux de conversion de I’Euro en Francs, égal a 6,55957, on
obtient 0,46 € pour le timbre A et 0,41 € pour le timbre B en 1999. Le taux
d’actualisation, pour les deux premieres situations est donné par :

(i) 938 —1=0,152173913 ~ 15,2%,
(i) 248 1= 0,1707317073 ~ 17, 1%.

En utilisant directement le taux de conversion, sans calculer le prix des
timbres de 1999 en Euros, on obtient :

(i) 22 x 6,55957 — 1 = 0, 1588573667 ~ 15,9%,

(ii ggg x 6,55957 — 1 = 0, 1661457778 ~ 16, 6%.
Cette solution est évidemment plus rigoureuse. Dans la troisieme situation,

on note n4 et ng les quantités de timbres de chaque type,

_prS  _(1-pS
B 2,70

et le taux d’actualisation est donné par :

na x 0,53 +npg x 0,48

S x 6,55957 — 1
0,53 0,48
— 9 1 )22 1
p—5— % 6,55057 + (1 - p) 370 X 6:55957
0,53 0,48
= p| 2= — 1] +(1- —1
p| =5 x 655057 1+( p) {2 o % 6.55957

~ px159%+ (1 —p) x 16,6%.

Il s’agit d’une fonction affine de p, c’est-a-dire de la forme ap + b, qui varie
de 15,9%, pour p = 100%, a 16,6%, pour p = 0%.

Ainsi, si une somme d’argent a servi a payer un ensemble de produits,
on doit utiliser un taux d’actualisation qui tienne compte de la variation des
prix de ces produits, mais aussi des quantités achetées. Un bon exemple de
ce principe est fourni par le taux d’inflation défini précédemment. C’est lui
que nous utiliserons en général, c’est-a-dire en ’absence d’information sur
I'usage fait des sommes considérées.

3.5 FEuros constants, euros courants

Voici un extrait du site http ://www.educnet.education.fr/insee/comext/
combien/tendanceslonguessoldel.htm, permettant de comprendre la nécessité
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d’introduire les notions d’euros constants et d’euros courants.

Une grandeur ”a prix courants” ou “en euros courants” est calculée avec
les prix de I'année considérée (on utilise également les expressions grandeur
"nominale”, grandeur "en valeur” ou grandeur "au prix de l'année cou-
rante”). L'influence des variartions des prix n’a pas été éliminée. Le montant
de la grandeur dépend donc a la fois de la quantité de biens et services im-
portés et exportés dans I'année par I'ensemble des agents et du niveau des
prix constaté au cours de cette méme année. Il est donc difficile de com-
parer ces valeurs d'une année sur 'autre étant donné que les prix varient
chaque année. Les données ”a prix constants” ou "en euros constants” au
contraire n’enregistrent que "l'effet quantité”, c¢’est-a-dire les variations liées
a une augmentation ou une baisse de la quantité de biens et services importés
et exportés par les agents et non celles liées a une fluctuation des prix. On
utilise également les expressions grandeur "réelle”, grandeur ”en volume” ou
grandeur ”au prix d'une année de base”.

L’opération qui consiste a passer une somme d’euros courants en euros
constants, c¢’est-a-dire d’évacuer l'inflation, se dit déflater une somme. Les
euros courants font référence a la date liée a la grandeur considérée, alors
que les euros constants font référence a une année de base a choisir. En ’ab-
sence d’information complémentaire, le taux d’actualisation utilisé est celui
de l'inflation.

Le Tableau 3.5 rappelle les taux d’inflation annuels de 1996 a 2003 et
indique I’évolution d’une coupure de 100 Euros du 1" janvier 1996 en euros
courants des années 1997 a 2004 et en euros constants de 1996.

année 1996 | 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004

taux 1,75 | 1,11 | 020 | 1,30 | 1,58 | 1,36 | 2,30 | 2,16

courants || 100 | 101,75 | 102,88 | 103,09 | 104,43 | 106,08 | 107,52 | 109,99 | 112,37

constants || 100 | 98,28 | 97,20 | 97,01 | 95,76 | 94,27 | 93,01 | 90,92 | 88,99

TaAB. 3.5 — Coupure de 100 Euros du 1" janvier 1996 en euros courants des
années 1997 a 2004 et en euros constants de 1996

En résumé Connaitre les notions liées a linflation (indice des prix a la
consommation, taux d’inflation, actualisation, euros constants et euros cou-
rants) et savoir effectuer les calculs qui s’y rattachent.



Chapitre 4

REMBOURSEMENT D’UN
EMPRUNT

4.1 Introduction

Nous considérons ici les notions élémentaires liées au remboursement d’un
emprunt. Apres avoir fixé un choix de notations, nous précisons le principe de
base d’un remboursement. Puis nous présentons deux modes de rembourse-
ment : par amortissements constants et par versements constants, ce dernier
étant le plus usuel, en explicitant le tableau d’amortissement associé. Enfin,
nous complétons cette étude avec quelques frais annexes attachés au rem-
boursement d’emprunts : amortissement différé, assurance, frais de dossier et
avec la notion de taux effectif global.

4.2 Notations et principe de base

Un capital C'; emprunté a l'instant ¢, est remboursé a l'aide de n verse-
ments vy, va, ..., v, effectués aux instants t{,t,,...,%,. Le temps est mesuré
en mois et son origine a été fixée. La Figure 4.1 schématise ce remboursement.

C V1 () Un—1 Un
1 ! 1 ! !

to t1 to tn—1 tn

F1G. 4.1 — Remboursement d’un emprunt
On suppose que la période qui s’écoule entre deux dates consécutives est

constantes et égale a p mois : t, —tx_1 =p,k=1,...,n. Cest généralement
le cas avec, le plus souvent, des remboursements mensuels (p = 1), mais

35
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aussi trimestriels (p = 3), semestriels (p = 6), voire annuels (p = 12). Pour
simplifier, on suppose aussi que le tauz d’intérét par période, noté 7, est
constant. C’est alors le taux équivalent au taux taux annuel 7, fixé pour le
pret :

T=(1+7,)1 —1.
Il existe des préts a taux variable avec diverses options : garantie de taux
plafond, passage a taux fixe, etc (faire "prét a taux variable” dans Google).

Chaque versement v, est la somme de deux termes,
vk:ik—i—mk, k:1,2,...,n,

ou :
e 1, représente la part de vy affectée au reglement des intéréts,

e my, appelé amortissement, représente la part de v, affectée au rembourse-
ment du capital.

Le principe de base, commun a tout type de prét, est que le client est a jour
d’intéréts lors de chaque échéance. En notant CY, le capital restant di juste
avant le k¢ versement, on a alors :

ik:CkXT, k:1,2,...,n.

L’ensemble des informations concernant les modalités de remboursement d’un
emprunt sont rassemblées dans un tableau d’amortissement selon le modele
présenté dans le Tableau 4.1.

H Numéro ‘ Echéance ‘ Capital ‘ Amortissement | Intéréts | Versement H

1 05/03/06 Cl mi il (%
2 05/04/06 02 mo ig (%]
k C my i Vg
n CTL mn Zn vn
| Total | | | ¢ | L | Vv |

TAB. 4.1 — Eléments d’un tableau d’amortissement
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Cependant, sans condition supplémentaire, il n’est pas possible de construi-
re un tel tableau.

On peut, par exemple, choisir les amortissements my, mo, ..., m, de fagon
quelconque, & condition de respecter la contrainte » ;' _, my = C. En effet, on
aura Ch = C, puis Cy11 = Cy — my, k=1,...,n— 1. Les intéréts sont alors

donnés par le principe de base, i, = Cy X 7, et les versements proviennent
de vy, = my + ix. On examine ci-apres le cas particulier d’amortissements
constants.

4.3 Amortissements constants

4.3.1 Principe

Les conséquences, sur le tableau d’amortissement, d’un remboursement a
amortissements constants sont immeédiates :

° mk:m:%, k=1,...,n.
.Ck:Ck_l—mk_1:Ck_1—%:C<1—E), k’:l,...,n.

n

e i, =Cpex7=Cr(1-5Y, k=1, n
O"Uk:Zk—l-mk:O[(l—%)T—F%}, k:zl,...,n.

On remarque que CY}, iy et vy, forment trois suites arithmétiques décroissantes
de raison —%, pour CY, et —%, pour i et v, et de premiers termes respectifs
C,CT et C(7+1). La décroissance est donc linéaire : les points {k, Cy.}, {k, ix }
et {k,vp},k=1,...,n, se situent sur des droites de pentes —%, pour CY, et

—%, pour 1 et vg.
Le cotut du crédit, qui est la somme des intéréts, est donné par :
) )
n

2
k=1

4.3.2 Illustration

On considere un prét a la consommation de 4 500 € | remboursable en
3 ans par trimestrialités, au taux d’intérét annuel de 6,30%, avec amortisse-
ments constants. La premiere échéance est fixée au 5 juin 2006.
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L’amortissement constant est donné par :

C 4500
— 2= _35¢
m= T 12 )

et le taux trimestriel équivalent vaut :
7= (1+7,)% —1=(1,0630)"'% — 1 = 1,539101508%.

Le tableau d’amortissement est présenté dans le Tableau 4.2.

H Numéro ‘ Echéance ‘ Capital ‘ Amortissement ‘ Intéréts ‘ Versement H
1| 05/06/06 | 4 500,00 375,00 69,26 444,26
2| 05/09/06 | 4 125,00 375,00 63,49 438,49
3| 05/12/06 | 3 750,00 375,00 57,72 432,72
41 05/03/07 | 3 375,00 375,00 51,94 426,94
5 | 05/06/07 | 3 000,00 375,00 46,17 421,17
6 | 05/09/07 | 2 625,00 375,00 40,40 415,40
7 1 05/12/07 | 2 250,00 375,00 34,63 409,63
8 | 05/03/08 | 1 875,00 375,00 28,86 403,86
9 | 05/06/08 | 1 500,00 375,00 23,09 398,09
10 | 05/09/08 | 1 125,00 375,00 17,31 392,31
11 | 05/12/08 750,00 375,00 11,54 386,54
12 | 05/03/09 375,00 375,00 5,77 380,77
[ Total | \ \ 4 500,00 | (9) 450,18 | (9) 4 950,18 ||

TAB. 4.2 — Tableau d’amortissement d’un prét a amortissements constants,
T, = 6,30%

La valeur précise de la raison des suites arithmétiques i, et v, est :

Cr 4500 x 0,01539105508
B el = — 5, 771645655 (=~ —5,77),
n

et le cott du crédit serait :

n+1

I =CTt = 4500 x 0,01539105508 x g =450, 1883611 ~ 450, 19.
Cependant, il est important de présenter au client un tableau cohérent au
centime pres. Pour cela, on est amené a remplacer 450,19, somme arrondie
des intéréts non arrondis, par 450,18, qui est la somme des intéréts arrondis.
En effet, il serait difficilement justifiable d’ajouter 1 centime aux intéréts,
et par suite au versement, a une certaine échéance pour récupérer 450,19.
On notera aussi que les suites i, et v, arrondies au centime, ne sont pas
rigoureusement arithmétiques, mais ceci ne devrait pas inquiéter le client !
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4.4 Versements constants

4.4.1 Principe

En fait, le remboursement des préts s’effectue habituellement par verse-
ments constants, selon le schéma de la Figure 4.2.

C v v v v
1 ! ! ! 1
to t1 t2 tn—1 tn

F1c. 4.2 — Remboursement d’un emprunt par versements constants

Pour ceci, il est nécessaire d’établir, dans un premier temps, le montant
v de ce versement. En imaginant que le taux d’inflation annuel est constant
et égal au taux d’intérét annuel 7, du prét sur la durée du remboursement,
on peut écrire que la somme des versements, actualisés a la date g, est égale
au capital C' emprunté :

C=v(l+7) +o(l+7)2+ ... +o(l+7)™

Il s’agit de la somme des termes d’une suite géométrique, de premier terme
v(1+7)"" et de raison (1+7)7":

Ll 1-(1eT)

C=v(1 =
v(l+7) I1—(1+7)7! T
D’ou l'expression de v :
Cr i (1+7)12 —1
v = = e =
I-(1+7)™ 1-(1+71)™ 1—(1+7,) 12

Notons que 75 représente la durée du remboursement, exprimée en années.

4.4.2 Loi des amortissements

Le bon sens précédent, ayant conduit a I’expression du versement v, est
confirmé par la loi des amortissements. Celle-ci stipule que les amortissements
mi, Ma, ..., My, forment une suite géométrique de raison (1 + 7). En effet,
partant de '’hypothese de versements constants,

U =my + i = Mpy1 + Tt
on obtient :

Meg+1 = Mg + Zk - ik+1 = myg + CkT — Ck+17' = Mmg +mipT = mk(l + T).
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Cette loi permet d’obtenir le premier amortissement my, en écrivant que la
somme des amortissements est égale au capital emprunté :

I—(1+7)" (14+7)"—1
C: n — _— = _—
my + mao + +m mll—(l—l—T) mq -
soit,
Cr
m=-—.
T atn)r—1
On a alors :
Cr O+ Cr

:. :O p— pu— .
R G e g Y e g S Qe 57

Notons que le cout du crédit se déduit simplement du versement v :

nr
I=i1+i+...+ip,=nv—-C=C |————F— — 1
11 19 7 nv 1 (1 T 7')_”
On peut également établir les expressions des termes my, Cy et iy, :
k—1 _ Cr(147)k 1! E=1

.mk:ml<1+7—) _W’ yooey T
¢« Cr=C—my—...— — ool
k= maq mrg_1 = (Irn)n—1 s =1,...,n.
.ik:CkT:CT%, kE=1,...,n.
Seule la suite my, k = 1,...,n, est géométrique et les points {k,my}, k =
1,...,n, se situent sur le graphe de la fonction exponentielle d’équation :
_ -1 _ M E_ M1 klog(1+7)
me =m(1+ 7)1 = 1+7)f=——¢""8 .
K i ) 1+ 7'( ) 147

La croissance de my, est donc exponentielle. Par ailleurs, on dit que la décroissance
de i est exponentielle car i = v —my. C’est également le cas de C} que 1'on
peut écrire sous la forme :

(1+7)" (I4+7)"" Hlog(1+7)

e i N s

4.4.3 Prét immobilier

Pour des préts importants, comme un prét immobilier, la loi d’amor-
tissement, due aux remboursements constants, a pour conséquence que les
premieres échéances sont essentiellement consacrées au paiement des intéréts.
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Par suite, le capital restant du diminue lentement. On a ainsi 'impression de
payer plus d’intéréts que nécessaire, ce qui n’est évidemment pas le cas.

Notons My, Ms, ..., Mg, les amortissements annuels d’un prét immobi-
lier, remboursé par mensualités constantes sur K années. Le premier amor-
tissement M; est donné par :

1+7)2-1 Ta Ct,
Mi=mi+me+...4mp=m-————=mj— = —— .

1 1 2 12 1 - 1 1)k —1
Il est facile d’établir que les amortissements annuels My, Mo, ..., M, forment
une suite géométrique de raison (1 + 7,) :

M1 = Magpsr + - -+ Migkyio = (1+72)5[my + ... +mypg) = Mi(1+ 7,)F

Notons que le tableau d’amortissement, a 1’échelle de ’année, n’est pas celui
d’un remboursement annuel a annuités constantes, car les versements an-
nuels, ici égaux a 12v, sont inférieurs a ce que serait 'annuité :

12Ct - Crt,
1l (14T) K T 114K

puisque 127 < 7,.

4.4.4 TIllustrations

Preét a la consommation. On reprend le prét considéré précédemment, en
remplagant la contrainte d’amortissements constants par celle de versements
constants. On calcule tout d’abord le montant du versement (apres avoir
calculé 7) :

. Cr 4500 x 0,01539105508
Tl (1t B 1—(1,0630)7

= 413,5655163 ... ~ 413,57 € .

Le tableau d’amortissement est présenté dans le Tableau 4.3. On peut
construire ce tableau, ligne par ligne, a I'aide des relations iy, = Cy1,my =
v—1y et Cry1 = Cr—my, ou utiliser la loi des amortissements pour la colonne
My, puis 1 = v —my et Criqp = Cr — my. Quelle que soit la méthode utilisée,
on calcule les valeurs sans arrondir, y-compris v, et on affiche les résultats
au centime le plus proche. Ensuite, on modifie les résultats arrondis de facon
a rendre les colonnes cohérentes au centime pres. Pour cela, on ne change
ni le versement v, ni les capitaux C}%. Dans un premier temps, on modifie
my, de sorte a satisfaire Cy,1 = Cy — my. Puis on modifie i pour satisfaire
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H Numéro ‘ Echéance ‘ Capital ‘ Amortissement ‘ Intéréts ‘ Versement H
1] 05/06/06 | 4 500,00 344,31 69,26 413,57
2 1 05/09/06 | 4 155,69 (1) 349,60 (6) 63,97 413,57
3] 05/12/06 | 3 806,09 354,99 58,58 413,57
4| 05/03/07 | 3 451,10 360,45 53,12 413,57
5| 05/06/07 | 3 090,65 (6,00) 365,99 (7) 47,58 413,57
6 | 05/09/07 | 2 724,66 371,63 41,94 413,57
7| 05/12/07 | 2 353,03 377,35 36,22 413,57
8 | 05/03/08 | 1 975,68 383,16 30,41 413,57
9| 05/06/08 | 1592,52 389,06 24,51 413,57
10 | 05/09/08 | 1 203,46 395,04 (2) 18,53 413,57
11 | 05/12/08 808,42 401,12 (4) 12,45 413,57
12 | 05/03/09 407,30 407,30 6,27 413,57
H Total \ \ \ 4 500,00 \ (79) 462,84 \ (79) 4 962,84 H

TaB. 4.3 — Tableau d’amortissement d’un prét a versements constants, 7, =

6,30%

v—1ij = my. Enfin, on modifie le total avec V- =nv et I =V —C'. Les résultats
initiaux (avant cohérence) sont indiqués entre parentheses (derniers chiffres
modifiés) dans le Tableau 4.3. On constate que le cout du crédit est supérieur
de 5 centimes a la valeur exacte (12 x 413,5655163... — 4500 ~ 462, 79).

Prét immobilier. On considere un prét immobilier de 200 000 € | au taux
annuel de 3,70 %, remboursé en 25 ans par mensualités constantes. La men-
sualité est donnée par :

2000001, 037012 — 1]
1 -—1,0370"25

= 1016, 185861 ... ~ 1 016,19 €,

d’ou le montant de ’annuité :
12 x 1016,19 = 12 194,28 € .

Le tableau d’amortissement annuel est donné dans le Tableau 4.4. Il a été
construit en utilisant la loi d’amortissement, My, = My(1 + 7,), a partir
de M; non arrondi, puis Cy1 = Cp — My et I, = 12 194,28 — M;.. On
notera que les modifications de M), puis I, pour assurer la cohérence, sont
tres importantes. Le cotut du crédit est de 104 857 € , au lieu de 104 855,76
(25 x 12 x v — ('), soit 1,24 € de plus. On observe bien, sur cet exemple,
la prépondérance des intéréts sur les amortissements au cours des premieres
années. Il faut pres de 16 ans pour amortir la moitié du capital.
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H Numéro \ Capital \ Amortissement \ Intéréts \ Annuité H
1 | 200 000,00 4 999,67 (56) 7 194,61 [ 12194,28
2 [ 195 000,33 (6) 5 184,65 (57) 7.009,63 | 12194,28
3 [ 189 815,68 5 376,49 (4) 6 817,79 | 12194,28
41184 439,19 5 575,42 (1) 6 618,86 | 12194,28
5 [ 178 863,77 5 781,71 (2) 6 412,57 | 12194,28
6 [ 173 082,06 5 995,63 (0) 6 198,65 | 12194,28
7 | 167 086,43 6 217,47 (76) 5 976,81 | 12194,28
8 [ 160 868,96 (2) 6 447,51 (1) 5746,77 | 12194,28
9 [ 154 421,45 (7) 6 686,08 (16) 5 508,20 | 12194,28

10 | 147 735,37 6 933,46 (77) 5 260,82 | 12194,28
11 | 140 801,91 [ (90,00) 7 189,99 (3) 5004,29 | 12194,28
12 | 133 611,92 7 456,03 (0) 473825 | 12194,28
13 | 126 155,89 7 731,90 (3) 4462,38 | 12194,28
14 | 118 423,99 8 017,98 (25)4 176,30 | 12194,28
15 | 110 406,01 (5) 8 314,64 (59) 3879,64 | 12194,28
16 | 102 091,37 8 622,29 (4) 3571,99 | 1219428
17 | 93 469,08 8 941,31 (2) 3252,97 | 12194,28
18 | 84 527,77 9 272,14 (09) 2 922,14 | 12194,28
19 | 75 255,63 9 615,21 (2) 2579,07 | 12194,28
20 [ 65 640,42 (7) 9 970,98 (26) 2 223,30 | 12194,28
21 [ 55 669,44 [ (90) 10 339,89 (3) 185439 | 12194,28
22 [ 45 329,55 (7) 10 722,48 (76) 1471,80 | 12194,28
23 [ 34 607,07 (1) 11 119,20 (2) 1075,08 | 12194,28
24 [ 23 48787 11 530,62 (1) 663,66 | 12194,28
25 [ 11 957,25 11 957,25 (6,98) 237,03 [ 12 194,28
[ Total | \ 200 000,00 | (5,76) 104 857,00 | 304 857,00 ||

TAB. 4.4 — Tableau d’amortissement annuel d’un prét immobilier, 7, = 3, 70%

4.5 Frais annexes et taux effectif global

D’autres frais viennent parfois s’ajouter au remboursement d’un prét :
amortissement différé, frais de dossier et assurance. Ces derniers sont pris en
compte dans le taux effectif global.

4.5.1 Amortissement différé

[’amortissement proprement dit du prét débute une période (p mois)
avant la premiere échéance, c’est-a-dire a la date ty. En général, entre la
date de remise des fonds, notée t¢, et le point de départ de I’amortissement,
s’écoule un certain temps, appelé période d’amortissement différé (différé
d’amortissement, différé de paiement) pour lequel on paie des intéréts calculés
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au prorata du nombre de jours de cette période (cf. Figure 4.3).

C v v v v
1 | | ! |
ty to t1 tn—1 tn
remise des fonds début d’amortissement
| | |
amortissement  différé amortissement

F1c. 4.3 — Amortissement et amortissement différé

Dans notre premier exemple d’illustration, la date ty est le 5 mars 2006.
En supposant que les fonds ont été versés le 14 février 2006 (date ty), les
intéréts dus au titre de la période d’amortissement différé sont :

21

Iy = 4500 [(1, 0630) 35 — 1} — 16,066075 ~ 16,07 € .

Ces intéréts devraient étre réglés le 5 mars. En fait ils le seront en méme
temps que la premiere échéance, c’est-a-dire le 5 juin, mais augmentés des
intéréts correspondants :

21

I = I(1+7) = 4500 [(1, 0630) 35 — 1} (1,0630)

3

2 = 16,2087...~ 16,21 €.

Le taux d’intérét, pour la période d’amortissement différé, est parfois
différent du taux d’emprunt. Cette période peut étre également volontaire-
ment augmentée, par exemple 2 ans pour certains préts immobiliers, afin de
faciliter I'acces a la propriété. Dans ce cas, 'emprunteur regle, a chaque
échéance, les intéréts constants C'7, puisque le capital restant da ne va-
rie pas. Pour plus d’information sur le sujet, voir par exemple le site :
http ://www.cbanque.com/credit /differe.php

4.5.2 Frais de dossier et assurance

Les frais de dossier s’élevent en général a 1% du montant emprunté avec
un minimun et un maximum suivant les établissements. Certains préts sont
proposés sans frais de dossier. Cependant, une différence a priori faible sur le
taux d’intérét peut s’avérer plus cotuteuse. Considérons un prét de 50 000 €
sur 20 ans, remboursé par mensualités constantes, avec un taux annuel de
3,05% et 500 € de frais de dossier, ou au taux annuel de 3,25%, sans frais de
dossier. Le colit du crédit pour ces deux situations est le suivant :

e Avec frais de dossier

50000 x (1,0305'/*2 — 1)
= 10305 = 277,503... ~ 277,50 €
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I = 20x 12 x 277,50 — 50000 = 16 666 €
Colit = 16666 + 500 = 17 166 €
e Sans frais de dossier

50000 x (1,0325%/12 — 1
_ x (1, ):282,396...:282,40€

1 —1,0325-20
I = 20 x 12 x 282,40 — 50000 = 17 776 €
Coit = 17776 €

Il n’y a pas d’obligation légale pour le consommateur de souscrire une as-
surance emprunteur. Mais la majorité des organismes préteurs n’accordent un
prét au demandeur que s’il peut présenter des garanties en cas de défaillance.
L’emprunteur peut soit s’assurer directement aupres de sa banque, soit choi-
sir son propre assureur. Souscrire aupres de ’assureur de son choix peut se
révéler tres intéressant (surtout pour les jeunes de 25 ans a 45 ans). En ef-
fet, le banquier propose un tarif moyen unique, couvrant toutes les tranches
d’age, qui désavantage beaucoup les personnes jeunes et celles exclues pour
cause de problemes médicaux. En souscrivant une assurance individuelle chez
un assureur, 'emprunteur peut réaliser des économies (qui peuvent atteindre
50%). Aucune loi n’oblige 'emprunteur a souscrire 1’assurance de prét pro-
posée par 'organisme financier aupres duquel il a contracté le crédit. Il n’est
donc pas tenu d’accepter les conditions d’assurance proposées par son ban-
quier qui peut seulement exiger de lui qu’il soit garanti en cas de déces. La
vente liée est, en effet, totalement interdite depuis 1986.

Les frais d’assurance seront prélevés a chaque échéance. Le montant est
un taux fixe appliqué soit au capital emprunté C', soit au capital restant diu
Cy. Prenons I'exemple du prét a la consommation de 4 500 € . En appliquant
un taux de 0,05% au capital emprunté, I’échéance est augmentée de 4500x
0,06% = 2,25 € . On peut vérifier que ceci équivaut a pratiquer un taux
de 6,67%, au lieu de 6,30 %, comme taux d’emprunt (utiliser I'outil ”Valeur
cible” d’Excel).

4.5.3 Taux effectif global

Le tauz effectif global (TEG) est calculé a partir des caractéristiques d’un
pret et incorpore tous les éléments de cout du prét : taux nominal d’intérét
(14), frais de dossier, frais d’hypotheque, timbres fiscaux, etc. et cout de
I’assurance. Le cott de I'assurance n’est pas compris dans le TEG, si vous
souscrivez une assurance aupres d’un organisme tiers, en revanche si c’est la
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banque qui vous fournit un contrat d’assurance collective, alors le TEG est
exprimé cout d’assurance inclus.

Ce taux est obligatoirement indiqué en France, dans toutes les offres et
tous les actes de prét, et ce depuis de nombreuses années.

Le TEG a une autre fonction ; il permet de vérifier qu’en comptant tous
les éléments qui s’ajoutent dans le cout d'un crédit, le taux ne dépasse pas
le taux de 'usure, taux maximum défini par la loi pour chacun des types
de crédits et publié tous les trimestres par la Banque de France. Pour plus
d’informations, voir par exemple le site :
http ://www.guideducredit.com /HTMcorps/Fichiersfinancement /teg.htm

Reprenons 'exemple du prét a la consommation de 4 500 € . Le taux
nominal est 7, = 6,30%, avec une échéance a 413,57 € , sans assurance.
Avec l'assurance de 2,25 € | I’échéance devient 415,82 € |, ce qui porte le
TEG a 6,67%. On ajoute 1% de frais de dossier, soit 45 € . Pour déterminer
le TEG, on imagine que les frais de dossier sont retirés du capital emprunté
C' et on cherche le taux d’intérét annuel conduisant a la méme échéance de
415,82 € | pour un capital de 4 465 € . Le TEG est alors de 7,20% (utiliser
I'outil ”Valeur cible” d’Excel).

Toutes les considérations faites dans ce chapitre sont effectuées hors in-
flation. Il est clair que l'inflation, sur la période de remboursement, a une
incidence sur le cotut réel d'un crédit. Celle-ci n’étant pas connue, il est dif-
ficile de la prendre en compte. Elle I'est cependant, sous forme de prévision,
dans les taux proposés par les organismes bancaires.

En résumé Connaitre les notions liées aux remboursements d’emprunts, es-
sentiellement a versements constants, et savoir effectuer les calculs qui s’y

rattachent (montant des échéance, cott du crédit, tableau d’amortissement,
TEG).
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Chapitre 5

REGRESSION LINEAIRE
SIMPLE : APPROCHE
DESCRIPTIVE

5.1 Introduction

La régression linéaire simple étudie la dépendance, sous forme linéaire,
entre deux grandeurs. L’exemple classique du poids d'un individu en fonction
de sa taille est illustré, sur la Figure 5.1, par un échantillon de 32 étudiants
en distinguant les deux sexes. L’objectif est de prévoir le poids d'un individu
dont on connait la taille.

Ce chapitre est consacré a 'approche descriptive du probleme, les as-
pects décisionnels étant reportés au chapitre suivant. Le premier paragraphe
présente la droite de régression, a travers une illustration. Le coefficient de
corrélation linéaire empirique, ainsi que le coefficient de détermination, qui
permet de mesurer la dépendance linéaire entre les deux grandeurs, font
I'objet du deuxieme paragraphe. Le paragraphe suivant concerne l'analyse
descriptive des résidus. Le chapitre se termine par une mise en garde sur
I'utilisation de la méthode.

5.2 Droite de régression

5.2.1 Illustration

On étudie la vitesse coronarienne Y en fonction du poids X chez les indi-
vidus. Une grande vitesse coronarienne est un indice de bon fonctionnement

49
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90 4 Poids

y = 0.,703x — 54.8

80 o = r =0,55

= [ v =0.335x— 1.3
- = r=0.45
50 B =
=
as
Taille
40
150 155 160 165 170 175 180 185 190 195

Fi1Gc. 5.1 — Régression du poids par rapport a la taille d'un ensemble
d’étudiants

cardiaque. On a mesuré chez n = 18 patients, le poids x; en kg et la vitesse
coronarienne y;,7 = 1,...,n. Les données indiquées dans le Tableau 5.1 sont
représentées sur la Figure 5.2. Ce graphique fait apparaitre une dépendance
linéaire entre les deux variables. Les deux variables sont appréhendées de
facon différente. La variable Y a un caractere incertain alors que X est sup-
posée parfaitement connue. On dit que X est la variable explicative (va-
riable indépendante, variable exogene, régresseur) et que Y est la variable
expliquée (variable dépendante, variable endogene, régressante). L’objectif
est de prévoir une plage de valeurs raisonnable (intervalle de confiance) pour
la vitesse coronarienne d'un individu dont on connait le poids.

7 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18
T; 45 | 48 | 50 | 50 | 52 | 53 | 56 | 58 | 63 | 66 | 66 | 69 | T2 | 74 | 79 | 79 | 84 | 89
Yi 75| 7T | 78 | T7 | 7T | 72 | 72| 72 | 70 | 71 | 69 | 69 | 68 | 66 | 64 | 66 | 62 | 61

TAB. 5.1 — Vitesse coronarienne y; et poids x; de 18 patients
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Résumé numérique, caractéristiques empiriques et premiers résultats
A Daide du résumé numérique,

n = 18; 3z = 1153; Xa? = 76903; Sy = 1266; Xy* = 89508; Sy = 79947,

on calcule les caractéristiques empiriques,

T = 64, L;var(x) = 169,27; 7y = "70,3;var(y) = 25,89; cov(z,y) = —63, 74,

permettant d’obtenir les résultats considérés dans ce chapitre :

Droite de régression y=—0,377x + 94,5
Coefficient de corrélation linéaire r = —0,96
Coefficient de détermination r? = 93%

+ données Linéaire (données) ‘

80

75 A

Vitesse
~
o

65 -

60 T T T T i
40 50 60 70 80 90
Poids

F1G. 5.2 — Vitesse coronarienne en fonction du poids dans 'espace des va-
riables

5.2.2 Les hypotheses du modele

On suppose que les mesures (z;,¥;),7 = 1,...,n sont telles que, pour
chaque individu ¢, la valeur y; est approximativement égale a ax; + b, ou a
et b sont fixés, mais inconnus :

yi=ax; +b+e, 1=1...,n.
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Ainsi, €;,7 = 1,...,n sont des erreurs traduisant cette approximation. Elles
sont de moyenne nulle, du méme ordre de grandeur et indépendantes les unes
des autres, pour tout ensemble d’individus choisis au hasard. Ce point sera
précisé dans 1’étude descriptive des résidus et formalisé au chapitre suivant.
Les valeurs x1, xo, . .., z, constituent le plan d’expérience. Elles peuvent pro-
venir d’observations effectuées au hasard, mais elles sont parfois fixées par
I'expérimentateur. Enfin a et b sont les parametres du modele. Ce sont des
quantités inconnues que ’on cherche a estimer.
L’espace des variables (ici R?) permet de visualiser les observations (z;, y;),1 =
1,...,n dans un systeme d’axes orthogonaux sur lesquels sont mesurées les
variables X et Y (cf. Figure 5.2). L’espace des observations (ici R™) permet
de visualiser les variables sous forme vectorielle (¢f. Figure 5.3). On peut en
effet écrire :

y=azr+bll +e¢,

en considérant les vecteurs :

y:(yl,...,yn)T, m:(:vl,...,xn)T, ]I:(l,...,l)T, 62(81,...,€n)T.

F1c. 5.3 — Espace des observations

Le sous-espace de R™ de dimension 2 engendré par x et 1l est appelé espace
des moyennes. C’est I'espace dans lequel se situe le vecteur ax + bll.
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5.2.3 Estimateurs des moindres carrés

Si le parametre (a,b) était connu, les erreurs ¢; seraient observables et
données par ¢; = y; — ax; — b,2 = 1,...,n. L’estimation de ce parametre
par la méthode des moindres carrés consiste a retenir la valeur de (a, b) pour
laquelle la moyenne des carrés de ces erreurs est minimum. Ainsi la droite
de régression linéaire de y par rapport a x est la droite des moindres carrés,
définie par la minimisation du critere :

n

1 1

Dy/r(a,b) = — Z;[yi —ax; — b = ~ly — ax - bl .
1=

D,/.(a,b) représente la moyenne des carrés des écarts verticaux entre les

points (z;,y;) du nuage et ceux (x;, ax; + b) de mémes abscisses z; situés sur

la droite d’équation y = ax +b. On a :
Dy/.(a,b) = 22a® + b* + 2Tab — 277a — 2yb + 2,

ou :
1 — 1< B I
x2:ﬁi§:1 a?, QQIEZEZI yi, y:ﬁ;:l ZilYi-

D,/.(a,b) est un polynéome du second degré en les variables a et b dont le
graphe est un paraboloide de révolution orienté vers le haut. Le minimum est
réalisé par la solution du systeme d’équations obtenu en annulant les deux
dérivées partielles :

0 —
a—Dy/x(a, b) = 2x%a+ 2xb— 27y =0,
a

%Dy/x(a,b) = 2b+ 2Ta — 2y = 0.

La deuxieme équation montre que la droite cherchée passe par le point moyen
(Z,7) puisqu’elle équivaut a ax + b = 7. Le report de ce résultat dans la
premiere équation conduit a :

var(z)a — cov(x,y) =0,

ou cov(x,y) désigne la covariance empirique entre les variables X et Y :

cov(w, y) = %Z(SE —T)(yi—Y) =TY—T7.
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Ainsi la droite des moindres carrés est définie par :

cov(z, )

y=ar+b, a= b=7— az.

var(x) ’
On peut aussi obtenir ce résultat en introduisant le point moyen (Z,7)
dans 'expression du critere :

n

Dyyala,b) = -3 (s~ 7) — ales — )+ (7~ aF ~ )"

i=1
On effectue ensuite le développement :
D, /:(a,b) = var(y) + a*var(x) — 2acov(z,y) + (¥ — aT — b)*.

Pour a fixé, la valeur de b qui minimise le critere doit annuler le dernier
terme, d’ou la relation, b = y — ax, qui exprime que la droite passe par le
point moyen. Puis D,/ (a,y—aZ) est un polynome du second degré en a dont
I'annulation de la dérivée, 2var(x)a — 2cov(x,y) = 0, donne la condition sur
a. Cette seconde approche établit qu’il s’agit bien d’'un minimum.

On dit que les coefficients,

cov(,y)

G = b=7— ar,

var(x) ’
définissant cette droite sont les estimateurs des moindres carrés. Dans 1'es-
pace des variables, y = ax + b est I’équation de la droite qui minimise la
moyenne des carrés des écarts verticaux. Dans l'espace des observations,
y = axr + bl est la projection orthogonale de l'observation y sur 1’espace
des moyennes. Les composantes y; = ax; + I;,i =1,...,n du vecteur ¢ sont
les valeurs ajustées. Le critere des moindres carrés est donc justifié par les
hypotheses faites sur les erreurs €;,7 = 1,...,n. Les propriétés statistiques
de l'estimateur (a, I;) seront étudiées dans le chapitre suivant.

5.3 Coefficient de corrélation linéaire empi-
rique

La variance empirique de Y se décompose sous la forme :

n n

R > 1 R s
var(y) = - Z(yz —-7)° = o Z(yz —ax; — b)* + - Z(sz’ +b—7)>
i=1 i=1 =1
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Ce résultat peut étre vérifié directement. Il correspond, dans 'espace des
observations, a la relation :

y=yl=-9o@-y0) = |y =ly gl +Ilg -y,
utilisant 'orthogonalité des vecteurs (y — g) et (g —gll) (théoreme de pytha-
gore). Le premier terme de cette décomposition, d’ailleurs égal a la valeur
minimum D, /,(a, l;) du critere, mesure la dispersion des points autour de
la droite alors que le second mesure la dispersion des points de mémes abs-
cisses situés sur la droite. En introduisant le coefficient de corrélation linéaire
empirique,

r =

cov(x,y) _ Ly (i —T) (Y — 1)
Vovar(z)y/var(y) \/%Z (z; —T) \/ S (i —7)?

cette décomposition s’écrit
var(y) = (1 — rHvar(y) + r*var(y).

Ainsi r2, appelé coefficient de détermination, représente la part de variance
(empirique) de Y expliquée par la régréssion linéaire de y sur z. On a
évidemment 0 < r2 < 1 et les variables sont dites non linéairement corrélées
lorsque r? = 0. A I'opposé, 1'égalité r? = 1 équivaut & ce que les points soient
alignés (les variables sont linéairement liées, y; = ax; + l;,i =1,...,n). On
remarque que r est symétrique par rapport aux deux variables, mais les deux
droites de régression (y par rapport & x et x par rapport a y) sont distinctes,
sauf si 72 = 1. Notons enfin que r représente la pente de la droite exprimée
en fonction des variables centrées et réduites :

A —7 T —T
y=ar+b <& LA — )
var(y) var(x)

Pour l'illustration concernant la vitesse coronarienne, on obtient r = —0, 96

et 72 = 93%. Il s’agit d’'une tres forte corrélation. Cela est cohérent avec
la proximité des points a la droite. Pour fixer les ordres de grandeur, on
considere que la corrélation est faible, moyenne ou forte lorsque le module
de r est inférieur a 0,5, compris entre 0,5 et 0,7 ou supérieur a 0,7. La part
r? de variance expliquée est alors inférieure a 25%, comprise entre 25% et
50% ou plus grande que 50%. Lorsque r? dépasse 80% (|r| > 0,9), on peut
parler de treés forte corrélation. Cependant r? peut étre trés voisin de 1 sans
pour autant que le modele linéaire soit justifié. Nous illustrerons ce point en
fin de chapitre. Dans 'exemple introductif, la corrélation entre le poids et la
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taille est faible puisque r est de 'ordre de 0,5. La faible taille de I’échantillon
ne permet pas d’apprécier a sa juste valeur la dépendance entre ces deux
variables. Cependant, il est peu vraisemblable que la corrélation obtenue sur
un échantillon plus important soit tres forte. En fait, la corrélation entre le
poids et la taille sera tres forte si I’'on considere le ”poids moyen” en fonction
de la "taille moyenne”.

5.4 Analyse descriptive des résidus

Les erreurs estimées par &, = y; — 9,1 = 1,...,n sont appelées résidus.
Ils sont empiriquement centrés par construction,

n

%zn:éi:%Z(yi—daji—i)):g—dw—i):@.
=1

=1

Mais la représentation des €; en fonction des x; peut révéler que le modele est
mauvais. Cette représentation traduit la disposition des points autour de la
droite. On doit alors constater que cette disposition résulte du hasard. Plus
exactement, il faut rejeter toute situation dans laquelle la disposition des
points autour de la droite aurait un aspect structuré. La Figure 5.4 donne
quelques exemples simples de situations structurées pour lesquelles les hy-
potheses du modele linéaire ne sont certainement pas satisfaites.

Dans le méme esprit, on peut considérer la représentation des résidus
g€; en fonction des valeurs ajustées, y; = ax; + Z;, pour mettre en évidence,
par exemple, une dispersion des résidus dépendante du niveau de la grandeur
étudiée. On observe ainsi que les résidus sont sensiblement plus élevés lorsque
la vitesse coronarienne est importante (cf. Tableau 5.2 et Figure 5.5). Dans le
cas de la régression simple, cette représentation n’ajoute rien a la précédente
(changement d’échelle). Elle est par contre trés utile en régression linéaire
multiple.

7 || 60,9 62,8 64,7 64,7 66,6 67,3 685 69,6 69,6
& || 0,06 -08 -071 129 -0,59 0,66 053 1,40 -0,60
G || 70,7 72,6 734 745 74,9 756 756 164 775
& || 0,73 -061 -1,37 -2,50 2,13 237 1,37 0,62 -251

TAB. 5.2 — Valeurs ajustées et résidus pour la vitesse coronarienne
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A

B B

F1G. 5.4 — Exemples de données structurées

5.5 Remarque

L’exemple qui suit illustre une situation ou la régression est un non-sens
que les arguments statistiques de nature mathématique ne peuvent déceler.
Le Tableau 5.3 indique, pour les années 1924 a 1937 en Grande Bretagne,
le nombre relatif & 10 000 habitants de certificats de déficience mentale (va-
riable V'), le nombre, en millions, de licences de récepteurs radio (variable
X), ainsi que le prénom du Président des Etats Unis de I'époque (la variable
Z est le nombre de lettres) (c¢f. Montgomery & Peck, page 37).

Résumé numérique, caractéristiques empiriques et résultats

n = 14: $a — 65, 262: Xa? — 385, 193966; Ty — 208: Xy? — 3490; Say — T9947.
T = 4,662;var(x) = 5,783607; 7 = 14, 9; var(y) = 28, 55; cov(z,y) = 12, 7481.
Yz = 96; ¥z = 668; Yzy = 1485;Z = 6,9; var(z) = 0,69; cov(z,y) = 4, 19.
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Réssidus
o
o

Valeurs ajustées

Fiac. 5.5 — Résidus en fonction des valeurs ajustées pour la vitesse corona-
rienne

Année | Déficience Y | Radio X | Prénom Z
1924 8 1,350 Calvin 6
1925 8 1,960 Calvin 6
1926 9 2,270 Calvin 6
1927 10 | 2,483 Calvin 6
1928 11| 2,730 Calvin 6
1929 11| 3,091 Calvin 6
1930 12 | 3,647 Herbert 7
1931 16 4,620 Herbert 7
1932 18 5,497 Herbert 7
1933 19| 6,260 Herbert 7
1934 20 7,012 Franklin 8
1935 21 7,618 Franklin 8
1936 22 | 8,131 Franklin 8
1937 23 8,593 Franklin 8

TAB. 5.3 — Exemple de non-sens

Droites de régression y=2,20r+4,6 y=26,0z—26,6
Coefficients de corrélation linéaire 15, = 0,992 T2y = 0,94
Coefficients de détermination 2, = 98,4% r2, = 89%
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+ données Linéaire (données)‘

25

20 A

15 A

Déficience

10 A

Licence

Fi1G. 5.6 — Déficience mentale en fonction des licences radio

+ données Linéaire (données)‘

30

25

A

20 A

Déficience

15 A

10 A

R

5 6 7 8 9
Nombre de lettres du prénom

F1G. 5.7 — Déficience mentale en fonction du prénom du président

On considere la régression linéaire du nombre de déficients mentaux en
fonction du nombre de licences radio, puis en fonction du nombre de lettres
du prénom du Président. Dans les deux cas, le coefficient de détermination
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est tres élevé et les points sont bien répartis autour de la droite (cf. Figures
5.6 et 5.7). On imagine facilement le type de conclusion erronée que I’'on pour-
rait faire dans la premiere situation. La deuxieme renforce ’absurdité de ce
type d’étude. Ce phénomene se produira chaque fois que deux variables, sans
aucun lien a priori, sont tres fortement linéairement corrélées a une méme
troisieme variable externe (ici I’année).

Fonctions d’Fxcel. Nous indiquons ici les fonctions d’Excel relatives a la
régression linéaire, avec les notations introduites dans le chapitre. Si x et
y représentent le jeu de données, alors :

o 7= MOYENNE(z)
var(x) = VAR.P(x)
cov(z,y) = COVARIANCE(z;y)

a
b = ORDONNEE.ORIGINE(y; )

r = COEFFICIENT.CORRELATION((y; z)

e 2 = COEFFICIENT.DETERMINATION (y; )

Notons aussi que ce logiciel permet de représenter le nuage de points et
de faire figurer la droite de régression (tendance).

En résumé. On retiendra le principe des moindres carrés, les expressions de
la droite de régression, y = ax + ZA), et du coefficient de corrélation linéaire
empirique 7, Uinterprétation du coefficient de détermination 72 et 1'utilité de
la représentation des résidus é;,2 =1,...,n.



Chapitre 6

REGRESSION LINEAIRE
SIMPLE : APPROCHE
INDUCTIVE

6.1 Introduction

Ce chapitre permet d’aller plus loin dans I’étude d’une régression linéaire,
en se placant dans le cadre d’un modele probabiliste. Nous pouvons ainsi
préciser les propriétés des estimateurs et faire de 'inférence statistique : va-
lidation du modele et de la dépendance entre les deux variables, intervalle de
confiance pour la prévision. Le chapitre se termine par I’étude de la régression
linéaire a ’aide du logiciel de statistique R.

6.2 Le modele probabiliste

Il est nécessaire de rappeler la notion de loi normale pour présenter ce
modele.

6.2.1 Loi normale

On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi normale (ou gaussienne) de
moyenne m et de variance o2, ce que l'on note X ~ AN(m,a?), lorsque sa
fonction densité est donnée par :

o 1 (z —m)?
f(x,m,a)—f(x)—maexp{—T‘z}, reR (o0>0).

On montre en effet que l'on a :

61
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e moyenne ou espérance mathématique : E(X) = [7_xf(x)dr =m,

e variance : Var(X) = E{(X — E(X)]*} = [*_(z — m)*f(z)dz = o2

La fonction densité est symétrique par rapport a la moyenne m. L’aire sous
la courbe est toujours égale a 1, mais la “cloche” est plus ou moins “pointue”
selon la valeur de 2. Ceci est illustré par la Figure 6.1. Théoriquement X
prend ses valeurs dans lintervalle | — oo, +00[, mais les résultats suivants
montrent que, pratiquement, X varie entre m — 30 et m + 30 (o est appelé
écart-type) :

e Plm—o <X <m+o0)=0,6826,

o Plm—20 <X <m+20)=0,9544,

e P(m—30 <X <m+ 30)=0,9973.

S(x)

N (10:4)

F1G. 6.1 — Densités de lois normales

La fonction de répartition,
F(:U;m;a):F(x):P{Xga:):/ f(u)du, =z €R,

n’a pas d’expression analytique. Les calculs de probabilités sont effectués a
'aide de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite N'(0,1),
notée P, et de la relation
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provenant de X = m + o7, ou T ~ N(0,1). En effet, la fonction ® est
tabulée et figure dans les calculatrices ou logiciels adaptés. La relation entre
® et la fonction densité de la loi N'(0, 1) est illustrée par les Figures 6.2 et 6.3.

Le logiciel Excel propose les fonctions suivantes (avec les notations ci-
dessus) :

o f(x;m;0) =LOLNORMALE(x; m;c;FAUX), x€R

e F'(z;m;0) =LOLNORMALE(z; m;0;VRAI), z€R

o '"(a;m;0) =LOLNORMALE.INVERSE(a;m;0), 0<a<1

e ®(z) =LOLNORMALE.STANDARD(z), « € R

e d7!(a) =LOLNORMALE.STANDARD.INVERSE(a), 0<a <1

Signalons deux résultats utiles, le premier étant inclus dans la relation
entre X et 1" ci-dessus.

e X ~N(m;o*), e R = Y =XX ~N(Am;\0?)

o X ~ N(mx;0%) et Y ~ N(my;o?) indépendantes =
Z=X+Y ~N(mx +my;o% +o})

6.2.2 Le modele

Le modeéle probabiliste consiste a considérer que les données vy, . . ., y, sont
les observations de variables aléatoires Y7, ...,Y, satisfaisant :

Yi=ax; +b+e, i=1,...,n, & :iidN(0,c%).

De facon précise, les erreurs 4, . . . , €, sont des variables aléatoires indépendan-
tes et identiquement distribuées (i.i.d.) de loi normale, centrée, et de variance

o? (N(0,0%)) :
E(g;) =0, Var(e) =E(F) =0 i=1,...,n.

Il s’en suit que les variables aléatoires Y7, . .., Y, sont également indépendantes,
de loi normale, de méme variance o2, mais de moyennes distinctes données
par :

EY;) =az;+b, i=1,...,n.
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f)

Fi1G. 6.2 — Densité de la loi normale centrée réduite

. D(-v)

F1G. 6.3 — Fonction de répartition de la loi normale centrée réduite
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6.3 Propriétés des estimateurs

6.3.1 Biais et variance

Les estimateurs a et b sont des combinaisons linéaires des variables Y;, 7 =

1,...,n:
R cov(z,Y) 1 - B
= == [ Y%a
¢ var(x) n var(x) ;(x 7)
. — 1 U
b = Voaz=—" > (@ —70,)Y,
n var(x)

i=1

En utilisant la linéarité de 1'espérance E, on montre que l'on a :

E(a) =a, E(b) =0b.
On dit que ces estimateurs sont sans biais, car ils reproduisent, en moyenne,
les valeurs qu’ils sont censé estimer. Le calcul des variances repose aussi sur
la linéarité de 'espérance, en tenant compte du fait que les variables Y; sont
non correlées :

2

o o2

Var(a) = Var(h) =

nvar(x)’ nvar(x)

Ces estimateurs sont les meilleurs au sens ou ce sont ceux dont la variance
est minimum parmi tous les estimateurs sans biais obtenus par combinaisons
linéaires des variables Y;,i = 1,...,n (propriété de Gauss-Markov).

On montre enfin que a et b sont également des variables aléatoires de loi
normale. Ceci repose sur I'indépendance et la loi normale des variables Y;.

6.3.2 Estimateur de la variance de ’erreur

On a constaté que les variances de a et b sont proportionnelles a la variance
o? des erreurs ¢;. Il est nécessaire d’estimer ce nouveau parametre. On montre

que
n n

&QZniQZéfzniQZ(Yi—fwi—B)Z

=1 =1

est un estimateur sans biais de o2 : E(6%) = 0. Notons que si a et b étaient
connus, on disposerait des erreurs €; = Y; —ax; —b,i = 1,...,n qui satisfont :

E (% zief) =0’
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Pour obtenir I’estimateur sans biais de o2, on a remplacé, dans 1’expression
ci-dessus, les erreurs ¢; par les résidus é; = Y; —ax; —b qui ont nécessité 1'esti-
mation de 2 parametres. Ce manque d’information est compensé en divisant
par n — 2 au lieu de n, ce qui a pour effet d’augmenter le résultat. Dans le

meéme esprit, la variable
n

> (5

suit la loi du chi-deux a n degrés de liberté. On montre que la variable

()

=1

suit la loi du chi-deux a (n — 2) degrés de liberté et est indépendante de a et
b. Ceci est au centre des résultats du paragraphe suivant.

6.4 Inférence statistique

L’objectif est de décider, au vu de a et 13, si les vraies valeurs inconnues
a et b sont différentes de zéro. Si c’est le cas pour a, cela signifie que la
dépendance linéaire entre Y et x est pertinente. Dans le cas de b, cela permet
éventuellement d’utiliser un modele dans lequel la droite passe par 1'origine
(situation plutot rare). Une étude des résidus é; est également souhaitable.
Apres étre ainsi rassuré sur la validité du modele, celui-ci est utilisé pour
prédire, sous forme d’un intervalle de confiance, la valeur ¥ d’un individu
pour lequel x est connu. Tout ceci repose sur la loi de Student.

6.4.1 Loi du chi-deux

La loi du chi-deuz & 1 degré de liberté, notée x?, est la loi de T? lorsque
T suit la loi N'(0;1). La loi du chi-deux a n degrés de liberté, notée x2, est
la loi de la somme de n variables indépendantes de loi x3. Pour une variable
Z de loi x2, on montre que E(Z) = n et Var(Z) = 2n. La fonction densité
est donnée par (cf. Figure 6.4) :

1 A

= == |3 I, zeR™
1) = 5rm72) (2) €%z

La fonction gamma I'(-) est une fonction spéciale satisfaisant I'(z+1) = zI'(z)

et I'(n+ 1) = nl. La loi du chi-deux ne sera pas directement utilisée ici. Elle

sert en fait a définir la loi de Student.
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\/5
z 0
14 16 18

F1G. 6.4 — Densités de lois du chi-deux pour n = 1,2, 3,4, 5,10 et 15

6.4.2 Loi de Student

F1G. 6.5 — Densités de lois de Student pour n =1,2,5 et 10
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La loi de Student a n degrés de liberté, notée S,, est la loi du quotient
d’une variable N'(0, 1) par la racine carrée d’une variable x2, préalablement
divisée par ses degrés de liberté, les deux variables étant de plus indépendantes :

T

T ~ N(0,1) indépendante de Z,, ~ x> = S, = 7 ~S,.
n/n

La fonction densité est donnée par :

T (ntl 2\ — "3+
fs"(s):—F(ﬂ()Q\/Z_w(lJr%) . seR.

Cette fonction est symétrique par rapport a ’origine. Son graphe est analogue
a celui de la loi A/(0,1). Tl devient moins “plat” lorsqque n augmente et tend
a se confondre avec celui de la loi N'(0,1) (¢f. Figure 6.5). La moyenne et la
variance de S,, n’existent pas pour les premieres valeurs de n :

E(S,) =0pourn >1, Var(S,) = LQ pour n > 2.
n —

La fonction de répartition est également tabulée et donnée par les calcula-
trices et logiciels adaptés. Pour n = 1, la loi est aussi appelée loi de Cauchy.

Le logiciel Excel propose les fonctions suivantes :

e LOLSTUDENT.INVERSE(c;n) = )4
e LOLSTUDENT (t.0:1;2) =

e LOLSTUDENT (tp.0;n;1) = /2

ot P(|Sy| > tna) = a.

6.4.3 Estimateurs studentisés et p-valeurs

L’idée est d’apprécier les observations de a et b dans une échelle univer-
selle, c’est-a-dire indépendante des échelles de mesure des variables Y et x.
En utilisant les résultats précédents, on a :

a—a . w n—2 :w&—a ~ S8, .
N T

Ainsi, si a = 0, la variable a° définie par

s /nvar(x),

a® = ———=a,

~

g
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suit la loi de Student & (n—2) degrés de liberté. Son comportement ne dépend
plus des données du probleme, mais uniquement du nombre n d’observations.
On dit que a° est la version studentisée de a. En notant a2, la valeur observée
de la variable a°, la probabilité

P( ds > &fbs|) =2 (1 - FSn—z ( dfbs’)) 3
ou Fs, , désigne la fonction de répartition de la loi S,,_9, est la p-valeur

associée a a5, .. Elle représente la probabilité que |a°|, qui évalue a en un

certain sens, s’éloigne de zéro d’au moins |a5,,| alors que a est nul. Si cette
p-valeur est tres faible, il est naturel de dire que I'hypothese “a = 0” n’est
pas réaliste. C’est le principe du test de I’hypothese Hy : “a = 07 contre
I'alternative H; : “a # 07. La réegle de décision d’un tel test est la suivante :
— si |a®] > ¢, on rejette Hy (on décide Hy),
— si |a®] < ¢, on accepte Hy,
ou la valeur critique c est associée a un choix de « par :

S‘,

P(la°| > cla=0)=a & c=F5" (1-a/2).

La quantité « est la probabilité de rejeter a tort Hy. Clest le risque de
premiere espeéce fixé par Iexpérimentateur (en général on prend a = 5%).
C’est aussi le niveau de signification du test qui, de facon générale, est le
maximum du risque de premiere espece. Le risque de deuzrieme espéece est la
probabilité de rejeter a tort Hy, ou encore d’accepter a tort Hy. Il dépend de
a, mais aussi de o. Son maximum est ici égal a 1 — «, car a peut étre tres
proche de zéro sans étre nul. Cependant, lorsque a s’éloigne de zéro, ce risque
diminue.

Plutot que de déterminer la valeur critique ¢ en fonction du niveau de si-
gnification «, il suffit de comparer la p-valeur a a : on rejette Hy lorsque la
p-valeur est inférieure a «. Notons qu’une p-valeur tres faible rassure sur le
fait que a est vraiment différent de zéro. Par contre, une p-valeur proche de
un ne renforce pas le fait que a soit nul, bien que I'on accepte cette hypothese.

On détermine de la méme maniere la version studentisée de b et la p-valeur

associée :
) =2 (i)

- n var(x)

hdos
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Illustration

Les résultats concernant la vitesse coronarienne sont présentés dans le
Tableau 6.1. I'erreur standard d’un estimateur est 1’estimation de son écart-
type. La version studentisée est donc le rapport entre I’estimation et 1'erreur
standard associée. Les calculs utilisent les résultats intermédiaires suivants :

n

D &7 =33,9692...; 67 =2,1230...; & =1,4570....

i=1
Notons que Y | &7 peut étre obtenu par » ., &7 = n (1 — r*)var(y), sans
arrondir r2. Les p-valeurs montrent que a et b sont non nuls sans aucune

Parametre | Estimation Erreur standard | Studentisation p-valeur
Pente a a=—0,3766 | 6(a) =0,0264 | a5, = —14,2651 | 1,6FE — 10
Ordonnée b | b= 94,4536 | 6(b) = 1,7254 | bS,, = 54,7435 | 1,2E —19

TAB. 6.1 — Inférence statistique pour la vitesse coronarienne

ambiguité.
Sous Excel, I'écart-type estimé ¢ est donné par :

& = ERREUR.TYPE(y; )

6.4.4 Résidus standardisés

Les résidus &;,7 = 1,...,n sont également des variables gaussiennes,
comme combinaisons linéaires des variables Y;,7 = 1,...,n. On montre qu’ils
, AN . . .. . 1 n A
sont centrés, E(¢;) = 0, mais aussi de facon empirique, puisque = > " | &; = 0.
Ils sont corrélés entre eux et satisfont :

2 2
. o T — 1T ,
Var(é;) = — [n—l—g i=1,...,n.

n
On appelle résidus standardisés (ou résidus studentisés, bien que &; ne soit
pas indépendant de 62), notés &7, les variables normalisées par 'estimation
de I’écart-type,
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La variable & suit approximativement la loi S,,_». La comparaison de |7 |
avec ty,_o.4 = F‘;L{Q(l —a/2),i =1,...,n, permet éventuellement de rejeter
le modele. On peut représenter les résidus standardisés en fonction des va-
leurs ajustées, en faisant figurer la bande délimitée par les seuils £¢,_o.,. 11
ne s’agit pas d’une véritable bande de confiance. Cependant, si le nombre de
points au dehors de cette bande est largement supérieur a na, le modele doit
étre rejeté.

INlustration

Les résidus et leur version standardisée pour la vitesse coronarienne sont
donnés dans le Tableau 6.2. La Figure 6.6 montre que les résidus standardisés
se situent bien a 'intérieur de la “bande de confiance”.

i1 2 3 4 5 6 7 8 9
g l-25 06 24 14 21 25 -14 -06 -07
&g1-19 05 1,7 1,0 15 -18 -1,0 -04 -05
i | 10 11 12 13 14 15 16 17 18
& 14 -06 05 07 -06 -07 13 -08 -25
&1 10 -04 04 05 -04 05 10 -06 0,0

TAB. 6.2 — Résidus et résidus standardisés pour la vitesse coronarienne

Réssidus
o
o

Valeurs ajustées

FIG. 6.6 — Résidus standardisés en fonction des valeurs ajustées; t,_2., = 2,1
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6.4.5 Prévision

Lorsque le modele est validé, il peut étre utilisé pour faire une prévision.
On considere un nouvel individu pour lequel la variable explicative x est
connue et égale a xg. Il est naturel de lui prévoir la valeur gy = axy + b pour
la variable expliquée Y. La vraie valeur Y} satisfait

}/():axo—f—b—'_g(b 50NN(0702)7

ou &g est une erreur indépendante des variables Y;,¢ = 1,...,n et donc de
a,b et 62. La statistique Yy = aao+b est un estimateur sans blals de E(Yp) =
axo + b, mais aussi de la valeur inconnue Yy (car la meilleure prévision de &
est 0). On montre que :

21 n 2 2 )2

- o= . (xr;—=x o To— T
Var(YO):—”Z“l( i — o) - — {1+M} '
n n

var(x) var(x)

Il est nécessaire de tenir compte de la variance de l'erreur ey pour définir
I'intervalle de confiance, appelé ici intervalle de prévision. Sous I'’hypothese
gaussienne, la variable Yy — Y, est normale, centrée, et sa variance est donnée
par :

2

Var(Yy — Yy) = Var(Yy) + Var(Yy) = % {n +1+ %] .

L’intervalle de prévision, avec une confiance de (1 — ), est alors :

(zo —T)?

]C(YO;1_Q):d:c0+?)itn_2;a%\/n+l+ var(x)

ol t,_2., désigne le quantile d’ordre 1 — a/2 : P{|S,—2| > t,—24} = a. La
quantité (1 — «) est la probabilité que cet intervalle aléatoire contienne la
valeur inconnue Yj :

330—_)2
Yy — Y <tp—2.a 1 =1—-a.
{| 0— o| 2: \/—\/n-i— + — UCLT‘(:E) } a

Notons que 'amplitude de cet intervalle est minimum lorsque xy = 7.

Illustration

Pour un individu de poids xy = 65kg, on prévoit une vitesse coronarienne
de :
Jo = azo + b= —0,377 X 65 + 94,5 = 69,995 ~ 70, 0.
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L’intervalle de prévision & 95% est :

1,5 (65 — 64,1)?
70,02 1—4 /18 +1+— 2 =70,04£3.2=1066.8:73.2|.
) ’m\/++169,27 03,2 =166,8,73,2]

Sous Excel, la prévision est réalisée par :
g0 = PREVISION(zg; y; )
Cette fonction permet également de déterminer les valeurs ajustées :

U; = PREVISION(z;; y; x)

6.5 Régression linéaire sous R

Le logiciel R est un logiciel de statistique gratuit accessible sur le site :
http ://cran.cict.fr/ . Une documentation en frangais est accessible a :
http ://cran.r-project.org/doc/contrib /Paradis-rdebuts_fr.pdf
http ://math.univ-lillel.fr/ philippe/Anne-Philippe-cours-R.pdf

Nous ne prétendons pas assurer ici une formation a R. Nous indiquons
simplement les commandes minimales pour réaliser une régression linéaire et
exploiter les résultats. Pour cela, nous reprenons l'illustration concernant la
vitesse coronarienne en fonction du poids.

6.5.1 Aspects numériques

e Enregistrement des données dans les vecteurs x et y
> x <-¢(45,48,50,50,52,53,56,58,63,66,66,69,72,74,79,79,84,89)
>y <-¢(75,77,78,77,77,72,72,72,70,71,69,69,68,66,64,66,62,61)

e Création de l'objet "vitcor” par la fonction lm(-) (linear model)
> vitcor<-lm(y ~ x)

Cet objet contient toutes les informations liées a la régression linéaire de y
sur . Nous donnons ci-apres les commandes utiles, immédiatement suivies
des réponses de R.

e Lecture des valeurs de a et b
> vitcor
Call :
Im(formula = y ~ x)
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Coeflicients :
(Intercept) X
94.4536 -0.3766

e Bilan de statistique inductive
> summary(vitcor)
Call :
Im(formula = y ~ x)

Residuals :
Min 1Q Median 3Q Max
-2.5087 -0.7246 -0.2646 1.1351 2.3740
Coeflicients :
Estimate Std. Error t value Pr(> |[t])
(Intercept)  94.4536 1.7254  54.74 < 2e-16 FF*
X -0.3765 0.0264 -14.27 1.62e-10 ***

Signif. codes : 0 “*** 0.001 “**" 0.01 “*** 0.05 ‘> 0.1 ** 1

Residual standard error : 1.457 on 16 degrees of freedom
Multiple R-Squared : 0.9271, Adjusted R-squared : 0.9225
F-statistic : 203.5 on 1 and 16 DF, p-value : 1.619e-10

On reconnait, dans ce bilan, la plupart des éléments définis précédemment.
La rubrique ” Coefficients” donne I'inférence sur les parametres a et b indiquée
dans le Tableau 6.1. On a ¢ = 1,457, avec 16 degrés de liberté pour la loi
de Student de (n — 2)6%/0?, et r* = 0,9271. La valeur 0,9225 du 72 ajusté
ne concerne pas ce cours. Les résultats de " F-statistic” concernent le test de
Fisher qui sera présenté au chapitre suivant. Ce test équivaut ici au test de
Student pour '’hypothése a = 0 (203,5 ~ (—14,27)?). En ce qui concerne les
résidus £;, la rubrique ”Residuals” fournit quelques informations : minimum,
maximum, 1" et 3¢ quartiles, ainsi que la médiane. En fait, il est possible de
disposer de I’ensemble des valeurs des résidus avec la commande,

> vitcor$residuals

qui affiche :
1 2 3 4 5 6
-2.50874282  0.62091348  2.37401769 1.37401769  2.12712189 -2.49632601
7 8 9 10 11 12
-1.36666971 -0.61356550 -0.73080500 1.39885131 -0.60114869  0.52850761
13 14 15 16 17 18

0.65816392 -0.58873188 -0.70597137 1.29402863 -0.82321087  0.05954964
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ou, sous forme arrondie :

> round(vitcor$residuals,?2)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
-2.51 062 237 137 213 -250 -1.37 -0.61 -0.73 140 -0.60 0.53
13 14 15 16 17 18
0.66 -0.59 -0.71 1.29 -0.82 0.06
L’acces direct aux différents résultats est possible. Notons par exemple I’équivalence

des commandes suivantes :

>round(vitcor$coef[2],3) >round(vitcor$coef[’'x"],3)
X
-0.377
e Valeurs ajustées 1;,7 = 1,...,n arrondies

> round(fitted(vitcor),1)
1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12
75 764 756 756 749 745 734 726 707 69.6 69.6 68.5
13 14 15 16 17 18
67.3 66.6 64.7 64.7 62.8 60.9

e Prévision g et intervalle de prévision arrondi
> predict(vitcor,data.frame(x=65))
[1] 69.9777

> round(predict(vitcor, data.frame(x=65),interval="prediction”),1)
fit  Iwr upr
1,] 70 668 73.2

Citons aussi trois commandes utiles :

e Liste des objets disponibles dans la session

> 1Is()
[1] ”VitCOI‘” ”X” 77y77

e Parametres associés a un objet
> names(vitcor)

[1]  7coefficients” "residuals” ”effects” "rank” "fitted.values”
6]  "assign” 7qr” "df.residual”  "xlevels”  7call”
[11] 7terms” "model”

e Autres parametres
> names(summary(vitcor))
[1] 7call” ”terms” "residuals” "coefficients”  7sigma”
6] 7df”  7r.squared” ”adj.r.squared” fstatistic” ”cov.unscaled”

En particulier, on reconnait ¢ accessible par :
> summary(vitcor)$sigma
[1] 1.457078
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6.5.2 Aspects graphiques

Le logiciel R propose de nombreux résultats sous forme graphique.

e Représentation du nuage de points avec la droite de régression associée (cf.
Figure 6.7)

> plot(x,y,main=""Vitesse coronarienne en fonction du poids”, xlab="poids”,
ylab="vitesse”)
> abline(vitcor)

Vitesse coronarienne en fonction du poids

vitesse

poids

Fi1G. 6.7 — Nuage de points et droite de régression sous R

e Représentation des résidus en fonction des valeurs ajustées (cf. Figure 6.8)
> plot(vitcor$fitted.values,vitcor$residuals,main="Résidus en fonction
des valeurs ajustées” xlab="valeurs ajustées” ylab="résidus”)

e Représentations diverses liées a I'inférence statistique du modele linéaire
> par(mfrow=c(2,2))
> plot(vitcor)
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résidus

Résidus en fonction des valeurs ajustées

T T T
65 70 75

valeurs ajustées

FiG. 6.8 — Résidus versus valeurs ajustées sous R

La Figure 6.9 présente quatre graphiques :
— Le premier (Residuals vs Fitted) donne les résidus en fonction des va-

leurs ajustées. Il correspond a la représentation de la Figure 6.8 déja
effectuée directement.

Le second (Normal Q-Q plot) représente les quantiles empiriques des
résidus standardisés &7 en fonction des quantiles théoriques de la loi
N(0;1). C’est un test graphique concernant I’hypothese faite sur les
erreurs &;. Les points doivent sembler alignés sur la diagonale principale
du rectangle.

Le troisieme (Scale-Location plot) est le graphe des points (g;, \/§ ), 1=
1,...,n. Il permet de détecter les "points douteux”, ici ceux associés
aux indices 1, 3 et 6. Notons que ces points ne sortent pas de la ”bande
de confiance” dans la Figure 6.6.

Le dernier (Cook’s distance plot) mesure 'influence de chaque point
sur les parametres de la droite de régression : plus la distance de Cook
est importante, plus le point est influent, c¢’est-a-dire que sa suppression
dans le jeu de données modifie de facon sensible la position de la droite.
On retrouve les points d’indice 1, 3 et 6. Notons que ces point sont
également signalés sur les deux premiers graphes.
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Remarque L’acces aux valeurs des résidus standardisés est possible en char-
geant préalablement la librairie MASS par la commande “library(MASS)”.
Les résidus sont alors donnés par la commande “stdres(vitcor)”.

Residuals vs Fitted Normal Q-Q plot

‘Standardized residuals

Cook's distance

uuuuuuuuu

F1G. 6.9 — Inférence statistique du modele linéaire sous R

En résumé On retiendra comment les versions studentisées des résidus,
celles des estimateurs des parametres de la tendance et les p-valeurs associées
permettent de justifier I'utilisation du modele a des fins de prévision, qui peut
alors étre exprimée sous forme d’un intervalle de confiance. On doit également
étre capable de réaliser une régression linéaire simple sous R et d’exploiter
les résultats disponibles.



Chapitre 7

REGRESSION LINEAIRE
MULTIPLE

7.1 Introduction

La régression linéaire multiple est une extension naturelle de la régression
linéaire simple faisant appel a plusieurs variables explicatives. La conséquence
fondamentale est que I'expression des différents résultats (estimateurs, va-
leurs ajustées, résidus, ...) nécessite le recours au calcul matriciel. Cepen-
dant, nous ne détaillerons pas cet aspect qui se cache derriere les résultats
numériques fournis par le logiciel R. En effet, ce logiciel permet la mise en
ceuvre de la méthode et I'interprétation des résultats de facon tres semblable
a ce qui a été présenté dans le cadre de la régression linéaire simple. Le cha-
pitre se présente donc comme le traitement d’'un exemple avec le logiciel R
pour lequel nous donnerons, sans justification, la symbolique des écritures
matricielles.

7.2 Les hypotheses du modele

7.2.1 Illustration

On étudie le salaire d’enseignants-chercheurs américains, dans les années
70, en fonction de leur ancienneté et de leur mérite. Les données, ainsi que
les valeurs ajustées et les résidus, sont présentées dans le Tableau 7.1. La
variable expliquée Y est le salaire annuel en centaines de dollars. Les variables
explicatives X et Xy sont respectivement ’ancienneté, exprimée en nombre
d’années apres la these, et le mérite mesuré par le nombre de publications.

79
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Indice | Salaire Y | Ancienneté X, | Mérite X5 | Valeur ajustée Y | Résidu é
{ Y; i Tio Y, €;
1 381 17 15 297 84
2 195 14 7 271 -76
3 208 2 10 223 -15
4 351 24 8 317 34
5 146 8 10 249 -103
6 275 9 13 259 16
7 229 4 6 225 4
8 192 5 6 230 -38
9 227 4 7 227 0
10 247 12 8 264 -17
11 238 5 3 225 13
12 340 5 7 231 109
13 205 4 5 224 -19
14 238 3 4 218 20
15 181 7 7 240 -59
16 268 20 6 296 -28
17 273 3 3 216 57
18 255 7 5 237 18
19 250 13 5 263 -13
20 302 20 16 312 -10
21 271 13 12 275 -4
22 337 24 19 335 2
23 148 3 2 214 -66
24 293 15 12 284 9
25 301 5 1 222 79

TAB. 7.1 — Données, valeurs ajustées et résidus des salaires d’enseignants-
chercheurs

7.2.2 Notations

On écrit le modele sous la forme,

P
Y;:90+‘91$i1+92$i2+5i:90+Zejxij+5ia 1=1,...,n,
j=1

ou les erreurs g; sont des variables aléatoires indépendantes, de loi normale
centrée et de variance o2 et p = 2 est le nombre de variables explicatives.



7.2. LES HYPOTHESES DU MODELE 81

Cela signifie que les observations y; sont celles de variables aléatoires Y;
indépendantes, de loi normale de moyenne 6y + 61x;1 + 22,5 et de variance
o?. On peut résumer ces écritures sous forme vectorielle :

Yi 1 11 12 &1
Y; = Oy | 1 |+ | za | +02| 2 | + | &
_Yn_ _]-_ L Tn1 L Tn2 | €n

1] [ T1j T [ €1 ]
» .
= 00 1 +29] Tij -+ Ei s
Jj=1 :
L 1 i L xnj i | €n |

symbolisée par :

p
Y:90H+91X1+82X2+€:90H+29ij+8.

i=1
L’étape suivante est I’écriture matricielle :
Y1 I z11 w12 €1
: Do : 0o :
Yi = L my w O | + | &
) . . 0y X
_Yn_ _1 Tn1 Tp2 | | En
L0 11 - Tip €1
0o
0
= Tio Ty ottt Tip St E |
Op
| Tno Tp1 - -- .l’np | L €n |
symbolisée par :
Y = X0 +e¢,

ou l'on a posé Xy = 1. La matrice X, de dimension n x (p + 1), est appelée
plan d’expérience, Y, de dimension n est le vecteur des observations, 6, de
dimension (p + 1), est le vecteur des parametres et €, de dimension n, est le
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vecteur d’erreur.

Les hypotheses probabilistes se formalisent comme suit. E(¢) = 0, ou 0
désigne ici le vecteur nul de dimension n, indique que les composantes ¢; de
e sont centrées, E(g;) = 0,i = 1,...,n. Var(e) = 0*I,, ol I, est la matrice
identité d’ordre n,

01 --- 0
[n: . .. . 5

est la matrice de variance-covariance du vecteur aléatoire €. Les termes dia-
gonaux, égaux a o2, traduisent Var(e;) = 0,4 = 1,...,n et les termes hors
diagonale, égaux a 0, indiquent que la covariance entre deux composantes dis-
tinctes est nulle, Cov(e;, ) = 0sii # k. Enfin, les variables ¢; étant normales
et indépendantes, on dit que le vecteur aléatoire € est normal, ou gaussien, de
moyenne nulle et de matrice de variance-covariance o1, ce que 1’'on résume
par € ~ N(0,021,). Selon le méme formalisme, on a Y ~ N (X0, 0%I,) et en
particulier E(Y) = X6.

7.3 Estimateur des moindres carrés

7.3.1 Critere des moindres carrés

Le critéere des moindres carrés s’écrit :

1 & 1
DY/X(Q) = E Z[Y; — 0y — 0141 — 9213z‘2]2 = 5 HY — 0ol — 0, X, — 52X2H2
i=1

2 2

p
1
Y — 6ol =) 6;X; = E||Y—X9||2.

J=1

j=0

S|

1
n

Il n’est pas possible de visualiser ce critere dans I'espace des variables. Par
contre, on retrouve la symbolique de 1’espace des observations sur la Fi-
gure 7.1. Le parametre 6 étant inconnu, il en est de méme du vecteur E(Y') =
X0. On sait cependant que ce vecteur se situe dans 'espace des moyennes
M(X), c’est-a-dire qu’il est une combinaison linéaire des colonnes de la ma-
trice X. Le critere des moindres carrés consiste a retenir, parmi tous ces
vecteurs, celui qui est le plus proche de Y, il s’agit du vecteur Y = X6,
projection orthogonale de Y sur M(X). Il se caractérise par le fait que la
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différence £ =Y — Y =Y — X6 est orthogonale aux colonnes de X :

X[Y —X0)=0 « 'XX0='XY < 0=("XX)''XY.

Fiag. 7.1 — Principe des moindres carrés dans 1’espace des observations

0 est 'estimateur des moindres carrés de 0, les valeurs ajustées sont les
composantes de Y = X0 et & est le vecteur des résidus. La représentation
des résidus en fonction des valeurs ajustées, ¢’est-a-dire des points (7;, &;),i =
1,...,n, permet de déceler une éventuelle anomalie dans le modele : résidus
structurés, points aberrants, ...

7.3.2 Illustration

La mise en ceuvre, sous R, de la régression linéaire multiple s’effectue sans
difficulté.

e Enregistrement des données dans les vecteurs y, x1 et x2
>y < ¢(381,195,208,351,146,275,229,192,227,247,238,340,205,238,181,268,
273,255,250,302,271,337,148,293,301)
> x1 <-¢(17,14,2,24,8,9,4,5,4,12,5,5,4,3,7,20,3,7,13,20,13,24,3,15,5)
> x2 <-¢(15,7,10,8,10,13,6,6,7,8,3,7,5,4,7,6,3,5,5,16,12,19,2/12 1)
e Création de 'objet ”salaire” par la fonction lm(-)
> salaire<-lm(y ~ x1+x2)
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e Lecture des valeurs de 50, él et ég

> salaire

Call :

Im(formula = y ~ z1 + 22)

Coefficients :

(Intercept) x1 x2
197.812 4.417 1.619

L’équation de la régression s’écrit : y = 198 4+ 4, 42x; + 1, 62z5.

Valeurs ajustées Y arrondies
> round(fitted(salaire))
1 2 3..(cf Tableau 7.1)
297 271 223 ...

Résidus ¢ arrondis
> round(salaire$residuals)
1 2 3. (cf Tableau 7.1)
84 -76 -15 ...

Représentation des résidus en fonction des valeurs ajustées (cf. Figure 7.2)
> plot(salaire$fitted.values salaire$residuals,main="Résidus en fonction
des valeurs ajustées” xlab="valeurs ajustées” ylab="résidus”)

Bilan de statistique inductive (c¢f. Section 7.4)
> summary(salaire)
Call :

Im(formula = y ~ x1 + x2)

Residuals :
Min 1Q Median 3Q Max
-103.3452 -18.5784  0.1827 18.1694 108.7653
Coefficients :
Estimate Std. Error t value Pr(> |t])
(Intercept)  197.812 21.435  9.228 < 5.1e-09 ***
x1 4.417 1.995 2214 0.0375 *
x2 1.619 3.042  0.532 0.5998

Signif. codes : 0 “***7 0.001 “**" 0.01 “** 0.05 > 0.1 * * 1

Residual standard error : 51.6 on 22 degrees of freedom
Multiple R-Squared : 0.343, Adjusted R-squared : 0.2832
F-statistic : 5.742 on 2 and 22 DF, p-value : 0.009851
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Résidus en fonction des valeurs ajustées

50 100
1 1

résidus

-100

T T T T T T
220 240 260 280 300 320

valeurs ajustées

FiG. 7.2 — Résidus versus valeurs ajustées pour les salaires

7.4 Compléments statistiques

Nous donnons ci-dessous quelques explications sur les résultats statis-
tiques fournis par le logiciel R.

7.4.1 Coefficient de corrélation linéaire multiple

Comme en régression linéaire simple, la variance empirique de Y se décompose
sous la forme :

1 & B 1 & X e, . _
var(y) =~ > (i =9 =~ > (i —0)* + -~ > (5 —9)",
i=1 i=1 i=1
ou y; = éo + élx“ + égl’ig,’i =1,...,n. Ce résultat correspond, dans I’espace

des observations, a la relation :
y—gl=@u-9e@-y0) = |ly—g0l*=|ly—gl*+Ig -y},

utilisant I'orthogonalité des vecteurs (y —g) et (§ —y1l) (théoréme de pytha-
gore). Notons que la moyenne empirique 7 de Y est égale a celle de Y :

@I%;sz%;yz (car %Zzléizo).
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Le premier terme de cette décomposition est égal a la valeur minimum

~

Dy/x(0) du critere. En introduisant le coefficient de corrélation linéaire mul-
tiple,

R o9 i (4 =9 — )
Veareer @) A5 - fE S G- 9
cette décomposition s’écrit

var(y) = (1 — R*)var(y) + R*var(y).

Notons que R est toujours positif et correspond a |r| en régression linéaire
simple. Il satisfait 0 < R < 1 et son carré R?, appelé coefficient de détermina-
tion, représente la part de variance de Y expliquée par la liaison linéaire entre
Y et les variables explicatives Xi,..., X,.

Dans notre illustration, on a R? = 0,343 = 34, 3% et R = 0, 586, tradui-
sant une corrélation moyenne.

7.4.2 Estimateur de la variance de ’erreur

L’estimateur 62 de la variance o2 des erreurs &; est donné par :

- I

1 €
) ~2
n—(p—l—l)z:Z n—(p+1)

i=1
C’est un estimateur sans biais, E(6?) = o2, et la variable aléatoire

[n—(p+Dje* _ [E|P

)
o o2

suit la loi du chi-deux a n— (p+1) degrés de liberté. Elle est indépendante de
0 et permet donc de construire les versions studentisées de ses composantes.

Dans notre illustration, ona ¢ =51,6 et n —(p+1) =25 —(2+1) =22
degrés de liberté.

7.4.3 Estimateurs studentisés et p-valeurs

L’estimateur 0 de 6 est sans biais, E(é) = 0, ce qui signifie que cela
est vrai pour chaque composante : E(f;) = 0;,7 = 0,...,p. La matrice de
variance-covariance de 6, donnée par

Var(d) = c*('X X)),
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permet de construire les versions studentisées des estimateurs. Notant 12, v?,

.., 3, les éléments diagonaux de la matrice ("X X)~", on a Var(éj) = 0%V3.
L'estimateur 6, suit la loi A (0;;0°v3) et est indépendant de 2. Selon la

construction habituelle, la variable

~

0;

O'I/j

AS

Y

est la version studentisée de éj. Lorsque 6; = 0, cette variable suit la loi de
Student a n — (p + 1) degrés de liberté et la probabilité,
P(|ef| > |9ﬁobs|) - 2(1 - an—(p-&-l)(’e}s:obsD)ﬂ

est la p-valeur associée a I’observation, notée 63 . . de éf . Rappelons que cette

j,0bs?
p-valeur représente la probabilité que 95-9 , qui évalue 60, s’éloigne de zéro d’au
moins [0 ,,| alors que 6; = 0. L’estimation &(6;) = Gv; de I'écart-type ov;

de éj est appelée erreur standard de éj.

TNlustration

La commande ”summary(salaire)” de R fournit les valeurs observées de
éj,&(éj),éf , ainsi que les p-valeurs associées. Elles sont rappelées dans le
Tableau 7.2. La constante est tres significativement différente de zéro (p-
valeur = 5x 107Y). La dépendance par rapport a ’ancienneté est significative
au niveau 5% (0,0375 < 0,05), par contre, elle ne l'est pas par rapport au

mérite (p-valeur = 0,5998).

Parameétre Estimation Erreur standard | Studentisation | p-valeur
constante : 8y | 0p = 197,812 | 6(0y) = 21,435 anbs =9,228 | 5,1F—0,9
ancienneté : 0 | 01 = 4,417 G(01) = 1,995 Ofobs) =2,214 | 0,0375
mérite : 6 0y = 1,619 G(02) = 3,042 025,0175 =0,532 | 0,5998

TaB. 7.2 — Inférence statistique pour le salaire des enseignants-chercheurs

Paramétre FEstimation Erreur standard | Studentisation | p-valeur
constante : 6y | Oy = 203,832 | 6(0p) = 17,923 | 05 ,. =11,37 | 6,4F — 11
ancienneté : 01 | 6; = 5,102 4(61) = 1,501 07 1.) = 3,40 | 0,00246

TAB. 7.3 — Inférence statistique pour le salaire en fonction de I’ancienneté
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On considere alors la régression linéaire simple du salaire par rapport a
I’ancienneté. Les résultats sont reportés dans le Tableau 7.3 et la Figure 7.3.
Le coefficient de détermination diminue peu : r? = 0,3345 < R? = 0,343. 11
est donc raisonnable de ne conserver que l'ancienneté comme variable expli-
cative.

Salaire en fonction de I'ancienneté

350
1

300

salaire

250

200
1

150
1

ancienneté

Fia. 7.3 — Régression du salaire en fonction de 'ancienneté

7.4.4 Résidus standardisés

Les résidus standardisés £ sont obtenus, selon le principe habituel, en

divisant les résidus &; par leur écart-type estimé. Pour cela, il est nécessaire
de connaitre la matrice de variance-covariance du vecteur aléatoire £. On
introduit la matrice chapeau, H = X (!X X)~! tX qui traduit la projection
orthogonale de Y sur M(X) au sens ot ¥ = X8 = HY. On a alors

=Y -Y=Y—-HY = (I, - HY, Var(é) =o*(I,— H).
En notant h;; les éléments diagonaux de H, on a Var(é;) = o?(1 — hy;) et

g2 = ,

YoVl = hy
Le logiciel R ne donne pas acces, de fagon directe, aux résidus standardisés
(utilisation de la librairie MASS). Par contre, il fournit la représentation

N &q .
f=——— i=1,...,n
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graphique des points (4;, /€7),i = 1,...,n (¢f. Figure 7.5). De facon ap-
proximative, £ suit la loi de Student & n — (p+ 1) degrés de liberté. On peut

utiliser ’égalité

P (\/ |é§q >/ tn(pH);a) = P(|éf| > tn*(erl);a) =1-aq,

Sn_(p+1)(1 — «/2), pour apprécier 'ordre de grandeur des

résidus. Notons que sous R, le quantile ¢, _(,41),o est donné par ¢, 11y, =
at(l —a/2,n— (p+1)).

Pour l'illustration, avec o = 5%, on a qt(0.975,22)=2.073873 et 1/2.073873 =
1,44. Parmi les "points douteux” signalés sur le graphe de la Figure 7.5
(indices 1, 5 et 12), seuls ceux d’indice 5 et 12 sont clairement au dela de
1,44.

ou lp—(pt1)a = F,

7.4.5 Test de Fisher

Le test de Fisher est un test global permettant de décider si la variable
expliquée Y dépend de fagon significative de I’ensemble des variables explica-
tives X1, Xo, ..., X, (hors la constante Xj). L’hypothese nulle Hy se traduit
par 0; = 0y = ... = 0, = 0 et I'alternative H; signifie donc qu’au moins I'un
des 6; est non nul. Le principe du test consiste & comparer 62 avec un autre
estimateur 62 de o2 qui, sous Hy, est également sans biais et indépendant
de 6% (le rapport devrait alors étre proche de 1) alors que, sous Hy, cet
estimateur tend & étre trop grand, car E(67) > o2

Loi de Fisher

Le test nécessite d’'introduire la loi de Fisher. C’est la loi du rapport de
deux chi-deux indépendants, divisés par leurs degrés de liberté :

X/n
2 2 7
X ~x;, et Y ~ x,, indépendants = 2 = Y/—m ~ Fom
ou F,m désigne la loi de Fisher a n et m degrés de liberté. La fonction
densité,

(=)
rE)rg)
est représentée sur la Figure 7.4 pour quelques valeurs des parametres n et
m. On établit les résultats suivants :

frm(2) = n"2m™/? P 4 pz) "2 S,

om? )
B(Z)= " sim =2, Var(Z) == (mi;)g”(m Speime
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Densites de lois de Fisher-Snedecor

= n=1:m=1

n=2:m=9
—_— — =n=9:m=1

n=9:m=9

—_—n=14:m=16

|| s

Fi1Gc. 7.4 — Exemples de densités de la loi de Fisher

Construction du test

Sous ’hypothese nulle Hy, le modele s’écrit :

Y =00l +¢, e~N(OI;0%L,).

L’estimateu}" des moindres carrés de 6, est éo =Y. 1l est sans biais, E(éo) =
0o, et Var(6y) = 0*/(n — 1). L’estimateur sans biais de o2 est

1 < - Y — Y12 ol1?

. n—1 n—1’
=1
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et (n—1)63 /0% suit laloi x2_;. Cependant, cet estimateur n’est pas indépendant
de 62 car [|£y]|* > ||€]|*. Par contre,

sz MG =2l _ IV =YI|* _ ISl —[I4]?
2 _ — -

p p p

bl

est aussi un estimateur sans biais de 02, si Hy est vraie. Dans ce cas, p3/o?
suit la loi x? et est indépendant de 6%, Ainsi, la statistique,

o 8 _n= D) EP — [l
5 v BE

Y

suit la loi F}, ,,—(p41) si Hy est vraie. Pour un niveau de signification o donné,
on rejettera donc I'hypothese nulle lorsque la valeur observée F,,s de F' est
supérieure a fpn—(p1)0 = Fp_ﬁ_(p +1)(1 —a), olt F,,_(,+1) désigne la fonction
de répartition de la loi F, ;,_(p+1), ce qui équivaut a constater que la p-valeur

associée a I, est inférieure a o.

Notons que les relations
18]1> = (1 — R)nvar(Y), ||él]* = n var(y)

montrent que 'on a :
n—(p+1) R?

F .
D 1—R?

Illustration

Les résultats concernant le test de Fisher sont donnés par R dans ”sum-
mary (salaire)” : Fps = 5,742 avec 22 degrés de liberté, p-valeur = 0,009851.
La dépendance est donc significative au niveau 1% (0,009851<0,01).

7.5 Compléments graphiques sous R

Les représentations graphiques, liées a l'inférence statistique du modele
linéaire, sont obtenues par :
> par(mfrow=c(2,2))

> plot(salaire)

La Figure 7.5 présente quatre graphes :
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— Le premier (Residuals vs Fitted) donne les résidus en fonction des va-
leurs ajustées. Il correspond a la représentation de la Figure 7.2 déja
effectuée directement.

— Le second (Normal Q-Q plot) représente les quantiles empiriques des
résidus standardisés €7 en fonction des quantiles théoriques de la loi
N(0;1). C’est un test graphique concernant ’hypotheése faite sur les
erreurs g;. Les points doivent sembler alignés sur la diagonale principale
du rectangle.

— Le troisieme (Scale-Location plot) est le graphe des points (g;, \/§ )1 =
1,...,n. Il permet de détecter les "points douteux”, ici ceux associés
aux indices 1, 5 et 12.

— Le dernier (Cook’s distance plot) mesure I'influence de chaque point sur
les parametres de la régression : plus la distance de Cook est impor-
tante, plus le point est influent, c¢’est-a-dire que sa suppression dans le
jeu de données modifie de fagon sensible les parametres de la régression.
On retrouve les points d’indice 1 et 5, mais pas 12. Par contre, le point
d’indice 25 est signalé.

7.6 Prévision

7.6.1 Principe

Pour de nouvelles valeurs x; des variables explicatives X, la variable Yj
satisfait :

Yo:00+01$01+...,+9pxop+80, EQNN(O;O'Q).
Sous forme vectorielle, on écrit :

t

t t
}/0 = x0.9+507 o, = (1ax017'-'7$0p>'

La prévision Yy de Yy est naturellement donnée par :
Yo = éo + élmm + ..., +épx0p = txo_é
C’est une variable normale, indépendante de Yy, avec :
E(Yy) = E(Yy) = ‘a0, Var(Yy) = o2 tue (X X)) a..
Ainsi, ’écart Yy — Yy est une variable normale, centrée et de variance :
Var(Yy — Yo) = o?[1 + tao ("X X) o).
Elle est indépendante de 62, d’ot 'intervalle de confiance :

I0(Yg; 1 —a) =Yy £ty pr1)ad /1 + trg ((XX) 1,

avec le quantile ¢, _(p41),0 = ng(pﬂ)(l —a/2).
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Residuals vs Fitted Normal Q-Q plot
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Fi1G. 7.5 — Inférence statistique sous R pour les salaires

7.6.2 Illustration

On considere un enseignant-chercheur ayant 10 ans d’ancienneté et 5 pu-
blications. La prévision du salaire, avec son intervalle de confiance a 95%

sont obtenus par :
— round(predict(salaire,data.frame(x1=10,x2=5))) : 250 $

— round(predict(salaire,data.frame(x1=10,x2=5),interval="prediction”)) :

[139: 361]

En résumé On retiendra le principe de la régression linéaire multiple, sa
mise en ceuvre sous R, avec exploitation et interprétation des résultats.
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Chapitre 8

GENERALITES

8.1 Introduction

Une série chronologique est constituée de l’ensemble des observations
d’une grandeur effectuées a intervalles réguliers au cours du temps. Les
exemples dans le monde économique et social sont donc nombreux : inflation,
cours boursiers, chomage, productions, exportations, natalité, immigration,
scolarisation, logement, etc. Ces grandeurs sont souvent mesurées a l’aide
d’indices ou de taux publiés dans des revues spécialisées. Les exemples ne
manquent pas non plus a I'intérieur méme de 'entreprise, qu’elle soit a ca-
ractere industriel, commercial ou de services : chiffre d’affaires, stocks, ventes,
prix, vie d’un produit, clientele, etc. La plupart des disciplines scientifiques
sont amenées a traiter des données temporelles : astronomie, météorologie,
biologie, médecine, physique, etc.

La spécificité de I'analyse d’une série chronologique, qui la distingue
d’autres analyses statistiques, est précisément dans I'importance accordée a
I'ordre dans lequel sont effectuées les observations. Les méthodes statistiques
classiques demandent souvent que les variables étudiées soient indépendantes
et observées plusieurs fois (échantillon). Pour une série chronologique, la
dépendance temporelle entre les variables constitue la source principale d’in-
formation. Celle-ci peut étre entierement contenue dans la valeur moyenne
des variables, qui sont alors supposées indépendantes. Cependant ’ordre de-
meure essentiel, car cette moyenne représente I'évolution lente du phénomene
(tendance) a laquelle s’ajoute parfois un effet périodique (mouvement sai-
sonnier). Les contraintes sur la fonction moyenne sont nécessaires car chaque
variable n’est observée qu'une seule fois.

97
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Certaines données historiques célebres sont utilisées par de nombreux au-
teurs afin de comparer les différentes approches dans l’analyse d’une série
chronologique. C’est en particulier le cas de l'activité solaire depuis 1700
jusqu’a nos jours (cf. Figures 8.1 et 8.2), I'indice annuel du prix du blé en
Europe de 1500 a 1869 construit par Beveridge (¢f. Figure 8.3) et le nombre
mensuel de passagers aériens internationaux aux Etats Unis de 1949 a 1960
(cf. Figure 8.4). On a également représenté un bruit blanc gaussien de va-
riance unité (cf. Figure 8.5), c’est-a-dire une suite de variables aléatoires
gaussiennes, centrées, de variance 1 et indépendantes. La marche aléatoire,
obtenue en cumulant les valeurs de ce bruit, prend 'aspect d'un phénomene
naturel (cf. Figure 8.6) alors qu’elle résulte uniquement du hasard.

On note y1,ys, ..., yr la séquence temporelle des données constituant la
série chronologique étudiée. Sauf exception, il s’agira toujours d’une suite de
valeurs numériques réelles. Ces valeurs sont considérées comme les observa-
tions d’une suite de variables aléatoires,

}/t:g(t)—f‘gt, tzl,...,T7

dont la moyenne ¢(t) = E(Y;) représente a elle seule la partie structurée de la
grandeur observée. La séquence des erreurs €1, €9, ..., est donc une suite
de variables aléatoires centrées, non corrélées et de méme variance o2 :

E(e) =0, Couv(ey,es) = E(ges) = 020y, s,t=1,...,T,

ou d;s = 1 si s =t,0 sinon, est le symbole de Kronecker. Cette hypothese est
en effet suffisante dans la mesure ou les méthodes utilisées ne font intervenir
que les deux premiers moments des variables, ce qui est souvent le cas en
séries chronologiques. On ajoutera I’hypothese gaussienne pour la construc-
tion d’intervalles de confiance ou de tests.

Ces hypotheses sont cependant encore trop générales pour espérer la
moindre inférence statistique, sauf a estimer g(t) par Y;, puisque la moyenne
se situe dans le méme espace RT que les observations. On introduit alors des
contraintes sur la fonction g(t). Celles-ci peuvent étre de nature paramétrique
et se traduisent par I'appartenance de g(t),t = 1,...,T a un sous espace vec-
toriel de RT. C’est le cadre de la régression lindaire. La description de ce
sous espace permet de séparer la tendance des aspects périodiques dans la
moyenne ¢(t). L’approche non paramétrique consiste a lisser les observations,
le plus souvent par le biais de moyennes mobiles, de fagon a éliminer la partie
résiduelle ;. Elle permet également de dégager les deux composantes de g(t).
Les deux approches peuvent étre utilisées de facon complémentaire sur une
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F1G. 8.1 — Nombre annuel de taches solaires selon Wolf de 1700 a 1924
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Fiac. 8.3 — Indice annuel du prix du blé en Europe selon Beveridge de 1500
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meéme série, on parle de méthodes semi-paramétriques.

La suite de ce premier chapitre précise les différentes notions évoquées
jusqu’ici : temps, tendance, effet saisonnier, composante résiduelle. Elle in-
dique les premieres démarches a effectuer sur une série brute avant de passer
aux analyses statistiques développées dans les chapitres suivants. Le second
chapitre est consacré aux méthodes basées sur la régression linéaire (modele
de Buys-Ballot). 11 permet d’aborder, dans un cadre paramétrique, 1’esti-
mation de la tendance sous forme linéaire en présence ou non d’'un effet
saisonnier conduisant ainsi a des méthodes de prévision simples. Le dernier
chapitre présente des méthodes de lissage (moyennes arithmétiques). La ten-
dance et 'effet saisonnier sont estimés de fagon non paramétrique par le biais
de moyennes mobiles. L’objectif est de construire la série CVS (Corrigée des
Variations Saisonnieres), sans idée de prévision.

Le paragraphe suivant précise le role du temps dans la structure de
la série. Les représentations graphiques mentionnées au second paragraphe
constituent la premiere forme d’analyse destinée a éviter les erreurs grossieres.
Les composantes d'une série, tendance, effet saisonnier et erreurs ainsi que
leur mode d’interaction font l'objet du dernier paragraphe.

8.2 Le temps

8.2.1 Définition d’une série chronologique

On appelle série chronologique (série temporelle, chronique) une suite
d’observations numériques d'une grandeur effectuées a intervalles réguliers
au cours du temps.

L’échelle de mesure et la variabilité de la grandeur sont telles que celle-
ci sera toujours représentée par une variable continue a valeurs réelles. Le
nombre mensuel de passagers aériens internationaux aux Etats Unis de 1949
a 1960, exprimé en milliers, varie entre 104 et 622 (c¢f. Figure 8.4). En général
I'unité est choisie de sorte que la variable s’exprime avec 2 ou 3 chiffres si-
gnificatifs.

La fréquence des observations peut étre journaliere, hebdomadaire, men-
suelle, trimestrielle, annuelle ou autre. Dans bien des situations économiques,
un effet saisonnier lié a une période connue est pressenti. Une chronique jour-
naliere sera observée pendant plusieurs semaines avec une périodicité de 5,
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6 ou 7 jours selon le cas; pour une chronique mensuelle (resp. trimestrielle)
observée sur plusieurs années, la période est égale & 12 (resp. 4). Par la suite
nous utiliserons systématiquement 1’exemple mensuel dans nos commentaires.

La variable mesurée peut étre I’état d'une grandeur a l'instant de mesure,
on parle de niveau ou stock, ou le bilan d’une activité au cours de la derniere
période écoulée a cet instant et on dit qu’il s’agit d’un fluxz. En météorologie la
température est un niveau et la pluviométrie est un flux, de plus les relevés
se font a heure fixe au cours du temps. En économie, l'indice des prix a
la consommation est un niveau et le taux d’inflation correspondant est un
flux; dans ce cas I'indice fait référence au mois bien qu’il résulte de mesures
pouvant étre tres étalées dans le temps. En finance un cours boursier est
souvent considéré comme évoluant contintiment, bien qu’on utilise sa valeur
en ouverture de séance durant cing jours par semaine pour déterminer les
rentabilités journalieres puis hebdomadaires ou mensuelles par sommation.
L’analyse de ces trois séries, issues d'une méme grandeur, est complémentaire
et pas nécessairement redondante.

8.2.2 Quelques précautions élémentaires

Quel que soit le type de variable étudié, on s’assurera de respecter les
points suivants.

Régularité des observations

Elle est parfaite dans le cas de certains relevés météorologiques, mais
c’est déja moins vrai pour beaucoup de variables économiques ou financieres,
puisque les mois ne comportent pas le méme nombre de jours, en particulier
de jours ouvrables. Une correction par simple proportionnalité peut étre en-
visagée mais elle change la signification concrete des valeurs manipulées. En
fait de légeres entorses a la regle sont prises en compte dans la composante
résiduelle ou dans la composante périodique lorsqu’elles sont systématiques
(février, jours fériés de mai,...). Par contre une période de greve nécessite plus
de précautions.

Stabilité des structures conditionnant le phénomene étudié

La plupart des chroniques étudiées concernent des grandeurs économiques
et les techniques d’analyse cherchent a déterminer 1’évolution lente du phéno-
mene ainsi que ses variations saisonniéres (pour une meilleure compréhension
ou a des fins de prévision). Cela suppose une certaine stabilité qui, lorsqu’elle
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n’est pas vérifiée, peut étre obtenue en décomposant la chronique observée en
plusieurs chroniques successives (empiriquement a l’aide d'une représentation
graphique ou a partir de la connaissance des modifications de I’environnement
économique).

Permanence de la définition de la grandeur étudiée

Cette condition, qui parait évidente, n’est parfois pas respectée. C’est en
particulier le cas de certains indices économiques (changement du mode de
calcul de l'indice).

Aspect périodique d’une partie de la grandeur observée

Cette condition est indispensable dans 1'usage des techniques cherchant
a déterminer des variations saisonnieres. Elle suppose comparable deux ob-
servations relatives au méme mois de deux années différentes. Elle n’exclut
pas 'existence d’une évolution lente. Elle indique qu'une part du phénomene
(la composante saisonniere) se répete de fagon plus ou moins identique d’une
année a l'autre. Dans ce cas il est souvent commode d’indexer la chronique a
I'aide de deux indices : y;; représente I'observation du j¢ mois de la ¢ année,
et les données sont listées dans une table a double entrée.

8.2.3 Illustration

L’indice mensuel des prix a la consommation (INSEE) de 1970 a 1978 est
donné dans le Tableau 8.1, le Tableau 8.2 indique le taux d’inflation corres-
pondant et les graphes associés sont reproduits dans les Figures 8.7 et 8.8(cf.
[GMO0]).

Pour la période considérée, 'indice est de base 100 en juillet 1970. La méthode
de calcul de cet indice est modifiée périodiquement pour tenir compte des
changements de mode de consommation. Il est cependant préférable de main-
tenir durablement la définition de la grandeur étudiée plutot que de 'adapter
systématiquement aux modifications de I’environnement car alors la série n’a
plus aucun sens. On remarque que 'indice [, et le taux, 7, = (I; — I;_1)/I;_1,
sont deux grandeurs qui se comportent tres différemment bien que liées fonc-
tionnellement. On distingue deux grandes périodes pour la variation de l'in-
dice : le changement intervient a la fin de 'année 1973 et correspond a la
premiere augmentation brutale du prix du pétrole. L’'indice traduit I’évolution
a moyen terme des prix. Cependant il est courant de considérer le taux d’in-
flation annuel, calculé sur les 12 derniers mois, pour mesurer cette évolution.
Celle-ci fait apparaitre quatre périodes : une croissance moyenne jusqu’a la
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fin 1973, une forte croissance suivie d’une forte décroissance au cours des
années 1974 et 1975 et une stabilité pour les années 1976 a 1978. La va-
riation du taux d’inflation mensuel s’analyse différemment : on retrouve la
croissance moyenne jusqu’a la fin 1973 ou intervient une rupture, les années
1974 et 1975 se manifestent par une forte décroissance et la période de sta-
bilité des années 1976 & 1978 est inchangée. L’analyse figurant dans [GM90)]
est différente : une période stable jusqu’au mois d’octobre 1973 avec un taux
voisin de 0,4%, une croissance forte jusqu’au milieu de 'année 1974 suivie
d’une décroissance pour atteindre une nouvelle période de stabilité a partir
de 1976 avec un taux proche de 0,7%.

mois janv fév mars avr mai juin juil [ aout sept oct nov déc
J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

année | 1
1970 1 97,9 98,2 98,5 99,0 99,4 99,8 100,0 | 100,4 | 100,8 | 101,2 | 101,6 | 101,9
1971 2 102,5 | 103,0 | 103,4 | 104,0 | 104,7 | 105,1 | 105,6 | 106,0 | 106,5 | 107,1 | 107,5 | 108,0
1972 3 108,3 | 108,9 | 109,4 | 109,8 | 110,4 | 111,0 | 111,9 | 112,5 | 113,2 | 114,2 | 114,9 | 115,56
1973 4 1155 | 1158 | 116,4 | 117,2 | 118,3 | 119,2 | 120,2 | 121,0 | 122,1 | 123,4 | 124,5 | 125,3
1974 5 127,4 | 129,1 | 130,6 | 132,7 | 134,3 | 135,8 | 137,5 | 138,6 | 140,1 | 141,8 | 143,1 | 144,3
1975 6 145,9 | 147,0 | 148,2 | 149,5 | 150,6 | 151,7 | 152,8 | 153,8 | 155,1 | 156,3 | 157,3 | 158,2
1976 7 159,9 | 161,0 | 162,4 | 163,8 | 164,9 | 165,6 | 167,2 | 168,44 | 170,2 | 171,8 | 173,2 | 173,8
1977 8 174,3 | 175,5 | 177,1 | 179,4 | 181,1 | 182,5 | 184,1 | 185,1 | 186,7 | 188,2 | 188,9 | 189,4
1978 9 190,3 | 191,7 | 193,4 | 195,56 | 197,4 | 198,9 | 201,5 | 202,5 | 203,8 | 205,7 | 206,8 | 207,8

TAB. 8.1 — Indice mensuel des prix a la consommation, base 100 en juillet
1970, de 1970 a 1978

mois || janv | fév mars | avr mai | juin | juil | aoGt | sept | oct nov déc
7 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

année %
1970 1 0,31 | 0,31 | 0,51 | 0,40 | 0,40 | 0,20 | 0,40 | 0,40 | 0,40 | 0,40 | 0,30
1971 2 0,59 | 0,49 | 0,39 | 0,58 | 0,67 | 0,38 | 0,48 | 0,38 | 0,47 | 0,56 | 0,37 | 0,47
1972 3 0,28 | 0,55 | 0,46 | 0,37 | 0,55 | 0,54 | 0,81 | 0,54 | 0,62 | 0,88 | 061 | 0,52
1973 4 0,00 | 0,26 | 0,52 | 0,69 | 0,94 | 0,76 | 0,84 | 0,67 | 0,91 | 1,06 | 0,89 | 0,64
1974 | 5 1,68 | 1,33 | 1,16 | 1,61 | 1,21 | 1,12 | 1,25 | 0,80 | 1,08 | 1,21 | 0,92 | 0,84
1975 | 6 1,11 | 0,75 | 0,82 | 0,88 | 0,74 | 0,73 | 0,73 | 0,65 | 0,85 | 0,77 | 0,64 | 0,57
1976 7 1,07 | 0,69 | 0,87 | 0,86 | 0,67 | 0,42 | 0,97 | 0,72 | 1,07 | 0,94 | 0,81 | 0,35
1977 8 0,29 | 0,69 | 0,91 | 1,30 | 0,95 | 0,77 | 0,88 | 0,54 | 0,86 | 0,80 | 0,37 | 0,26
1978 9 0,48 | 0,74 | 0,89 | 1,09 | 0,97 | 0,76 | 1,31 | 0,50 | 0,64 | 0,93 | 0,53 | 0,48

TAB. 8.2 — Taux mensuel des prix a la consommation de 1970 a 1978

8.3 Représentations graphiques

8.3.1 Représentation de la chronique
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Indice Taux annuel
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La représentation graphique des observations est une étape indispen-
sable avant d’entreprendre une analyse plus technique de la chronique. Les
points (t,y;),t = 1,...,T sont représentés dans un systéme d’axes ortho-
gonaux (échelles arithmétiques). Ils sont joints chronologiquement par des
segments de droites pour faciliter la visualisation. Cette représentation per-
met d’apprécier 1’évolution lente du phénomeéne (tendance), de dégager les
périodes de stabilité. Elle suggere parfois d’opérer une transformation de la
grandeur. C’est tres nettement le cas pour le trafic aérien (cf. Figure 8.4)
ou la transformation logarithmique s’impose. Nous reviendrons sur ce point
dans le prochain paragraphe.

L’interprétation de la tendance est délicate. Lorsqu’elle est naturellement
liée au phénomene observé (trafic aérien, indice des prix,...), elle est repro-
ductible dans un contexte similaire et sera considérée comme déterministe.
Par contre une tendance apparente peut résulter du pur hasard comme le
montre 'exemple de la marche aléatoire (c¢f. Figure 8.6). Dans ce cas elle
est de nature stochastique et n’a pas d’interprétation autre que descriptive.
L’analyse d'une série chronologique ne doit pas se faire au vu de ses seules
valeurs numériques mais doit prendre en compte le contexte des observations.
Cette représentation graphique est également utile pour le choix d’un mo-
dele. L’aspect graphique est un indicateur sommaire permettant d’opérer un
premier tri.

8.3.2 Représentation du mouvement saisonnier

La représentation de la chronique peut faire apparaitre, en plus de la
tendance, un aspect périodique plus ou moins marqué de période connue, 12
pour une chronique mensuelle, 4 pour une chronique trimestrielle. Il est tres
net dans le cas du trafic aérien (cf. Figure 8.4). L’évolution de la production
industrielle francaise, considérée au Chapitre 10, présente un mouvement
saisonnier exceptionnel directement observable a la lecture des données. En
général 'effet saisonnier est moins spectaculaire. Une premiere appréciation
de son importance est obtenue graphiquement en représentant, pour une
chronique mensuelle, les courbes annuelles (sur 14 mois). La représentation
polaire de la chronique a le méme objectif, elle est plus originale mais moins
lisible. L’étude quantitative du mouvement saisonnier est traitée dans les
deux prochains chapitres.

8.3.3 Illustration
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Nous avons repris le taux d’inflation mensuel introduit plus haut en ne
considérant que les quatre dernieres années. Les différentes représentations
graphiques sont données dans les Figures 8.9, 8.10 et 8.11. Méme en faisant
abstraction de 'année 1975, qui n’appartient pas a la période de stabilité
finale, 'effet saisonnier semble non négligeable mais est mal stabilisé dans le
temps. L’approche numérique devrait permettre de préciser cette impression.

8.4 Les modeles pour la moyenne

8.4.1 Les composantes du modele

Nous avons déja évoqué a plusieurs reprises les notions de tendance, effet
saisonnier et composante résiduelle. On distingue en effet généralement trois
composantes dans une chronique Y;,t =1,...,T.

Tendance

La composante fondamentale ou tendance (trend) traduit 1’évolution a
moyen terme du phénomene. On parle aussi de mouvement conjoncturel
ou mouvement extra-saisonnier. La chronique correspondante, notée f;,t =
1,...,T, est une fonction a variation lente supposée déterministe dans cette
approche. Elle sera estimée sous forme paramétrique (polynome, exponen-
tielle,...) ou comme le résultat d’'une opération de lissage.

La composante saisonniere

La composante saisonniére ou mouvement saisonnier représente des effets
périodiques de période connue p qui se reproduisent de facon plus ou moins
identique d'une période sur ’autre. La chronique correspondante, également
déterministe, est notée S;,t = 1,...,T. Elle est généralement supposée rigou-
reusement périodique : Sy, = S; et les valeurs S; = S;;,7 = 1,...,p d'une
période sont appelées coefficients saisonniers. Le bilan de 'effet saisonnier
sur une période doit étre nul car il est pris en compte dans la tendance.
La composante saisonniere permet simplement de distinguer, a l'intérieur
d’une méme période, une répartition stable dans le temps d’effets positifs ou
négatifs qui se compensent sur I’ensemble de la période.

La composante résiduelle

La composante résiduelle ou wvariations accidentelles est la partie non
structurée du phénomene. Elle est modélisée par une suite de variables aléa-
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FiG. 8.11 — Représentation polaire du mouvement saisonnier du taux d’in-
flation mensuel de 1975 a 1978 (échelle polaire : pole a 0%, graduation de
0,1%)
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toires ;,t = 1,...,T, centrées, non corrélées et de méme variance, on parle
de bruit blanc.

Certains phénomenes étudiés a tres long terme présentent une composante
cyclique (cycles d’activité) dont la période, de plusieurs années, est souvent
mal définie. Un exemple célebre est celui de l'activité solaire (cf. Figure 8.2),
dont le cycle est d’environ 11 ans. Cette composante est prise en compte dans
la tendance sur les séries de taille moyenne et ne sera pas étudiée en tant que
telle ici.

On comprend aisément l'intérét de connaitre la tendance. La composante
saisonniere sert également a analyser le phénomene étudié et participe a la
volonté de prévision. Cependant bien des séries économiques sont publiées
en données corrigées des variations saisonnieres (série C'VS). De telles séries,
dites désaisonnalisées, sont obtenues en éliminant la composante saisonniere
de la série initiale. A cette fin la composante saisonniere est estimée en
général de fagon non paramétrique. La série CVS gomme l'effet saisonnier
en le répartissant de fagon uniforme sur toute la période et conserve ainsi la
grandeur observée dans son ensemble. En particulier elle contient la compo-
sante résiduelle et ne doit pas étre confondue avec la tendance. Elle permet
de comparer directement deux valeurs consécutives. Le chomage peut aug-
menter d’un mois sur I'autre en données brutes alors qu’il baisse en données
corrigées des variations saisonnieres.

On suppose généralement que la partie résiduelle a un ordre de grandeur
tres inférieur a celui des parties explicatives f; et S;. En fait il sera toujours
possible de déceler la présence d’'une partie déterministe, méme de faible
importance, a condition que la série observée soit suffisamment longue.

8.4.2 Les schémas de composition

Pour pouvoir séparer les trois composantes servant a décrire la série ob-
servée, il est nécessaire de préciser leur mode d’interaction. La plupart des
séries chronologiques entrent dans I'un des schémas suivants :

— Schéma additif : Y, = fi + S; + &4,

— Schéma multiplicatif - Yy = f; x Sy x (14 &),

— Schéma mizte : Yy = f; X S; + &4.

En utilisant (14-¢;) dans le cas multiplicatif, on conserve la méme signification
et les mémes propriétés a chacune des trois composantes f;, S; et €, dans les
trois schémas de composition. Cependant il est nécessaire de supposer que
(14&;) reste positif dans le modele multiplicatif car la composante résiduelle



112 CHAPITRE 8. GENERALITES

ne peut étre responsable du signe de la grandeur observée. Notons que le
shéma multiplicatif (pour une variable positive) se réduit au shéma additif
par transformation logarithmique :

Y, = In(Y;) = In(fy) + In(Sy) + In(1 + &) = f + S, + &,.

Les trois composantes ft, S, et & conservent en effet la méme signification :
variation lente, périodicité et erreur. Dans les schémas multiplicatif et mixte
les oscillations dues a I’effet saisonnier ont une amplitude proportionnelle a la
valeur de la tendance. C’est précisément I’argument utilisé pour faire le choix
entre le schéma additif et les deux autres schémas au vu de la représentation
graphique de la chronique. La distinction entre le schéma multiplicatif et le
schéma mixte peut également s’apprécier graphiquement selon le méme prin-
cipe. Elle peut aussi relever de considérations sur l'origine des erreurs : une
erreur structurelle (de modélisation) a des chances d’étre proportionnelle & la
grandeur étudiée alors qu’une erreur de mesure pourrait ne pas en dépendre.
Le trafic aérien aux Etats Unis entre 1949 et 1960 (cf. Figure 8.4) fournit
un exemple ou le schéma multiplicatif s’impose. Nous avons déja remarqué
que dans ce cas il fallait considérer le logarithme de la variable qui est alors
expliqué par un schéma additif. Par la suite nous ne considérerons plus que
le cas additif. Il peut étre nécessaire d’appliquer plusieurs fois la transforma-
tion logarithmique. Notons que la relation entre I'indice des prix et le taux
d’inflation correspondant, I; = I, (1 + 7), invite a considérer la variable
In(1 +7) =Inl; —Inl;_; plutét que 7. La différence est négligeable pour
des taux faibles. Les rentabilités d’un cours boursier sont définies de la méme
facon que le taux d’inflation. Le schéma mixte ne peut pas étre transformé
en shéma additif.

En résumé On retiendra l'intérét de la représentation graphique d’une
chronique (stabilité, tendance, choix de modele, etc) et de celle de son mou-
vement saisonnier.



Chapitre 9

MODELE DE BUYS-BALLOT
ET PREVISION

Le modele de Buys-Ballot fournit un schéma additif simple que ’on peut
traiter tres completement par des méthodes élémentaires. La tendance est
représentée par une droite, I'effet saisonnier est rigoureusement périodique de
période p connue et la partie résiduelle est une suite de variables aléatoires
indépendantes identiquement distribuées de loi normale centrée et de variance

0'22

}/;:Oét—i-ﬁ—'—st—'—é‘t,t:l,...,T; St:Ster; €tN'lZdN<O,O'2)

9.1 Aspectcs descriptifs

Les représentations graphiques de la série et de son mouvement saisonnier
donnent une premiere idée de la tendance et de I'effet saisonnier. La méthode
des moindres carrés est utilisée pour estimer la tendance et les coefficients
saisonniers. Ceci permet d’obtenir la série ajustée qui, otée a la série initiale,
fournit les résidus. La représentation de ces résidus est un premier indicateur
de la validité du modele qu’il faut considérer avant d’effectuer une prévision.

9.1.1 Estimations des moindres carrés

La simplicité des calculs est obtenue en supposant que la série est observée
pendant n “années” de p “mois” :

p
Yiy=alpi—1)+j+8+S;+ey j=1...pi=1...,n Y S=0.
j=1

113
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Les coefficients saisonniers S, 7 = 1,. .., p, caractérisent la composante pério-
dique S; dont 'effet annuel moyen est nul. Pour mener a bien les calculs, on
effectue un changement de variables :

. 1< _
ﬁj:ﬁ+5j7j:17"'7p<1:>6:525j75j:ﬁ]'_ﬂ7‘7:17"'7p'
j=1

Ainsi la partie déterministe du modele est décrite par p + 1 parametres
linéairement indépendants : «, 34, ..., 3,. La méthode des moindres carrés
consiste a chercher, parmi les chroniques x;;(a, by, . .., b,) = a[p(i—1)+7]+b;,
composées d'une tendance linéaire et d’'un mouvement saisonnier périodique,
celle qui est la plus proche de 'observation selon le critere :

. 1 <&
ot _ZZ[%J'_%J'(G, bi,..., b))

a,bi,....bp TP i1 =1

En d’autres termes, elle retient les parametres pour lesquels la moyenne des
carrés des erreurs observées est minimum.

Notons plus simplement x;; = x;;(a, b1, ..., b,) et introduisons les moyennes
mensuelles :

I I I . .
y.j:ﬁzyija I.j:ﬁzxzj:a[l)(n_l)/2+]]+bj J=1...,p.
i=1 i=1

Le critere a minimiser se scinde en deux parties :

1 1 _ .
. lyij — zi5]° = ];Z{y.j —alp(n —1)/2+ 5] = b;}?
i.j j
+ iz[y —y 'PJFLZ[”’ — 7, — iz[y.. — 7 [z — T4
np o J .J np — J -J np — J -J J -J

Ainsi, pour une pente a fixée quelconque, le minimum par rapport a b; est
réalisé en annulant le premier terme et équivaut a écrire que les chroniques
yij et x;; ont mémes moyennes mensuelles :

bj=7;—alp(n—1)/2+j] <<= T;=7,; Jj=1...,p.

Soient t;; = p(i — 1) + j les dates d’observation et introduisons les moyennes
annuelles ainsi que les moyennes globales :

1 I , .
V== Wiy Li=-) ty=pi-1)+@+1)/2, i=1..n,
P4 P
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1 Iy Iy 728
y,_zn—p;ymzﬁgyi.ZP?;y.j? t..zn—p;tij:(”erl)/z

Tenant compte de la solution obtenue pour les variables b; et de la relation
z;j — T = a(t; —t.), il reste & minimiser par rapport a a la deuxieéme partie
du critere :

1 _ - -
" Z[yij -7, + d’var(t;.) — 2acov(t;.,7;),
ot 'on a posé (3.7 > =n(n+1)2n+1)/6) :

vari) = - S -1 2 =P 2D i) = LS 7 )

i i
L’estimation de la pente « de la tendance est alors :

cov(t;., ;) 12 N nan+1)
L= DW=

var(t;,)  np(n?—1) 2 vk

o=
=1

Son report dans la solution pour b; donne les estimations des parametres 3; :

Bi=7;—ap(n—1)/2+4], j=1,....p,

qui, par centrage, fournissent les estimations de 'ordonnée a l'origine (5 de
la tendance ainsi que celles des coefficients saisonniers .S :

p

A

~ 1 _ R _ ~
B = ];Zﬁj =y, —at. =7y —a(np+1)/2,
j=1

Si=B-0B=y,-vy.—aj—-(p+1)/2, j=1,...,p
En résumé on observe les résultats suivants :
— La tendance ne dépend que des moyennes annuelles, elle est la droite
des moindres carrés construite sur les points (¢;,7; ),i = 1,...,n, cest-
a-dire que & et B sont solution du probleme de minimisation :

n

1 _
in— 5[5, —al; — b
n;llbnn — 9. — ats ]

— La composante saisonniere est définie par les moyennes mensuelles de
la chronique privée de la tendance estimée :

n

§=23 -l -1 +-08, j=1...p

n <
=1
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9.1.2 Série ajustée, résidus et prévision

La série ajustée est la série la plus proche de la série observée au sens du
critere des moindres carrés :

gij=ap(i—1)+jl+8+S; j=1...pi=1...,n
La représentation de la chronique des résidus,
éij:yl-j—gij; jzl,...p;z’zl,...,n,

permet d’évaluer graphiquement la validité du modele. Lorsque le modele est
ainsi justifié, il peut étre utilisé pour effectuer une prévison pour la période
suivante en utilisant I’expression de la série ajustée avec s =n + 1 :

gn+1,j:@[pn+j]+3+gja ]:Lp

9.1.3 Illustration

Nous illustrons cette méthode sur la chronique mensuelle du chiffre d’affai-
res de la presse parisienne dans une petite ville de province (~ 8000 h.) de
1981 a 1985. Les données, leurs différentes moyennes et les résultats sont
présentés habituellement dans la Table de Buys-Ballot. Nous avons également
fait figurer les valeurs de la série ajustée ainsi que celles de la prévision pour
I'année 1986 (c¢f. Tableau 9.1).

La représentation de la chronique dans la Figure 9.1 montre une tres nette
tendance a la croissance.

La représentation du mouvement saisonnier dans la Figure 9.2 fait ap-
paraitre des pics d’activité aux mois de janvier, mars et surtout octobre. Par
contre, on ne constate pas de creux d’activité vraiment marqués. Les valeurs
numériques des coefficients saisonniers du Tableau 9.1 confirment le pic d’oc-
tobre et, dans une moindre mesure, ceux de janvier et mars en y ajoutant
septembre. Ils indiquent aussi un creux en mai et novembre, voire avril.

Les résidus représentés dans la Figure 9.3 ont une forme incurvée invitant
a ajuster une tendance parabolique. Ceci sort du cadre de ce cours.

En acceptant le modele, malgré les réserves précédentes, nous avons repré-
senté, dans la Figure 9.4, la série initiale, la série ajustée avec la tendance
associée et la prévision pour 'année 1986. On constate que la série observée
est au dessous de la série ajustée aux deux extrémités alors qu’elle est au
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mois janv | fév | mars | avr | mai | juin | juil | aout | sept | oct | nov | déc
7 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
année 7 moy. an.
1981 1 84 92 90 83 85 100 96 104 107 | 120 | 102 | 105 97
ajustée 99 93 102 90 86 94 105 101 112 | 122 94 106
1982 2 112 112 119 109 109 103 135 111 140 133 | 123 125 119 ”
ajustée 116 110 119 107 | 103 111 122 118 129 139 | 111 123
1983 3 139 | 129 142 123 | 124 | 124 | 140 | 151 149 | 147 | 130 | 139 136 |
ajustée 133 127 136 124 120 128 139 134 146 156 | 127 | 139
1984 4 158 | 150 171 137 | 138 | 145 | 155 149 155 | 178 | 139 | 156 153 |
ajustée 149 143 152 140 136 144 155 151 162 172 144 | 156
1985 5 171 | 150 157 167 | 142 | 167 | 167 | 157 177 | 200 | 143 | 171 164 |
ajustée 166 160 169 157 153 161 172 168 179 189 | 161 173
moy. géné.
moy. mens. 133 127 136 124 120 128 139 134 146 156 | 127 | 139 134
coef. sais. 7 -1 7 -7 -12 -5 4 -2 8 17 -13 -2
1986 prévues 183 | 177 186 174 | 170 | 178 | 189 | 184 196 | 206 | 177 | 189

Tendance : pente = 1,39 ; ordonnée a 'origine = 92

TaAB. 9.1 — Chiffre d’affaires mensuel de la presse parisienne dans une petite
ville de province (unité : 1KF) : table de Buys-Ballot

dessus dans la partie centrale. Ceci est cohérent avec le constat effectué sur
la représentation des résidus. Notons aussi que l'ordre de grandeur du mou-
vement saisonnier est tres faible par rapport aux données (environ 10%) bien
que la concordance entre les pics et les creux des deux séries soit assez bien
respectée. L’étude du mouvement saisonnier dans le cadre de ce modele (cf.
Paragraphe 9.2.2) montre, grace a I'approche numérique, qu’il est effecti-
vement présent avec un mois d’octobre fort et les mois de mai et novembre
faibles alors que la représentation graphique n’est pas aussi nette sur ce point.

9.2 Aspects inductifs

Dans l'approche descriptive, seule I'hypothese de bruit blanc pour les
erreurs ¢; est utilisée pour justifier la méthode des moindres carrés. Cette
hypothese peut étre infirmée par la représentation des résidus é;. L’approche
inductive permet d’aller plus loin dans la validation du modele et dans son
utilisation.

9.2.1 Moyenne et variance des estimateurs

Les propriétés des estimateurs obtenus a la section précédente sont ana-
logues a celles que nous avons obtenues dans le cadre de la régression linéaire
simple. Ils sont sans biais et de variance minimum parmi les estimateurs
sans biais qui sont linéaires en les observations. Nous sommes ici dans un
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cadre de régression linéaire multiple. Cependant la particularité du modele
de Buys-Ballot permet de donner des expressions explicites de leurs variances.

Pour les parametres de la tendance, on utilise le modele de régression
linéaire simple :

_ _ 1 &
Yi=of +8+%, i=1..n & =-Y &;~iidN(0;0%/p).
P

L’estimateur de la pente s’écrit :

n

1 1 e 1
i= =Y [ LY, = =
“ Uar(ti,)nz[ Y. Uar nz

i=1 i=1

Il est sans biais et sa variance est donnée par :

B:Yﬂ—MmHJVQZﬁ—@—&ﬁﬂ%“:B+%§:{1—E&i%%}§m

est également sans biais. En utilisant les expressions en fonction des g;, on

obtient : , ( )2
A o 3(np+1
vV = |1+ =—"7 1.
ar () np { - p*(n? — 1)}

Pour les autres estimateurs, on introduit les erreurs mensuelles moyennes :
1 n
Ei= E gij ~1.0.dN(0,0°/n), j=1,...,p,
i=1

qui satisfont :
o2
Cov(g;,g;) = Cov(E ,€;) = Cov(e ,§)=—, Cov(e; —€_,&.)=0.
np

Les estimateurs des coefficients saisonniers s’écrivent :

Si=8+@E;—e)-l—+1/2A@-a), j=1,...p.
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Ils sont donc sans biais. D’autre part € ; — €_ est non corrélé avec &, d’ou :
J )

Var(S;) = Zp (p—1)+ 12[‘7]0;(7?; t 3/ 2 :

7=1,...p.

Notons que Var(é’j) est symétrique par rapport au milieu de I’année, ou elle
est minimum, et augmente lorsque l'on s’en écarte.

La série ajustée et la prévision s’écrivent :
Yij = atij+06+5;4+8 j+pli—(n+1)/2)(@—a), j=1,....pi=1,...,n+L

Ce sont des estimateurs sans biais de la valeur moyenne de la chronique pour
chacune des dates considérées et la variance,

Var(Vi) = a? p+12[2’—(n+1)/2]2

ne dépend pas du mois, elle est symétrique par rapport a ’année centrale,
ou elle est minimum, et augmente lorsque I'on s’en éloigne.

Enfin 'erreur estimée résultant de ce modele, appelée résidu,

~

gij =Yy =Yy =&y —g;—pli— (n+1)/2)(& — ),
a pour variance
2

Var(éy) = Z_p [(n Cpo 1ol —(Egtll))/z} } |

Tous ces estimateurs ont une variance proportionnelle & o2. On dispose
d’un estimateur sans biais de o2,

e P

np—p-—

N 72
—m;[yu ap(i = 1) +4] — 68— S]] )
qui est non corrélé avec les estimateurs &, B , S j, et f/;] Sans prétendre justifier
ce résultat, notons que 1'on a E(Eijes?j) = npo?. Le remplacement de ¢;;
par £;; dans l'expression de 6% a nécéssité l'estimation de p + 1 parameétres
indépendants o, 1, . .., B,. Ceci est a l'origine de la division par np — (p+1)
au lieu de np.
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9.2.2 Inférence statistique

Tous les résultats précédents restent vrais lorsque 'on suppose simple-
ment que les erreurs &; sont centrées, non corrélées et de méme variance o>
(bruit blanc). L’hypothese de normalité des erreurs implique celle des va-
riables &, 3, S AJ, 17” et &; et la non corrélation équivaut a I'indépendance. La
variable (np —p — 1)6°/0® suit la loi du chi-deux a (np — p — 1) degrés de
liberté. Elle est indépendante des estimateurs & ﬁ S et Y;;. On peut donc
définir les versions studentisées de ces estimateurs, puis déterminer, en terme
de p-valeur, si les parametres correspondants sont significativement différents
de zéro et construire des intervalles de confiance pour ces parametres.

Résidus standardisés

Dans un premier temps, il est raisonnable de considérer les résidus stan-
dardisés, appelés aussi résidus studentisés, afin de valider le modele. Ils sont
définis par :

s . /1D (n_l)p_lz[z’—(n—i—l)/Q]? 71/2.

TG (n? — 1) /

7=1....p;i=1,... k.

La variable éisj suit approximativement la loi de Student a np — p — 1 degrés
de liberté. On représente donc la chronique de ces résidus en faisant figurer
les seuils +t,, ou t, sera utilisé désormais dans ce chapitre pour désigner le
quantile d’ordre 1 — /2 de la loi de Student a np —p — 1 degrés de liberté :
P{|Snp—p-1] > ta} = « (attention aux deux sens de la notation « : pente
de la tendance ou niveau de signification). Bien qu’il ne s’agisse pas d’une
véritable bande de confiance, le modele doit étre remis en cause si le nombre
de points sortant de cette bande excede fortement npa.

Estimateurs studentisés, p-valeurs et test d’égalité a zéro

Les estimateurs studentisés sont définis a ’aide des variances indiquées
au Paragraphe 9.2.1, selon la normalisation habituelle consistant a diviser
I’estimateur par son écart-type estimé. Les expressions obtenues sont donc

les suivantes :
\/ p2(n? *1)
12

= ﬂf [1+3<’{£;“i)

S Vi [@ — 1)+ _12[j—<p+1>/212] e

ar p?(n2-1)

*Oé

Y

:| —-1/2

7 J &
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Les p-valeurs associées aux observations de ces estimateurs studentisés per-
mettent d’apprécier le caractere significatif ou non des parametres corres-
pondants. Par exemple, la probabilité P{|Snp_p_1| > |a5. |}, qui est la p-
valeur associée & I'observation &>, de &, sert a tester la présence ou non de
la tendance. Plus cette p-valeur est falble, plus la présence d’une tendance
non horizontale est significative. Le test de I’hypothese nulle &« = 0 contre
Palternative o # 0, avec un niveau de signification o, a pour région critique
{|&®] > to}. Rejeter I'hypothese a = 0 équivaut donc a observer une p-valeur
inférieure a a.

Intervalle de prévision

On peut construire un intervalle de confiance pour chaque parametre,
toujours selon le méme principe basé sur la loi de Student. Par exemple,
pour 'ordonnée a 'origine /3, I'intervalle de confiance de niveau (1 — «) est
donné par :

np—i—l)

IC(B;1—a) = [ +t, \/_\/ 1)

Notons que zéro est dans cet intervalle si et seulement si | BS | < t4. On accep-
tera donc ’hypothese nulle = 0, pour un niveau de signification «, lorsque
I'intervalle contient zéro.

Un intervalle de confiance est particulierement intéressant pour la prévision
de Y, 41;. La variable Yn—i—l,j est un estimateur de la moyenne E(Y,,+1 ;) de
Y, +1; mais aussi de la valeur de Y,,1; ;. Pour 'intervalle de confiance, il faut
tenir compte de la variance de l'erreur €, ;, ce qui équivaut a considérer la
variable,

A~

Yn+1,j - Yn+1,j = (Oé - ) n+1,j (5 5) (Sj - SJ) t Ent1y-

Cette variable suit la loi normale centrée, E(Y,, 41 ; —Y,41,;) = 0, de variance,
2

. N o 3
Var(Yoi1,;—Ynt15) = Var(Yoir,)+Var (Yo ) = " {(n +1) {p + —1H :
Elle est indépendante de (np — p — 1)62/0?, qui suit la loi du chi-deux &
(np — p — 1) degrés de liberté. La loi de Student, selon le shéma habituel,
conduit a l'intervalle de confiance de niveau (1 — «) :

. o 3
IO(Y,,H_L]‘; 1-— Oé) = Y'rl—i-l,j + ta\/_n_p\/(n + ].) |:p + —1:|
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Nécéssité de ’effet saisonnier : test de Fisher

On peut évaluer chaque coefficient saisonnier S; en considérant la p-valeur
associée a I'observation de SJS . Il est également possible de tester la présence
du mouvement saisonnier dans son ensemble. Ceci est réalisé par un test de
Fisher, dont le principe est de comparer deux estimateurs de ¢ qui sont sans
biais et indépendants sous I’hypothese nulle Hy, ¢’est-a-dire en ’absence d’ef-
fet saisonnier, alors que I'un d’eux présente un biais positif sous ’alternative
Hl .

Principe du test
Au départ, il s’agit d’effectuer un choix entre deux modeles dont 1'un, associé
a I’hypothese nulle, est inclus dans l'autre :

— Hy : Y, = ot + [y + & absence de mouvement saisonnier

- Hy : Yy=at+ 3+ S;+¢& présence d'un mouvement saisonnier

Dans les deux cas, l'erreur ; est un bruit blanc gaussien de variance .

En l'absence du mouvement saisonnier, le modele est limité a une ten-
dance linéaire. Celle-ci est estimée par la droite des moindres carrés ajustée

sur 'ensemble des observations mensuelles :
cov(t;:, Y A _ _
Qg = M> Bo=Y. — aot.,
var(t;;)

ou

1 & np+ 1—
cov(tij, ;) = . >ty - 5 Y.
t=1

1 & np+1 2 n’p? —1
ot =53 [y =
t=1

Notons Yy le vecteur constitué de la série ajustée dans le cadre de ce modele,
¢’est-a-dire le vecteur de composantes dgt—i—ﬁo,t =1....,T,eté =Y —Yp,le
vecteur des résidus correspondants. L’estimateur sans biais de 02, sous cette
hypothese, est

L 212 Y = Yol _ gl
52 = Vi~ aol — fo| = = .
% np—2tzz;[t Got = B np — 2 np — 2

Le calcul de cet estimateur peut s’effectué sans determiner les composantes
de éo .

2,2 np
.o np np°—1 _, 1 )
05 = — [var(}/ij) BT O‘o} . wvar(Y) = " ;1 v, - Y ]~
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Cet estimateur n’est pas indépendant de 62 car :
(np —2)55 = [|20]|* > (np — p — 1)6° = [|€]>.

Par contre, il permet de construire un nouvel estimateur de o2, qui est sans
biais et indépendant de 62 sous Hj :
o lEP® el —lElP]  (p—1)6

_ — ~ V2
T T p—1 = Xp-1

Oflézéo—é.

Aspect géométrique du test

Fi1aG. 9.5 — Aspect géométrique du test de Fisher

L’indépendance entre 6% et 62 est liée a 1'orthogonalité des vecteurs € et
¢ visible sur la Figure 9.5 qui traduit I’aspect géométrique du test de Fisher.

Le vecteur Y, de composantes Y;,t = 1,...,T, évolue dans 'espace des 0b-
servations RT de dimension 7" = np. Sous I’hypothese Hy, la série ajustée
est représentée par le vecteur Y, de composantes &t + 3+ Sy, t = 1,...,T,

qui est la projection orthogonale de Y sur le sous-espace de R constitué
des chroniques réduites a une tendance linéaire, at + (3, et un effet saisonnier
S; périodique de période p (sans erreur ;). Ce sous-espace est de dimension
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(p+1), égale au nombre de parametres libres pour décrire de telle chroniques
(e, B,...,B,). L'erreur correspondante, ¢ = Y — }A/, évolue donc dans un
sous-espace de dimension (np — p — 1) et I'estimateur sans biais de o2 est
62 = ||€||*/(np — p — 1). Sous I'hypothese Hy, la série ajustée est représentée
par le vecteur %, de composantes &yt + Bo,t =1,...,T, qui est la projection
orthogonale de Y sur le sous-espace de R” constitué des chroniques réduites &
une tendance linéaire, apt + 3y (sans effet saisonnier S; ni erreur ;). Ce sous-
espace est de dimension 2, égale au nombre de parametres libres pour décrire
de telle chroniques (ayg, By). L’erreur correspondante, £y = Y—?[), évolue donc
dans un sous-espace de dimension (np—2) et I'estimateur sans biais de o est
62 = ||€0|?/(np—2). Cet estimateur n’étant pas indépendant du précédent, on
utilise la décomposition orthogonale £y = € @ € pour construire un troisieme
estimateur sans biais de ¢ selon le méme principe : 6% = ||€]]?/(p — 1). Ici
(p—1)=(np—2)— (np—p—1) est la dimension du sous-espace dans lequel
evolue €.

Sous I'hypothese nulle, le rapport des deux estimateurs sans biais de o2,

&2 _ (np—p—DlIEl” — €]

F=— = s ,
G (p—D)el?

suit la loi de Fisher a (p —1,np —p — 1) degrés de liberté.

Région critique du test et p-valeur
Sous Hy, la statistique de test F' = 52 /62 suit la loi Fp_1 np—p-1 avec E(F) =
(np—p—1)/(np—p—3). Sous Hy, la loi de F est différente et sa moyenne
E(F') est plus grande que (np —p — 1)/(np — p — 3). On décidera donc de
rejeter Hy lorsqu’on observe de grandes valeurs pour F. La région critique
du test, pour un niveau de signification o, est donnée par :

{F > fp—l,np—p—l;()c}) fp—l,np—p—l;a = F_1 (1 - Q{),

Fp—1,np—p—1

ou Fg,_, .., désigne la fonction de répartition de la loi F,_1,,—,—1. Cette
fonction, tout comme son inverse Ffpl,l,np,p,17 n’a pas d’expression explicite.
Il existe des tables spécifiques a la réalisation du test de Fisher donnant
frnma en fonction de quelques valeurs courantes de n,m et «. Elles sont
maintenant avantageusement remplacées par les versions numériques de ces
fonctions données par les logiciels adaptés (Excel) et méme par les calcula-
trices scientifiques actuelles. Cela permet en particulier d’appréhender le test

en terme de p-valeur associée a l’observation F,,, de la statistique de test :

p-valeur = P{F > Fy,|Ho} =1 —Fr, . (Fos)-
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Illustration

Le Tableau 9.2 donne les résidus réels et standardisés de la chronique du
chiffre d’affaires de la presse parisienne. Pour cela on a utilisé les résultats
intermédiaires suivants :

Né2 = 3516,37; 62 =7T4,82; 6 =8,6.

Les résidus standardisés sont représentés sur la Figure 9.6, dans laquelle on
a également indiqué la “bande de confiance” +t, de niveau (1 — a) = 95%
ou t, est obtenu sous Excel par :

t,=LOLSTUDENT.INVERSE(0,05 ;47)=2,01.

On retrouve la forme incurvée des résidus, mais le nombre de points au dehors
de la bande reste faible.

mois janv fév mars avr mal juin juil aout sept oct nov déc
année Résidus

Réels -15 -1 -12 -7 -1 6 -9 3 -5 -2 8 -1
1981 Standardisés || -2,04 | -0,16 | -1,64 | -0,98 | -0,16 | 0,74 | -1,22 | 0,39 | -0,69 | -0,29 | 1,05 | -0,11

Réels -4 2 0 2 6 -8 13 -7 11 -6 12 2
1982 Standardisés || -0,53 | 0,27 | -0,02 | 0,24 0,79 | -1,05 | 1,70 | -0,87 | 1,44 | -0,77 | 1,60 0,32

Réels 6 2 6 -1 4 -4 1 17 3 -9 3 0
1983 Standardisés 0,80 0,31 0,80 | -0,10 | 0,57 | -0,49 | 0,18 2,15 0,44 | -1,11 | 0,34 | -0,03

Réels 9 7 19 -3 2 1 0 -2 -7 6 -5 0
1984 Standardisés 1,11 0,87 2,41 | -0,45 | 0,22 0,07 | -0,04 | -0,27 | -0,95 | 0,74 | -0,66 | 0,02

Réels 5 -10 -12 10 -11 6 -5 -11 -2 11 -18 -2
1985 | Standardisés || 0,64 | -1,32 | -1,61 | 1,30 | -1,45 | 0,77 | -0,66 | -1,42 | -0,26 | 1,46 | -2,35 | -0,21

TAB. 9.2 — Chiffre d’affaires mensuel de la presse parisienne dans une petite
ville de province : résidus réels et standardisés

Le Tableau 9.3 confirme sans ambiguité la nécéssité de la tendance. Le
Tableau 9.4 indique que seuls les coefficients saisonniers des mois d’octobre,
novembre, mai et septembre sont significatifs a 5%. Ceci tempere les commen-
taires inspirés par la Figure 9.2 ainsi que par les valeurs réels des coefficients.
On a déja remarqué que l'effet du mouvement saisonnier est relativement
faible puisque, au vu des valeurs réelles des coefficients saisonniers, il ne
représente environ que 10% des valeurs de la chronique. Cependant le test
de Fisher, dont les éléments sont regroupés dans le Tableau 9.5, confirme
la nécéssité de ce mouvement. Pour cela, on a utilisé les fonctions suivantes
d’Excel :

fi1a75% = INVERSE.LOLF(0,05;11;47) = 1,9991 ;
p-valeur = LOLF(5,16;11;47) = 3E-5.
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—— Résidus Borne sup Borne inf‘
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F1G. 9.6 — Chiffre d’affaires mensuel de la presse parisienne dans une petite
ville de province : représentation des résidus standardisés

Enfin le Tableau 9.6 rappelle la prévision pour ’année 1986 en indiquant les
bornes des “intervalles de confiance” & 95%. Notons que ces ces intervalles
sont de la forme Ys ; £ 19, 6.

Parameéetre pente | ordonnée a ’origine
Valeur réelle 1,39 92
Valeur studentisée 21,13 39,85
p-valeur 1E-25 TE-38

TAB. 9.3 — Tendance du chiffre d’affaires mensuel de la presse parisienne
dans une petite ville de province : aspect significatif des coefficients

Mois janv fév mars avr mai juin juil aolt sept oct nov déc

Coef. réels 6,5 -1,1 6,7 -6,7 -12,2 -5,4 4,0 -1,6 8,2 16,8 | -12,8 -2,4
Coef. studentisés 1,8 -0,3 1,8 -1,8 -3,3 -1,5 1,1 -0,4 2,2 4,5 -3,4 -0,6
p-valeurs 0,087 | 0,773 | 0,076 | 0,079 | 0,002 | 0,149 | 0,289 | 0,664 | 0,032 | 4E-5 | 0,001 | 0,526

Seuil du test de Student de niveau 5% a 47 d.l. : 2,01

TAB. 9.4 — Chiffre d’affaires mensuel de la presse parisienne dans une petite
ville de province : aspect significatif des coefficients saisonniers
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Modéle pente | ordonnée & l'origine | écart-type de l'erreur | variance de ’erreur
Avec effet saisonnier 1,390 91,5 8,6 74,82
Sans effet saisonnier 1,388 91,6 11,6 133,88

var(Y) =707,13; cov(t,Y) = 416, 25 ; statistique du test observée = 5,16 ; p-valeur = 3E-5
Seuil du test de Fisher-Snedecor de niveau 5% a 11 et 47 d.1. : 2,00

TAB. 9.5 — Test de l'effet saisonnier du chiffre d’affaires mensuel de la presse
parisienne dans une petite ville de province

Mois janv | fév | mars | avr | mai | juin | juil | aoGt | sept | oct | nov | déc
Borne sup 202 | 196 205 193 | 189 | 197 | 208 | 204 215 | 225 | 197 | 209
Prévision 183 | 177 186 174 | 170 | 178 | 189 184 196 | 206 | 177 | 189
Borne inf 163 | 157 166 154 | 150 | 158 | 169 165 176 | 186 | 158 | 170

TAB. 9.6 — Chiffre d’affaires mensuel de la presse parisienne dans une petite
ville de province : prévision 1986 avec intervalle de confiance a 95%

En résumé On retiendra comment le modele de Buys-Ballot permet d’estimer
une tendance linéaire et un effet saisonnier périodique, conduisant ainsi a la
possibilité d’effectuer une prévision. On notera aussi la facon d’apprécier
ces résultats grace a 'apport de la statistique inductive (p-valeurs, tests et
intervalles de confiance).






Chapitre 10
LISSAGE ET SERIE CVS

Ce chapitre aborde les mémes points que le précédent, recherche de la
tendance, de la composante saisonniere et prévision, dans un cadre non pa-
ramétrique. Nous conservons le principe du schéma additif :

Vi=fi+Si+e, t=1,...T, & ~bb.(c?).

La composante saisonniére Sy, lorsqu’elle est présente, est souvent supposée

rigoureusement périodique de période p connue et définie par les coefficients

satsonniers S;,j = 1,. .., p, satisfaisant la contrainte Z?ZISJ' = 0. La différence
fondamentale avec le chapitre précédent est de ne pas structurer la tendance

f+. Celle-ci est une fonction non paramétrique a variation lente. Il n’est donc

pas nécessaire d’imposer de fortes contraintes a la partie aléatoire &; car au-

cune étude statistique fine ne peut étre envisagée dans ce cadre.

En fait, 'approche est ici beaucoup plus descriptive et I’'un des buts prin-
cipaux est de désaisonnaliser la série observée. Ceci consiste a éliminer 1'effet
saisonnier, ou plus exactement a le répartir de facon uniforme a l'intérieur
de chaque période. Pour cela il suffit de retrancher a la série brute Y; la com-
posante saisonniere S;, dont l'effet est en moyenne nul sur une période. La
nouvelle série ainsi obtenue, dite désaisonnalisée ou Corrigée des Variations
Saisonnieres (série CVS) et notée Y, constitue une série artificielle sans ef-
fet saisonnier conservant tout le potentiel de la série initiale. Elle conserve
en particulier la partie résiduelle €; et ne doit pas étre confondue avec la
tendance. L’intérét est de rendre comparables deux valeurs consécutives. Le
principe de la méthode consiste a retrancher la tendance, estimée par lissage
de la série brute, puis a estimer la composante saisonniere sur la nouvelle
série ainsi obtenue. Cette estimation est réalisée de facon paramétrique. On
comprend qu’il n’est pas nécessaire, pour un tel objectif, de contraindre la
tendance a une forme paramétrique. Par ailleurs son estimation sous forme
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de fonction lisse permet de localiser les différentes phases du mouvement
conjoncturel (croissance, stagnation,...).

Les opérations de lissage évoquées jusqu’ici sont réalisées par le biais de
moyennes mobiles. Une chronique Y, t = 1,...,T est lissée en remplacant
chaque valeur Y; par une moyenne pondérée des valeurs qui ’entourent :

Cette écriture regroupe une tres grande diversité dans la mesure ou aucune
restriction n’est faite sur les coefficients ;. Nous nous contenterons ici de
simples moyennes arithmétiques qui s’averent suffisantes pour la construc-
tion de la séries C'V.S dans la plupart des situations ordinaires. Dans ce cas
les coefficients sont simples, positifs et symétriques (y_; = ;).

L’inconvénient de ’approche non paramétrique est de ne pas pouvoir
effectuer de prévisions. Un compromis est obtenu par les méthodes de lissage
exponentiel. Celles-ci consistent a ajuster un modele paramétrique de facon
locale, c’est-a-dire dont les parametres évoluent au cours du temps. Une
prévision a tres court terme est alors possible. Par exemple, dans le lissage
exponentiel simple, la prévision a un pas est donnée par :

Yr(1) = (1=9)> Yo,
k=0

ol la constante de lissage ~y satisfait 0 < v < 1 et Y; = 0 pour ¢ < 0 par
convention. L’intérét de la méthode réside dans la facilité de mise a jour de
cette prévision lors de I'acquisition d’une nouvelle donnée Y :

Vra(1) = V(1) + (1= 7) Yo = V(1))

La nouvelle prévision est égale a la précédente modifiée par la derniere er-
reur de prévision effectuée. Ceci est un exemple simple du célebre filtre de
Kalman. Le lissage exponentiel ne sera pas étudié ici.

Le premier paragraphe présente le lissage dans le cadre simple des moyennes
arithmétiques. La série CVS est alors définie au paragraphe suivant.
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10.1 Lissage : moyennes arithmétiques

Les moyennes arithmétiques conduisent a une classe particuliere de moyen-
nes mobiles. Celles-ci sont cependant tres utilisées car elles sont a la fois de
conception simple, faciles & mettre en ceuvre et suffisantes dans bien des si-
tuations. C’est pourquoi le terme moyenne mobile fera toujours référence ici
a une moyenne arithmétique.

10.1.1 Définitions et propriétés immédiates

Le lissage d’une chronique Y;,t = 1,...,T par une moyenne arithmétique
d’ordre impair m = 2k + 1 est défini pour t =k +1,...,T — k, par :

k

. 1 1
Yt:Mm(Yt):E{Yt,kJr...JerL...JrYHk}:—2k+1 ZYM.
J

Chaque valeur Y; est donc remplacée par une simple moyenne arithmétique
des valeurs qui I’entourent.

Afin de préserver la symétrie, la moyenne mobile d’ordre pair m = 2k

est définie aux meémes instants t = k4 1,...,T — k et porte sur les mémes
valeurs mais avec un poids 0,5 aux deux extrémités :

k-1 k
ko Z Yius + t+ :%LE y;ﬂ._%
—

j=1-k
Elle est égale a la moyenne d’ordre 2 de deux moyennes arithmétiques d’ordre
m consécutives :

~ 57—0,5*—? 0,5
7, = Yios+¥isns 111 zmﬁ_ 3 v,

j=1-k

Y, = My (V) =

La série lissée est plus courte que l'originale puisque [m/2] valeurs sont
manquantes a chaque extrémité de la période d’observation. Un calcul récursif
en temps de M,,(Y;) est facile & mettre en ceuvre. Le point (¢,Y}) est le centre
de gravité des points (s, Y;) qui ont servi a sa définition (avec un poids 0,5 aux
extrémités dans le cas pair). En conséquence, a concavité constante, la série
lissée reste d'un méme c6té par rapport a la série brute (sous-estimation ou
surestimation de la tendance) et les points de retournement sont décalés dans
les cas asymétriques (mauvaise localisation des changements de tendance) (cf.
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Série brute

Série lissée

Fic. 10.1 — Le lissage par moyennes mobiles décale les changements de ten-
dance (moyenne mobile d’ordre 51, séries représentées de taille 150)

Figure 10.1). En effet 'opération de moyenne mobile est clairement linéaire
et dans le cas du modele additif avec composante saisonniere, Y; = f;+S;+¢,
on a:

Vi = My (V) = Myn(f) + Myn(S1) + Mn(22).

En particulier une tendance linéaire n’est pas modifiée par moyenne mobile.

Tllustration

On considere la chronique trimestrielle donnant ’évolution en pourcen-
tage de la production industrielle frangaise au cours des années 1981 a 1986
(source INSEE). Nous avons représenté (cf. Figure 10.2) la série brute ainsi
que les séries lissées par les moyennes mobiles d’ordre 3, 4 et 5. Les données
et les valeurs lissées sont dans le Tableau 10.1 . Il est clair que la moyenne
mobile lisse la série puisqu’elle atténue les oscillations. Dans cet exemple, ou
effet saisonnier (période 4) est tres prononcé, les moyennes mobiles d’ordre
3 et 5 ne doivent pas étre utilisées sur la série brute car elles perturbent
completement 'effet saisonnier (les pics et les creux sont déplacés). Par contre
la moyenne mobile d’ordre 4 est particulierement bien adaptée. La section
qui suit justifie ce constat. De fagon générale, en présence d’'un mouvement
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saisonnier de période p, il ne faut pas
mobile d’odre proche de p ou qui soit
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effectuer de lissage avec une moyenne

un diviseurs ou un multiple de p.

trimestre JFM | AMJ | JAS | OND
année i 1 2 3 4
Y, 19 | 2,9 | -140 | 233
M3(Yy) -6,3 2,1 2,5
1981 MA(Yy) 1,1 1,3
M5(Yz) 0,5 0,5
Y; — M4(Yz) -15,1 22,0
CVS 1,4 0,5 1,6 1,1
Y: -1,9 -1,9 | -17,6 23,8
M3(Y7) 65 | 7,1 | 14 17
1982 MA(Yy) 0,9 0,5 0,7 0,8
M5(Yz) -2,4 5,1 0,3 0,3
Y: — M4(Yz) -2,8 -2,4 | -18,3 23,0
CVS 1,4 1,5 -2,0 1,6
Y: -1,0 -1,9 | -16,8 23,8
M3(Yy) 7,0 -6,6 1,7 3,0
1983 MA(Yr) 0,9 7,0 14 12
M5(Yr) 27 | 56 1,2 0,1
Y: — M4(Yz) -1,9 -2,9 | -18,2 22,6
CVS 2.3 1,5 -1,2 1,6
Y, 1,9 | 66 | -14,1 | 235
M3(Yz) 6,4 -6,3 0,9 2,5
1984 MA(Yz) 0,9 1,2 0,7 0,7
M5(Y7) 2.4 | 5,7 06 | -04
Y, — MA(Yy) || 1,0 | 7.8 | -148 | 22,8
CVS 5,2 -3,2 1,5 1,3
Y: -1,9 -2,9 | -12,0 20,5
M3(Yz) 6,2 -5,6 1,9 1,9
1985 MA(Yr) 1,4 1,3 0,8 0,9
M5(Y;) 15 | 54 | 02 0,4
Y: — MA(Yy) || 3,3 | 42 | -12,8 | 19,6
CVS 1,4 0,5 3,6 -1,7
Y: -2,8 -1,0 | -13,7 | 20,5
M3(Yy) 5,6 -5,8 1,9
1986 MA(Yy) 1,0 0,8
M5(Yz) -1,8 4,7
Y: — M4(Yy) -3,8 -1,8
Vs 05 2.4 19 | 17
S 28 | 20 | -15.1 ] 226
3; 33 | 34 | 156 | 22,2

TAB. 10.1 - Evolution en pourcentage de la production industrielle francaise

de 1981 & 1986 : tableau de résultats
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Moyennes mobiles
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Fic. 10.2 — Evolution trimestrielle de la production industrielle francaise de
1981 a 1986 : moyennes mobiles d’ordre variable

10.2 Série corrigée des variations saisonnieres

(Série CVS)

Les moyennes mobiles permettent de construire des séries désaisonna-
lisées sans avoir a faire d’hypotheses contraignantes sur la série brute. On se
place dans le cadre du modele additif :

Yi=fi+Si+e, t=1,....T, & ~bb.(c?),

ou le mouvement saisonnier est rigoureusement périodique de période p et
défini par les coefficients saisonniers S;,j7 = 1,...,p vérifiant Z?ZISJ- = 0.
Appliquons la moyenne mobile d’ordre p :

My (Yy) = My(fi) + My(St) + My(e:) = My(fi) + My(ee).

En effet la moyenne mobile d’ordre p d’une série périodique de période p est
clairement égale a la moyenne arithmétique des valeurs d’'une période, elle
est donc constante et M,(S;) = 0 compte tenu que les coefficients saisonniers
“sont centrés” (de moyenne nulle). La tendance f; étant une fonction lisse,
la série M,(f;) est peu différente de f;. Enfin la partie résiduelle M,(e;) doit
étre voisine de 0 puisqu’elle représente la moyenne de p variables centrées non

24
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corrélées. En résumé la série M,(Y;) constitue une estimation de la tendance,
fr = My(Y;), et estimateur est sans biais lorsque la tendance est linéaire.

Pour estimer 'effet saisonnier, on retire la tendance ainsi estimée a la série
brute, Ay =Y, — M,(Y3),t = [p/2] +1,...,T — [p/2]. Pour chaque “mois”
J = 1,...,p fixé, les différences A;; observées sur les “années” i = 1 ou
2,...,n—1 ou n constituent n ou n — 1 estimations du coefficient saisonnier
S;. Le nombre d’années étant en général faible, on retient les médianes S’ de
ces valeurs comme premiere estimation, car la moyenne est trop sensible aux
valeurs extrémes. Lorsque la médiane porte sur un nombre pair de valeurs,
on prend la demi-somme des valeurs centrales. L’estimation définitive est
obtenue en centrant ces médianes en accord avec la contrainte ¥7_,5; = 0 :

~

i I~ a
S;=80) =Y S j=1....p.
pk:l

La série Corrigée des Variations Saisonnieres, notée Y,°, est définie sur toute
la période d’observation, t = 1,...,T, en retranchant a la série brute I'esti-
mation de la composante saisonniere :

~

}/i.?:}/ij_sﬁ J=1...,p, i=1,...,n

Illustration

Les calculs concernant 1’évolution de la production industrielle figurent
dans le Tableau 10.1. La tendance est stable au voisinage de 1% et la série
CVS conserve les irrégularités dues a la composante résiduelle (c¢f. Figure
10.3). La représentation des mouvements saisonniers (cf. Figure 10.4) montrent
clairement 1’élimination de l'effet saisonnier.

Itération du procédé

Il se peut que la série CVS obtenue ci-dessus présente encore un effet
saisonnier. Dans ce cas on peut estimer a nouveau la tendance en lissant la
série par une moyenne mobile d’ordre plus faible que p (2 ou 3 pour une série
trimestrielle, 5 ou 7 pour une série annuelle). On reprend alors I'estimation
des coefficients saisonniers comme précédemment a ’aide de la série brute Y;
et de la nouvelle tendance.

En résumé On retiendra ’estimation de la tendance par lissage et la construc-
tion de la série CVS.
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