Correction des exercices du livre
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Ce document présente les corrections des questions de cours et des exercices des pages 535 & 552 du
livre : Thierry Roncalli, La Gestion des Risques Financiers, Economica, deuxiéme édition, 2009. Notons
que ce livre est cité sous la référence [TR-GDR] par la suite. Ce document présente aussi de nouveaux
exercices (& partir de la page 46) et la correction de ceux-ci (de la page 49 a la page 61). Pour chaque
exercice, nous indiquons a quelle page du livre le lecteur peut trouver I’énoncé correspondant. Par exemple,
I’énoncé du premier exercice “valeur en risque d’un portefeuille long/short” se trouve a la page 538 du
livre “La Gestion des Risques Financiers”.
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1 Correction des exercices

1.1 Valeur en risque d’un portefeuille long/short (TR-GDR, page 538)

La référence principale de cet exercice est (TR-GDR, pages 61-63). On note Py (t) (resp. Pp (t)) la
valeur de laction A (resp. B) a la date ¢. La valeur du portefeuille est :

P({t)=xza-Pa(t)+zp-Pp(t)

avec £4 et xp le nombre d’actions A et B. On en déduit que le PnL entre les dates t et ¢ + 1 est ! :

PuL(t:t+1) = P(t+1)—P(t)
= xA(Pa(t+1)—Pa(t))+2ap(Ps(t+1)— Pg(t))
= xAPs(t)Ra(t;t+1)+2pPp(t) Rp(t;t+1)

avec Ry (t;t+ 1) et Rp (t;t + 1) les rendements des actions A et B entre les dates ¢ et t + 1.
1. Onaxy =+1, g = —1 et P4 (t) = Pp (t) = 100. On en déduit que :

PnL (¢;t+1) =100 x (R4 — Rp)

Ona Ry — Rp ~N(0,04_p) avec :

oAa-B = \/0,202 +(—=0,20)* +2 x 0,5 x 0,20 x (—0,20)
= 20%

La volatilité annuelle de cette position long/short est donc de 20%. Pour calculer la VaR pour un
horizon 1 jour, on utilise la méthode du scaling (TR-GDR, page 74). On obtient ? :

1
VaRip = ®71(0,99) x 100 x 04_p X N
1
= 2,33 x 100 x 0,20 x
v 260

2,89

La probabilité de perdre 2,89 euros par jour est de 1%.

1. On suppose ici que les positions ne changent pas d’une période a autre.
2. car ®1(0,99) = —&~1(0,01).



2. OnaPnL(t;t+1) =100x (R4 — Rp). On utilise les données historiques pour calculer les scénarios
de rendements joints (R4, Rp). On en déduit ensuite la distribution empirique du PnL. Enfin, on
calcule le quantile empirique correspondant. Avec 250 scénarios, le quantile empirique 1% est a
mi-chemin entre la deuxiéme et troisiéme pires pertes :

1
VaRip = |30+ 5 (~2.72— (~3,09))
= 2905

La probabilité de perdre 2,905 euros par jour est de 1%. On obtient un résultat trés proche
de la VaR Gaussienne.

3. L’expression du PnL devient (TR-GDR, pages 91-95) :

PaL(t;t+1) = (Pa(t+1)—Pa(t)) —

avec C4 (t) la valeur de 'option d’achat. On a :
Cat+1)—Ca(t) A x (Pa(t+1)— Pa(t))
avec A le delta de I'option. On en déduit que :
PnL (£t +1) = 50 x R4 — 100 x Ry

A titre d’illustration, on obtient pour la VaR analytique :

1
VaR = 10,99 X 04/ X ——
1D (0,99) X 0a/B 7555
1
= 233 x17,32 x
V260
= 250
car :
oap = an)xogof«+(—1m)xozof-+2x(L5x(a)xoao)x(—1m)x030)

17,32

La VaR 1 jour 99% est donc passée de 2,89 euros a 2,50 euros.

1.2 Valeur en risque d’un portefeuille de gestion (TR-GDR, page 538)
1. On a (TR-GDR, page 63) :

PuL(t;t+1) = P({t+1)—P(t)
= PO)A+R(Et+1))—P(b)
— P R(tt+1)
avec P (t) la valeur du portefeuille & la date ¢ et R(¢;¢+ 1) le rendement du portefeuille pour
la période [t;t +1]. A la date ¢, P (t) est une variable certaine — P (t) est égal a4 20000 euros —
tandis que R (t;t + 1) est aléatoire. Par construction, R (¢;¢+ 1) suit une distribution N (y,, 0p)

avec [, = x " 11 le rendement espéré du portefeuille et op = Va T Xz la volatilité du portefeuille. Soit
VaR, la valeur en risque du portefeuille. Celle-ci vérifie :

Pr{PnL (t;t+1) < —VaR}=1-«



ou de fagon équivalente :
Pr{L(t;t+1)>VaR}=1—-«

avec L (t;t +1) = —PnL (¢;¢ + 1) la fonction de perte. On en déduit que :

Pr PnL(t;t—i—l)—P(t)upS—VaR—P(t),up 14
P(t)op P(t)op
o —VaR —P (t) pp  1-a
P(t)o,
On obtient finalement que :
VaR = —-P)p,—® ' (1—a)P(t)o,
= P(t)

X (@71 () opp — up)
) X (@*1 () VzTEx — xT,u)
Pour déterminer la VaR gaussienne du portefeuille, il suffit de calculer 'expression précédente avec

les valeurs données de P (t), x, p et ¥. Dans cet exercice, on a u, = —34% et o, = 40%. La VaR
99% pour une période de détention d’un an est donc :

(
— Pt

VaRpy = 20000 x (2,33 x 0,40 + 0,34) = 25440

On applique la méthode du scaling pour calculer la VaR mensuelle (TR-GDR, page 74) :
1
V12

Si on néglige 'effet moyenne — i, = 0 — on obtient VaRiy = 5380. En fait, il n’est pas pertinent
d’introduire ’effet moyenne car on n’a aucune information sur le rendement espéré du portefeuille
dans le futur. Introduire I’effet moyenne revient & considérer qu’il y a une persistance de la perfor-
mance. Ainsi, des actifs qui ont bien performé dans le passé récent auraient une valeur en risque
plus faible que des actifs qui ont moins bien performé pour le méme niveau de volatilité. A titre
d’illustration, considérons un actif qui a une performance de 15% et une volatilité de 5% sur les 250
derniers jours de trading. On obtient une VaR négative égale a 2,33 x 0,05 — 0,15, ce qui signifie
que la probabilité de subir une perte est plus petite que 1% !

VaRlM = VaRly = 7344

. Le quantile empirique 1% correspond & la statistique d’ordre 2,6 : 260. On procéde par interpolation
et on a (TR-GDR, page 66) :

VaRip = — (11244 0,6 x (—1012 — (—1124))) = 1056.8
Par la méthode du scaling, on obtient (TR-GDR, page 74) :
VaRlM =20 VaR1D = 4726

La VaR historique 99% pour une période de détention d’un mois est égale a 4 726 euros.
. On écrit la relation de fagon vectorielle (TR-GDR, pages 119-121) :

Tt = BFt+Et

On en déduit que :
var (r;) = BQBT + D

avec B la matrice n x m de sensibilité aux facteurs et D une matrice diagonale d’éléments o7, . . .

(a) On a :

op = \/:UTBQBT:E + 2T Dx

Il vient donc que :

VaR = P (t) x ' (a) x V/aTBQBTz + 27 Dx



(b) On en déduit que :

VaR = P (t) x @' (a) x \/(ﬁUF)2 2711 Tz + 27 Dz

Sio? = 0]2 = 02, alors le portefeuille de VaR minimale satisfait le programme d’optimisation

suivant :

1

z* = argmin §:rT ((ﬁop)2 117 + UQIn) x
sc. 1lz=1

Le Lagrangien est :

L T T

f(x;)\)zix Qr—X(1'z—1)

avec () = (50}:)2 117 + 021,,. Les conditions de premier ordre sont :

Ouf(z;0) =Qr — A1 =0
Of(z;\)=1Tz—-1=0

On obtient z = AQ~'1. On en déduit aussi que :

1Tz —-1=0
s 1T\ '1-1=0

d’ot : .
A= ———
1TQ11
La solution optimale est donc :
1
* —1
=——— Q"1
=101
La matrice Q! est particuliére. C’est une matrice telle que (Qfl)” = (Qfl)jj et (Q’l)ij =

(Q_l)ji car les termes de variance sont les mémes ainsi que les termes de covariance. Le
;

portefeuille de valeur en risque minimale est donc le portefeuille équipondéré (ou portefeuille

1/n) :

n

3

1.3 Construction d’un scénario de stress a partir de la théorie des valeurs
extrémes (TR-GDR, page 542)

1. Le théoréme de Fisher-Tippet permet de caractériser la loi asymptotique de X,,.,, = max (Xy,..., X,)
avec X; des variables aléatoires 7id de distribution F. S’il existe des constantes a,, et b, telles que :

lim Pr{Xnm_bn < x} =G (2)
n— o0 an,

alors G est une distribution de Gumbel, de Fréchet ou de Weibull (TR-GDR, page 139).
2. On a (TR-GDR, page 140) :

Pr{)(":"_b" <$}

an, -

Pr{X,.m < anx + by}

= F"(apz+by,)



(a) On a (TR-GDR, page 141) :

F" (apx +b,) =

/N

1— e—A(A71w+k71 In n))n

On en déduit que :

n
(b) On a:
F"(apz+b,) = (nlz+1-n"")"
1 n
= (1+=@-1
(1+16-1)
On en déduit que :
. 1 "
G<x)$£&<”n(x1)) = Uy (z—1)

(c) On a:

1—

6+ 6a~1 1/az+9nl/a 9> >

(1 ( nl/aw+n1/a>>
1 x —a\"
)
On en déduit que :

1 —x n )&
Ga) = fim (1= 3 (142)7) = 008"~ (142)
n—00 n « «
3. La distribution GEV permet de caractériser les trois types de distribution par une distribution
unique. On a (TR-GDR, page 146) :

g(x) = 0,G(x)

- Here(=)] e e (552)]
On en déduit que :
o () (5) E el

(2

1—

4. On a:

1/ _ —=
ghi%(l‘f‘gx) =e

lim G (z) = %iir(l)exp{{1+£(x;#):|1/§}
- ool (2] )
ol ()

On en déduit que :




5.

1.4

Le temps de retour est la durée moyenne entre deux dépassements successifs de la VaR (TR-GDR,

pages 79-81). On a :
1

l—«

f(VaRy) = X p

avec « le seuil de confiance et p la période de détention. Si « est égal & 99% (resp. 95%) et si p est
1 jour (resp. 1 an), £ (VaR,,) est égal a 100 jours (resp. 20 ans).

Le stress-testing permet de calculer la perte maximale d’un portefeuille pour un scénario extréme
donné (TR-GDR, pages 121-129). Il permet donc de compléter la valeur en risque. En effet, celle-
ci est généralement basée sur les 260 derniers scénarios historiques journaliers. Ces scénarios ne
correspondent pas forcément a des scénarios extrémes ou adverses. Dans la réglementation, le stress-
testing est utilisé pour identifier les scénarios les plus risqués pour la banque. Ils ne donnent pas
lieu & une exigence de fonds propres. Néanmoins, ils doivent étre réalisés de fagon périodique (par
exemple tous les trimestres) et les résultats doivent étre communiqués aux autorités réglementaires.
Pour le risque de marché, un exemple de scénario de crise est une baisse des actions de 50% en
un mois. On utilise aussi le stress-testing pour mesurer les risques de marché liés & des paramétres
inobservables (pour le pricing d’options exotiques par exemple). Pour le risque de crédit, un exemple
de scénario de crise est un défaut de plusieurs pays de la zone Euro.

On a (TR-GDR, page 146) :
G la)=p—ot? [1 - (—hloz)_g}
Pour £ = 1, on obtient :
Gla)=p—o (1 - (—lna)_l)

Par définition, on a £ = (1 — oz)_l n. Le temps de retour £ est donc associé¢ au seuil de confiance
a=1-n/t. On en déduit que? :

r(l) ~ —G7'(1-n/i)
~ —(n-o (1= (-m(-n/)7"))
(e (G1)e)

On remplace ensuite u et o par les estimateurs du maximum de vraisemblance [ et &.
On a:

r(P) = —(0,01+(12—1)0,03) = —34%
r(P) = —(0,10+ (12—1)0,02) = —32%

Le scénario de stress est plus sévére pour le portefeuille P;. Si on considére cette mesure de risque,
le portefeuille P; est donc plus risqué que le portefeuille P.

Stress-testing et statistiques d’ordre (TR-GDR, page 545)

. Le stress-testing permet de calculer la perte maximale d’un portefeuille pour un scénario extréme

donné (TR-GDR, pages 121-129). Il permet donc de compléter la valeur en risque. En effet, celle-
ci est généralement basée sur les 260 derniers scénarios historiques journaliers. Ces scénarios ne
correspondent pas forcément a des scénarios extrémes ou adverses. Dans la réglementation, le stress-
testing est utilisé pour identifier les scénarios les plus risqués pour la banque. Ils ne donnent pas
lieu & une exigence de fonds propres. Néanmoins, ils doivent étre réalisés de fagon périodique (par
exemple tous les trimestres) et les résultats doivent étre communiqués aux autorités réglementaires.

3. On prend I'opposé de G~! (a) car on considére ici les minima et non les maxima.



Pour le risque de marché, un exemple de scénario de crise est une baisse des actions de 50% en
un mois. On utilise aussi le stress-testing pour mesurer les risques de marché liés & des paramétres
inobservables (pour le pricing d’options exotiques par exemple). Pour le risque de crédit, un exemple
de scénario de crise est un défaut de plusieurs pays de la zone Euro.

. On a (TR-GDR, pages 131-133) :

G, (z) = Pr{max(Xy,...,X,) <z}
= Pr{Xj<uz,....X, <z}

= J[Pr{xi<a}

i=1
- ()

o

. On considére la statistique d’ordre X,,.,,. La fonction de densité associée est :
Jn(@) = 0:.Gpun(x)
(e (1)
o o o

La log-vraisemblance associée a un échantillon (z1,...,z,,) de la statistique d’ordre X,,.,, est donc
(TR-GDR, page 135) :

m

E(n):mlnn—%ln(%)_%lngz_z% (xi_“>2—(n—1)1nq><xi‘“)

g g

=1

Pour chaque statistique d’ordre X,,.,, nous pouvons donc calculer la log-vraisemblance £ (n) et
déterminer les estimations /i (n) et 6 (n). Il suffit ensuite de tester les hypothéses i (1) = 1 (2) =
.=f(m)et (1) =6(2)=...=6(n) (TR-GDR, pages 136-137).
. Le temps de retour est la durée moyenne entre deux dépassements successifs de la VaR. On a
(TR-GDR, page 81) :

1

f(VaR,) = o XP

avec a le seuil de confiance et p la période de détention. Si o = 99%, & (VaR,,) est égal a 100 jours
(resp. 4 ans et 100 ans) si la période de détention est 1 jour (resp. 10 jours et 1 an). On a :

Le temps de retour associé aux quantiles G1* (99%), G5 (99%) et Gy (99%) est donc égal a 100
jours, 500 jours et 2200 jours.

. On cherche le seuil de confiance « tel que (TR-GDR, page 150) :
E(Ggol (04)) = 2?(\/aRgg,g%)

On a donc : ) )
x 20 =

— x1
11—« 1-0,999

ou encore :

a=1-20x0,001 = 98%



1.5 Les mesures de risque (TR-GDR, page 549)
1. (a) On a (TR-GDR, page 29) :

VaR () inf{z:Pr{L >z} >a}
ES(a) = E[L|L> VaR(«a)]

(b) On suppose que F est continue. On a donc VaR (o) = F~1 (a). On en déduit que :

ES(a) = E[LIL>F'(a)]
_ /°° N 1 C) N
F-1(a) 1-F(F-! (Oé))
= L / zf (x) dz

11—« F-1(a)

On considére le changement de variable ¢ = F (z). Comme dt = f (z) dz et F(c0) = 1, on

obtient : )
1
ES (a) = l—a/ F~'(t) dt
(¢c) On a:
$7(9+1)
f (x) =0 x,Q
On a donc :
oo $_(9+1)
E[L"] = / 1" ——p—dx
T_ T _
0 oo
— — xnfefl dl‘
xT_ T_
0 xn—é e
T [” - QL
— 0 n
0 — nx_
On en déduit que :
0
E[L] = _
(L] =g—=
et : 9
E [Lz] =3 z?

On remarque aussi que :

4 2

VaI‘(L)ZE[L ] —E [L] me_

r_ permet de localiser la distribution tandis que 6 controle la queue de distribution. On a :

Fla)=2_(1- a)_eil

On en déduit que :



On obtient donc :

BS(a) = — /1x_(1t)61dt

Comme 6 > 1, on a alors 00%1 >1let:

ES(a) = LVaR(a)

(d) On a:

1 [ 1 1z —p\>
ES (o) = 7/ x exp | —= ( M) dx
11—« ptod—1(a) OV2m 2 o

On considére le changement de variable t = 0~! (z — ). On obtient (TR-GDR, page 498) :

ES(a) = . ia [:Ol(a) (1 + ot) \/% exp (—;t2> dt
- RO+ WAml(a)teXp (_;t2> dt
= u+ + {—exp (—1152)}00
(1—a)V2r 2 =1 (a)
= p+ ﬁ exp (—; (@ (a)]2>
e @)
Comme ¢’ () = —x¢ (), on a :

—®() = /m () dt

On considére l'intégration par partie avec u (t) = —t~! et v’ (t) = ¢ (¢) et on obtient
oM™ _ [T 1
¢ (x) / =1
= — (—to (t)) dt
e [ g
_ o) / <1,
= ) gr@a



On considére de nouveau l'intégration par partie avec u (t) = t=2 et v’ (t) = ¢ (¢) et on obtient :

1-®(zx) = ‘M+[¢(t)]oo/; 5 5 (t) dt

z 3 Rz
_ 9@ 9 3,
- r a3 _/z 3 () dt

On peut continuer a intégrer par partie de fagon récursive en posant v’ (t) = ¢ (¢). On obtient
finalement ’expansion suivante :

e = Ot ast e a0
_ ¢§f> 4 % f: (-1)" (H (2i 1)) ;;ff)l
s, v

d’olt on en déduit que : ’ ' U (2)

¢(r) =z (l-2(x)) -

On reprend l'expression de ES () et on pose z = &~ (o) :

ES(O[) = [L‘F(liﬁ
1-a)

A (o D G C)))

= pu+ ¢ (z)

_ -1 \I/(q)_l(a))
= nte 0 =G G ()
_ vaR(a)— o 22T @)

= VaR(a) (1-—a)®d 1 (a)

On en déduit que ES (o) — VaR («) lorsque o« — 1 car :

lim v ((I)_l (a))

T (e "

(e) Pour la distribution gaussienne, I’expected shortfall et la valeur en risque coincident pour des
niveaux élevés de probabilité, ce qui n’est pas le cas de la distribution de Pareto, qui présente
une queue épaisse. L’utilisation de la distribution de Pareto peut donc produire des mesures
de risque beaucoup plus élevées que celles basées sur la distribution gaussienne.

2. On a (TR-GDR, page 29) :

R(L1i+ L2) =E[L1 + Lo] = E[L1] + E[Lo] = R (L1) + R (L2)
R(AL) = E[AL] = AE[L] = AR (L)
R(L+m)=E[L-m]=E[L]-m=R(L)—m

On remarque que :

]E[L]:/OO xdF(x)—/OlFl(t) dt

— 00

On en déduit que si Fy (x) > Fy (), alors F{' (t) < F5' (t) et E[L1] < E[Ls]. R est donc une
mesure de risque cohérente.

11



3. On procéde de la méme fagon pour montrer que R (L) =

E[L] 4+ o (L) est une mesure de risque

cohérente.
4. On a:
/; 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Pr{L=¢}|02 01 01 01 01 01 0,1 01 0,
Pr{L<¢} |02 03 04 05 06 07 08 09 1,0

5.

(a) On a VaR (50%) = 3, VaR (75%) = 6 et VaR (90%) = 7. On en déduit que :

3x10% +...+8 x 10%

ES (50%) — = —55
0
6 x 10% + ... +8x 10
ES (75%) = - %+3007+ <A0% _ 70
0
| 1
BS(ooy — X0 EEX10% o

20%

(b) On doit construire une distribution bivariée telle que (TR-GDR, page 30) :

Fi'(a) +Fy' (o) <Fily (@)

Pour cela, on peut s’aider des différents résultats sur les inégalités de Makarov (TR-GDR,
pages 344-350). Par exemple, il suffit de considérer la somme ordinale de la copule C* pour
u1 < a et ug < a et d’une autre copule C, pour u; > « et us > « pour produire dans la
plupart des cas une distribution bivariée qui ne vérifie pas la propriété de sous-additivité pour
la valeur en risque. Prenons par exemple o = 70% et C, = C~, on obtient la distribution

bivariée suivante :

Ui 0 1 2 3 4 5 6 7 8 |Pr{Ly=4}
0 0,2 0,2
1 0,1 0,1
2 0,1 0,1
3 0,1 0,1
4 0,1 0,1
5 0,1 0,1
6 0,1 0,1
7 0,1 0,1
8 0,1 0,1
Pr{L;=¢}[02 01 01 01 01 01 01 01 0,1
On a donc :
b 0 2 4 6 8 10 14
Pr{Li+Ly=¢}[02 01 01 01 01 01 03
Pr{Li+Ly <4} |02 03 04 05 06 07 10

Comme F{ " (80%) = F5 " (80%) = 6 et F1, (80%) = 14, on en déduit que :

Fi'(80%) +F5 " (80%) < Fil, (80%)

(a) On a (TR-GDR, page 498) :

(b) On a:

d VaR ()
(%ci

=E[L;] L = VaR (a)]

L~N (mTu, % xTZI)
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On en déduit que :
VaR (o) =z p+ &7 (o) Va TSz

et :
0 VaR (« Sz
ONARIQ) s ()
dx VaTsz
On peut aussi utiliser le résultat précédent pour retrouver cette expression (TR-GDR, page
499).

1.6 Valeur en risque crédit d’un portefeuille non granulaire (TR-GDR, page
542)

On rappelle le résultat suivant. Soient A et B deux événements indépendants. On a :

Pr{Adet B} = Pr{A} xPr{B}
Pr{AouB} = Pr{A}+Pr{B}—-Pr{A} xPr{B}

La référence principale de cet exercice est (TR-GDR, pages 30 et 197-200). La perte aléatoire L a
pour expression :
L =1000 x LGD xD

avec LGD la perte en cas de défaut et D la variable aléatoire représentant le défaut. D est une variable
de Bernoulli de paramétre PD.

1. On a L =1000 x D. L peut donc prendre deux valeurs 0 et 1000. On a :
Pr{L =0} = Pr{1000x D =0}

= Pr{D =0}
1-PD
On obtient finalement :
T ‘ 0 1000

Pr{L ==z} | 995% 0,5%
Pr{L <=z} | 995% 100%

On en déduit que la VaR 1 an & 99% est nulle.
2. Dans ce cas, L peut prendre trois valeurs 0, 500 et 1000. On a :

Pr{L =0} = Pr{1000x LGD xD =0}
= Pr{D =0}
99,5%
et :
Pr{L =500} = Pr{1000x LGD xD = 500}

= Pr{LGD =50% et D = 1}
= Pr{LGD =50%} x Pr{D =1}
= 25% x 0,5%

On obtient finalement :

x |0 500 1000
Pr{L=x} | 995% 0,125% 0,375%
Pr{L <=z} | 995% 99,625%  100%

On en déduit que la VaR 1 an & 99% est nulle.
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3. Dans le premier cas, on obtient :

x | 0 1000
Pr{L =2z} | 90% 10%
Pr{L <z} | 90% 100%

Dans le deuxiéme cas, les résultats deviennent :

x | 0 500 1000
Pri{l=u} [ 90% 25% 7,5%
Pr{L <z} | 90% 92,5% 100%

La VaR 1 an a 99% est égale a 1000 euros dans les 2 cas.
4. L’expression de la perte aléatoire L devient :

L =1000x LGD4 xDy4 +1000 x LGDg xDpg

L peut donc prendre trois valeurs 0 (si A et B ne font pas défaut), 1000 (si A ou B fait défaut) et
2000 (si A et B font défaut). On a :

Pr{L=0} = Pr{Ds=0et Dg=0}
= Pr{Ds=0}xPr{Dp =0}
= 0.9x%x0.9
et :
Pr{L=1000} = Pr{Ds=0et Dg=1}+Pr{Dy=1et D=0}
2x0,9x%x0,1
On obtient :
x ‘ 0 1000 2000

PriL =z} | 81% 18% 1%
Pr{L <z} |81% 99% 100%

La VaR 1 an 4 99% est égale a 1000 euros.
5. Dans ce cas, L prend cinq valeurs 0, 500, 1000, 1500 et 2000. On a :
Pr{L=0} = Pr{Ds=0et Dp=0}=0,9x0,9
Pr{L =500} = Pr{Ds=1, LGDs =50% et Dg =0} +
Pr{Ds=0,Dp=1et LGDp =50%}
= 2x09x%0,25x0,1
Pr{L=1000} = Pr{Ds=1, LGD4 =100% et D =0} +
Pr{Ds=0,Dp=1et LGDg = 100%} +
Pr{D4 =1, LGD4 =50%, Dg =1 et LGDp = 50%}
2% 0,9 %x0,75 x 0,1 +0,1 x 0,25 x 0,1 x 0,25
Pr{L =1500} = Pr{D4s=1, LGD4 =100%, Dg =1 et LGDp =50%} +
Pr{Ds =1, LGD4 =50%, Dg =1 et LGDp = 100%}
= 2x0,1x0,75 x 0,1 x 0,25

Pr{L=2000} = Pr{Ds=1, LGD4 =50%, Dg =1et LGDp = 50%}
= 0,1 x0,75%x0,1 x0,75
On obtient :
T ‘ 0 500 1000 1500 2000

Pr{L =2z} | 81% 4,5% 13,5625%  0,375%  0,5625%
Pr{L <z} | 81% 855% 99,0625% 99,4375% 100%

La VaR 1 an a 99% est égale & 1000 euros.
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1.7 Contribution en risque dans le modéle Bale IT (TR-GDR, page 541)
1. On suppose que (TR-GDR, page 179) :

(a) les pertes en cas de défaut LGD; sont indépendantes des temps de défaut 7 ;
(b) le défaut de la i-iéme créance dépend d’un ensemble de facteurs communs X7, ..., X, ;

(¢) le portefeuille est infiniment granulaire; il n’y a donc pas de concentration d’exposition sur
une contrepartie, ce qui se peut se traduire par la propriété mathématique suivante :

I
EAD; ZEADi ~0
=1

2. Soit R une mesure de risque. La contribution en risque de la créance ¢ est le produit de ’exposition
de la créance i et du risque marginal (TR-GDR, page 497) :

OR
0 EAD;

Dans le cas d'une mesure de risque convexe, on a :

La mesure de risque est alors égale a la somme des différentes contributions en risque.

3. On a:

EL = E[I]
UL = F!(a)-EL

avec F' la fonction de répartition de L. Si les temps de défaut sont indépendants, on obtient :

I
E[L|Xi,...,Xu] =Y EAD, xE[LGD,] x PD; = EL
i=1
L n’est donc plus aléatoire, on a Pr{L = EL} = 1. Il vient que F~! (o) = EL et UL = 0.
4. On note (TR-GDR, page 180) :
I
g(x) =) EAD; xE[LGD;] x PD; ()
i=1
d’ou :
E[L]X =z]=g(x)
On a donc :
F(f) =Pr{L <{} =Pr{g(X) <}

Comme EAD; > 0 et E[LGD;] > 0, g (x) est une fonction monotone croissante (resp. décroissante)
si PD; (z) est une fonction croissante (resp. décroissante) de x. Dans le cas ou g (x) est une fonction
croissante, on a :

Pr{g(X)<f)=a
s Pr{X<g'(0)}=a
& H(g'(0)

& (=gH (o)
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On en déduit donc que :
I
F~!(a) =) EAD; xE[LGD;] x PD; (H™' (o))
i=1
Dans le cas ou g (x) est une fonction décroissante, on a :

Prig(X)<f}=a

s Pr{X>g'(0)}=a
& H(g'(0)=1-a
& t=gH"'(1-0a)

On en déduit donc que :

I
F!(a)= ZEADZ- xE[LGD;] x PD; (H™* (1 — a))
i=1

Si au moins une des expositions EAD; est négative, la fonction g (z) n’est plus forcément monotone.
On ne vérifie plus g(X) < £ & X < g1 (¢) (cas croissant) ou g(X) < £ & X > g1 (¢) (cas
décroissant) et les expressions de F~! (a) ne sont plus valides. On ne peut donc pas utiliser le modéle
de capital réglementaire si le portefeuille de crédit contient une (ou plusieurs) exposition nette
négative sur une contrepartie. Pour la gestion de portefeuille de crédit, cela implique que 'achat
d’une protection de type CDS sur une contrepartie ne doit se faire que pour réduire I’exposition sur
cette contrepartie et non pour prendre une position short sur celle-ci.

5. On a (TR-GDR, pages 181-182) :

PD;, = Pr{n <M}
Pr{Z; < B}
~ o(B)

d’ott B; = ®~1 (PD;). On a aussi :
= Pr{\/ﬁX+\/1—p£¢§Bi|X:x}
B; — /pX
= Pr{sig\/ﬁX:x}
_ 3 (fl)_l (PD;) — \/ﬁx)
vi—=p
En utilisant la paramétrisation de ® (x1, 22; p) donnée a la page 296 de TR-GDR, on a :
o~ (PD;) — VpX > o~ (PD;) — \/px
oo ()] - [ (A e
1—p 1—p
= @ (c0,@ ' (PD;);p)
= PD;

— 0o

6. La probabilité de défaut conditionnelle étant une fonction décroissante de x, on a :
I
F~'(a) = Y EAD;xE[LGD;] x PD; (27" (1 - a))
i=1
I _ _
o1 (PD;) — /p®~ ! (1 —
— Y EAD, xE[LGD;] x ® ( (PD:) — 2~ ( a))
i=1 Vi=p

C NCBAD, o (2TH(PDY) + P2 ()
= ;EADZ xE[LGD;] x ® ( = )
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1.8

1.

Comme f (F_1 (a)) = ((%F_1 (a))_l, on en déduit que (TR-GDR, page 505) :

F0= 1
T I &—1(PD;)+/pP~1(a) NG
5211 EAD; xE[LGDy] x 6 ( s ) X ==y
avec £ = F~! ().
p est la corrélation constante des actifs :
cor (ZZ,Z]) = E[ZZZ]}
- E [pX2 + V(L= p)X (e; + ;) + (1 — p)ese;
=

On peut estimer ce paramétre par maximum de vraisemblance en considérant un historique de taux
de défaut (TR-GDR, pages 474-477).

Le Pilier II doit donc s’intéresser & I'impact du non-respect des hypothéses et au risque de modéle.
En particulier, on doit comprendre quel est I'impact de la non-granularité du portefeuille et quel
est I'impact si la corrélation des actifs n’est pas constante (par exemple si elle augmente fortement
dans le cas d’une crise systémique).

Le risque de contrepartie sur opérations de marché (TR-GDR, page 551)

(a) Notons MtMy4 (C) et MTMp (C) le mark-to-market des banques A et B pour le contrat C. On
doit vérifier théoriquement que :

MtMa, 5 (C) = MTM, (C)+MTMp (C)
0

Dans le cas de contrats listés, la relation précédente est généralement vérifiée. Dans le cas
de contrats OTC, il n’y a pas de prix de marché. Dans ce cas, la banque utilise un modéle
pour valoriser le contrat OTC. On parle d’une valorisation en mark-to-model. La relation
MTM 45 (C) =0 (ou MTM 44 5 (C) ~ 0) n’est plus forcément vérifiée pour plusieurs raisons :
les deux contreparties n’utilisent pas forcément le méme modéle de valorisation, les paramétres
utilisés ne sont pas exactement les mémes, les systémes de provisionnement pour le risque de
modeéle (appelés aussi réfactions) ne sont pas comparables, etc. Dans cet exemple, on obtient :

MTMa,5(C;) = 10—11=-1
MTMa,5(C) = —54+6=1
MTMayp (C3) = 6-3=3
MTMa,p(Cy) = 17-12=5
MTMa;p(Cs) = —54+9=4
MTMayp (Cs) = —5+5=0
MTM_44 5 (Cr) 1+1=2

Il y a donc un contrat qui vérifie exactement la relation (c’est le contrat Cg). La relation est
presque vérifiée pour deux autres contrats (ce sont les contrats C; et Ca). Pour le contrat Cr,
chaque contrepartie pense étre gagnante et affiche un mark-to-market positif! Enfin, il y a
trois contrats qui présentent de grosses différences (ce sont les contrats Cs, C4 et Cs).

(b) On a (TR-GDR, pages 216-217) :

I
EAD =) " max (MTM (C;) , 0)

i=1
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On obtient donc :

EAD, = 1046+17+1=34
EADp = 6+9+5+1=21

On a (TR-GDR, page 217) :

I
EADznwx(E:MTNUQLO>

i=1

On obtient donc :

EAD 4
EADp

max(10 —5+6+17—5—-5+1,0) = max (19,0) = 19
max(—114+6—-3—-12+9+5+1,0) = max (—5,0) =0

On a (TR-GDR, page 217) :

EADs, = max(10—-5+6,0)+17+1=29
EADp = max(—114+6-3,00+9+5+1=15

On a (TR-GDR, pages 220-221) :

L’exposition au défaut d’un contrat OTC est égale a :
e (t) = max (MTM (¢),0)

avec MTM (¢) le mark-to-market du contrat a la date future ¢. e (¢) est donc une variable
aléatoire.

La distribution de l'exposition au défaut e (t) pour la date future ¢ est notée Fpg . L'ex-
position future potentielle (potential future exposure) est le quantile de la distribution Fg
pour un seuil de confiance o donné :

PFE, (0:t) = Fgl, ()

L’exposition maximale (peak exposure) est le maximum des expositions futures potentielles :
PE, (0) = sup PFE, (0; )
t
Cette quantité est aussi connue sous le nom d’exposition future potentielle maximale (mazi-
mum potential future exposure ou MPFE).

L’exposition attendue (expected exposure) est la moyenne de l'exposition au défaut pour une
date t donnée :

EE (056) = E[e (t)] = [ odFjo, (o)

L’exposition positive attendue (expected positive exposure) est la moyenne pondérée dans le

temps des expositions attendues :
1 h 1 h
— t)ydt| = — EE (0,¢) dt
P [ ewal = [ ER@Y

L’exposition attendue effective (effective expected exposure) est 'exposition maximale atten-
due jusqu’a la date t :

EPE (0;h) = E

EEE (0;t) = sup EE (0; #) = max (EEE (0;¢~) ,EE (0;1))
o<t
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— L’exposition positive attendue effective (effective expected positive exposure) est la moyenne
pondérée dans le temps des expositions attendues :

h
EEPE (0; h) = % / EEE (0;¢) dt
0

~ Sie(t) = oVte avec € ~ Ujp 1], on obtient :

x
F -
[O,t] (x) O’\/{f
avec x € [0,0\/ﬂ. On a donc :
PFE, (0;t) = Fpl (@) =aovi
PE, (0) = aoVT
oVt g oVt
EE (0;t) = — dr = -
o0 = [ e—a=
oVt ovh
EPE (0;h) = 7/ IVE 4 =
hiJyo 2 3
EEE (0;t) = "\[
h
EEPE (0;h) = h/ —dt

~ Sie(t) =exp (0Vte) avec e ~ N (0,1), on obtient :

Flo (z) =@ (%)

avec x € [0,00]. On a donc :

PFE, (0:t) = Fjl(a)=exp (a\/cb (a ))
PE, (0) = exp(aﬁ@ 1 )
EE (0;t) = exp(;a%>
EPE (0;h) = <exp<20 h) 1)/(};%)
EEE (0;¢) = exp(; 2)

EEPE (0; h)

(o (a) )/ ()

— Sie(t) =0 (13— ETt* + 3T?t) € avec € ~ Ujp 1], on obtient :

X
o (13— LTt + 3T2t)

Fio.q (7) =Fjoyq (z) =
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avec x € [O,a (t3 - %Tt2 + %TQt)]. On a donc :

7 4
PFE, (0;1) = Fyl(a)=ao <t3—3Tt2+3T2t>
PE, (0) = 1{t<t*} -PFE, (0;t)+1{t>t*}-PFE, (0;t*)
1 7 4
EE(0:t) = Zo(t3—=T*+ =-T%*
00 = o (@ - Tre s gr)
3 _ 928Th?2 4 2472
EPE(0:h) — o 9h 8Th? + h
72
EEE (0;t) = 1{t<t*}-EE(0;t)+1{t > t*}-EE(0;t")
1 h
EEPE(0;h) = - / EEE (0; ) dt
0
avec :
-1
t*=<79 M>T

Cette exercice est plus difficile que le précédent, car la fonction e (t) n’est pas monotone
croissante. Elle est croissante pour ¢ < t1 et ensuite décroissante?. Ceci explique que I'on
doit déterminer pour PE, (0) et EEE (0;¢) I'optimum #*. A titre de comparaison, nous
reportons les différentes fonctions EE (0;¢), EPE (0; k), EEE (0;¢) et EEPE (0; h) pour ces
deux exercices sur les graphiques 1 et 2.

FIGURE 1 — Exposition au défaut si e (£) = exp (ov/tN (0,1))

EE(t) EPE(h)
15 5
4
10
3
2
5
1
Q 0
Q 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t h
EEE(t) EEPE(h)
15 5
4
10
3
2
5
1
0 T . d
Q 5 10 15 20 0 5 10 15 20

4. En fait, il y a une seconde racine :

1
5= <7+9¢§>T

On note que e (t) peut prendre des valeurs négatives pour ¢t autour de cette racine. On ignore ce probléme pour calculer les
différentes quantités.
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FIGURE 2 - Exposition au défaut si e (t) = o (2 — ITt2 + $T%) U 4

EE(t) EPE(h)

O = N W A& U O N ®
O - N L M O O N O

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
t h

EEE(t) EEPE(h)

o = N LA U N @
O =~ N LM OO N @

(b) On a (TR-GDR, pages 224-225) :
€ (t) = max (331 + 0'1W1 (t) 5 0)

On en déduit que : .
Ele (t)] :/ max (z,0) f (z) dz

avec f (z) la fonction de densité de e; (t). Comme e (t) ~ N (21,01+/t), on obtient :

oo [ e (4 (5 ) o

On considére le changement de variable y = o7 't~/ (x — x1). On obtient :

oz 4 o1ty 14
Ele(t = LR A _- d
e ()] N exp( 59 | dy
o1Vt

= 931/00 ¢ (y) derUl\/%/

—xq

° 1 < 1 2) d
yexp |\ —zvy Y
= —5 V2T 2

= 2P (lejﬁ) + 01\/75[—¢(y)]2%

= e (G) ee ()

car ¢ (—z) = ¢ (x) et D (—2)=1— P (x).
(¢c) On a:

e(t) =max (z1 + 22 + o1 W1 () + 02Wa (t),0)
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On en déduit que :

e(t) ~N (acl + x9, \/th + o3t + 2p0102t)

En utilisant le résultat de la question (b), il vient que :

Ele(?)]

= ($1+$2)<I><

\/O’%t + J%t + 2poioate (

Ty + T2 n
Vot + o2t + 2poi oot

r1 + X2
Vot + o3t + 2poi oot

(d) On a représenté la fonction E[e ()] sur le graphique 3 dans le cas 1 = z2 = 0 et 01 = 0.
On note que la moyenne de l'exposition au défaut est une fonction croissante du temps et de
la volatilité et que I'impact d’un contrat de compensation globale peut étre trés important,
surtout dans le cas d’une corrélation faible ou négative.

FIGURE 3 — Espérance de lexposition au défaut E [e (¢)] de la banque A
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1.9 Le risque opérationnel (TR-GDR, page 550)
1. (a) On rappelle que la fonction de densité de la distribution LN (i, o) est (TR-GDR, pages 239) :

f(x) =

1

——e
oxV 2T

= (3 (1))

On en déduit que la fonction de log-vraisemblance est :

= 2 Inf(L)

n - I~ /InL;—p 2
ln02—21n(27r)—21nLi—22<0>
i=1

t(p,0)

n

2
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Pour calculer les expressions des estimateurs /i et &, on peut procéder de deux fagons.

#1 On sait que si Y ~ LN (p,0), alors X =InY ~ N (u,0) et que les estimateurs i et 6 du
maximum de vraisemblance de X ~ N (u, ) sont :

1 n
no= ZZZ:;%

Q>
|

On en déduit que les estimateurs & et ¢ du maximum de vraisemblance dans le cas (i)

sont :
o ni*l '
6 = lzn:(lnL-—A)Q
ni:l ' !

#2 On maximize la log-vraisemblance et on en déduit les estimateurs i et & :

(j1,) = argmax £ (j1, )

Cela revient a résoudre les conditions du 1°* ordre :

{ Ol (p,0) =0
05l (11,0) =0
Ona: .
Ol (p,0) = %Z(lan —p)=0
i=1

et donc : Lo

= ;mLZ
Ona: ,

Oyl (1,0) = _z 2 (lnL;; ) =0

et donc :

Pour m > 1, 0on a :

o 1 1 (lnz—p\>
E[L"] = ™ exp | —= dz
0 oxV2m 2 o
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On considére les changements de variable y = 0~! (Inx — ) et z = y — 0. On obtient :

E[L;"]

7 e L _Le) g
p(mu+m0y)me><p 5Y )y

<1 1
= exp(mu) X / exp (—y2 + may) dy
—oo V21 2

1 >~ 1 1

= exp(mu) X exp (2m202> X / N exp <—2 (y — m0)2> dy
1 5 5 >~ 1 1,

= exp(mu) X exp Zm-o” | x ﬁexp —5% dz
1

= exp(mu) X exp (2m202> X [®(2)]%,

1
= exp (m,u + 2m202)

E[L] = elntio?)
E [Lﬂ _ e(2u+202)
var (L;) = E[L?] —E*[L;]

o) (o)

e(2nte?) (e"2 — 1)

On peut donc estimer les paramétres p et o par la méthode généralisée des moments en
considérant les moments empiriques suivantes (TR-GDR, pages 239) :

hia(p,o) = L;— o(ut3o?)
hi,2 (/MO') = (Li _ e(u-f—%az))z _ 6(2"”"72) (602 B 1)
(b) On a :
2 (6+1)
fo)=0==

On en déduit que la fonction de log-vraisemblance est :
0O) = Y Inf(L)
i=1

= nln0—(0+1)) InL;+nflnz_

i=1

La condition du 1°* ordre est :
n n n
Al (0) = 5 ~ 2111@ + ;mx, =0
On en déduit que :

nz@iln%

=1
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L’estimateur du maximum de vraisemblance est donc :
n

~ L

f=n E In =

2 T_
=1

Pour m > 1,on a:

oo x—(@—i—l)
E[L"] = / 2" ——F—dx
z_ X_
0 oo
= — 2" 0 dg
xr_ T_
0 m—0 o0
T oa? [m - QL
9 m
= T
0—m ~
On en déduit que :
0
E[L] = _
(L] =5—=
et : 0
E L2 _ 2
7] = 7 =?
On remarque aussi que :
0
var (L) =E[L*] —E*[[] = —————a?

017 (0-2) "

On peut donc estimer les paramétres p et o par la méthode généralisée des moments en
considérant les moments empiriques suivantes :

0
1%

0\’ 4 2
ha® = (L-gt) ~ g

La mise en place de la méthode GMM peut se faire en considérant soit le premier moment
hi (9), soit le second moment h; o (0) soit les deux moments joints (h; 1 (9) , hi2 (9)).

hia(0) = L;—

)

(¢) L’expression de la densité conditionnelle dans le cas (ii) est (TR-GDR, page 242) :

f(z)
Li=x|L;>H) = ——
x—(9+1) H-?
= 0
z? z?
_ ey
-0
La distribution conditionnelle est donc une distribution de Pareto de méme parametre 6 avec
x_ = H. L’estimateur # du maximum de vraisemblance devient donc :
0= "

(2?21 InL;)—nlnH
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Pour la distribution (%), on obtient (TR-GDR, page 243) :

1 oo ‘Im71 lnxfu 2
E[L}" | L 2 H] 1_¢«mH—uM®>ﬁLazwwp< (5 )>d$

:
B 1—¢«m2—ﬂwvmﬁiazw“p<é<x;uf+””>dx

exp

exp (mp + r?c?/2) /°° 1 1
I H 0V21 2

=@ (mH — ) /o)
exp (mp 4+ m20?/2)
1—=@((InH —p) /o)

(1-2@((InH - p—mo?) /o))

Les deux premiers moments de L; | L; > H sont donc :

1_¢(M)

o 1_2

m(p,0) = E[L;|L; > H] = oht3o
1,q><lnH7—u)
1_¢(M>

v(po) = E[L}|Li>H]= ’ o2n+207

o ()

On peut donc estimer les paramétres p et ¢ par la méthode généralisée des moments en
considérant les moments empiriques suivantes :

hiy(p,0) = Li—m(p,0)
hig(,0) = (Li—m(p,0))> = (v(u,0) —m? (u,0))

(d) On peut utiliser un test dérivé de la représentation QQ-plot ou un test basé sur les statistiques
d’ordre (et plus particuliérement la statistique du maximum).

. On considére un échantillon de 7' nombres de pertes {Ny,..., Ny}. On suppose que le nombre de
pertes suit une distribution de Poisson P (\).
(a) On a :
A"

Pr{Niy =n}=e .

On en déduit que la log-vraisemblance a pour expression :

T
((A) = > InPr{Niy =N}

t=1

T T
AT + (Z Nt> In\— ZlnNt!
t=1 t=1

La condition du premier ordre est :

al(N) 1 (< B
= T—&-/\(;Nt)—o

L’estimateur du maximum de vraisemblance est donc :

1 T
A=—Y N,=N
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(b) On sait que :
Niy = Nq, + Nq, + Nq, + Nq,

D’aprés la propriété de la distribution de Poisson, si Ny ~ P () alors Nig ~ P (A/4). On en
déduit que :
1

T
X:4 ZNt:4N1Q
t=1

el

3. (a) On sait que la durée d entre deux pertes consécutives supérieures a ¢ est une distribution
exponentielle de paramétre A (1 — F (¢)) (TR-GDR, page 251). On en déduit que :

-0
L
e (p(2))
a:‘_
(b) On peut demander aux experts d’évaluer les temps de retour d; de différents scénarios ¢; et on
peut calibrer les parameétres A et 6 par la méthode des moments en remarquant que (TR-GDR,

pages 252-253) :
o \?
E[d;] = A~ <x )

1.10 Valorisation d’'un CDS (TR-GDR, page 539)

1. Si on note N le notionnel et s le spread, la jambe fixe (ou de prime) annuelle payée par Pacheteur
B de la protection est (TR-GDR, page 410) :

JF = sxN
= 0.02 x 1000000
= 20000

Comme on considére un CDS 6M, la jambe fixe est payée tous les six mois pendant 3 ans et le
montant de celle-ci est donc égale a 10000 euros. S’il y a un défaut de paiement avant les 3 ans,
l’acheteur B recgoit a la maturité la jambe de protection qui est égale & 600000 euros :

Jv = (1 — R) x N
= (1 - 0.40) x 1000000
= 600000

avec R le taux de recouvrement. On en déduit le diagramme des flux suivant (TR-GDR, page 411) :

FIGURE 4 — Diagramme des flux du point de vue de ’acheteur de la protection

4 N

10000 euros tous les 6 mois

600 000 euros
(si défaut)

6M 1Y 18M 2Y 30M 3Y t

R R R
N J

tant qu’il n’y a pas de défaut
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S’il n’y a pas de défaut avant les 3 ans, 'acheteur B paye donc au vendeur A 10000 euros pendant
6 semestres. Le PnL du vendeur A est donc égal & 60000 euros®. Si la contrepartie X fait défaut
dans 2 ans et 2 mois, le PnL de ’acheteur B est égal & :

PnLp = 600000 —4 x 10000
560000

2. Si le spread de la contrepartie X augmente sept mois plus tard et vaut 1000 pb, alors 'acheteur B
de la protection gagne de I'argent s’il retourne sa position dans le marché puisque la probabilité de
défaut de X a augmenté. La nouvelle valeur de la jambe de prime semestrielle est :

1
JF:§><5><N:5OOOO

Comme il reste encore 5 versements semestriels de la jambe de prime, le PnL de 'acheteur B est
égal A (si on néglige Veffet d’actualisation) (TR-GDR, page 410) :

PnLp = 5 x (50000 — 10000) — 10000
= 190000

On a la relation suivante (TR-GDR, page 411) :

S
PD ~
(1-R)
La probabilité de défaut initiale est donc :
s
PD ~
(1-R)
_ 200
(1 -0.40)
= 333 pb
La nouvelle probabilité de défaut devient :
1000
PD ~ ————
(1 —0.40)
= 1667 pb

1.11 Calibration du paramétre LGD (TR-GDR, page 543)

1. On calcule la perte en cas de défaut moyenne empirique de la classe de risque C :

100 x 0% + 100 x 25% + 600 x 50% + 100 x 75% + 100 x 100%
1000

mLgp =
= 50%
Soit L la perte aléatoire du portefeuille. On a (TR-GDR, page 457) :

100
L =) EAD; xLGD; x1{r; < 1}
i=1

avec EAD; D'exposition au défaut de la créance i qui vaut 10000 euros, LGD; la perte en cas de
défaut aléatoire de la contrepartie i et 7; le temps de défaut aléatoire de la contrepartie . Comme

5. On suppose que les taux d’intérét sont nuls, il n’y a donc pas besoin d’actualiser.
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les variables aléatoires LGD; et 7; sont indépendantes, on en déduit que :

100

E E:EADixLGDixlﬁygl}
=1

100

= Y E[EAD; x LGD; x1{r; < 1}]
=1
100

= ) EAD; xE[LGD;] x E[1 {r; < 1}]
=1
100

= Y EAD; xE[LGD;] x PD;

i=1

EL

avec PD; la probabilité de défaut annuelle de la contrepartie . On obtient donc :

100
EL = ) 10000 x 0,5 x 0,01
=1
= 5000 euros

. L’espérance de perte par créance est donc égale a 50 euros. Si on suppose que 'exigence des fonds
propres porte aussi sur la perte espérée, alors il convient d’impacter le bilan en considérant une
charge supplémentaire de capital par créance égale a 50 euros. Si ce n’est pas le cas, alors il convient
de provisionner la perte espérée au niveau du compte de résultat. Dans ce cas, cela revient a
considérer que la marge commerciale est de 600 euros par créance.

. Ona:
mrep = 50%
et :
) 100 x (0 —0,5)* + 100 x (0,25 — 0,5)° + ... 4 100 x (1 —0,5)
JLGD -
1000
B ¢2x&?+2x&%2
N 10
0,625
N 10
= 25%
On rappelle que :
- a
HLGD = et b
ab
UEGD =

(a+b)’(a+b+1)
On en déduit que (TR-GDR, pages 452-453) :

1 _
b= a( HLGD)
HLGD
et :
(a+b)2(a+b+1)oiqp = ab
a? 1-— 1—
—— (a + ai( H1.GD) + 1) U%GD = a? 7( #LGp)
[ Weln) HLGD HLGD
1-— 1-—
a (1 i ( ,ULGD)) _ ( ,UL;}D),ULGD 1
HLGD OLGD
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On obtient finalement que :

M%GD (1 - prLaep)

a 3 — HLGD
0LGD
1— prep)’ pLeo
p = ¢ #2)/~L ~ (1 = pwp)
OLGD

En utilisant les expressions numériques de prgp et oLgp, on a :

0,5%(1—0,5)
= —_— = 1
0357 05=15
(1-0,5)%0,5
b 0357 (1-05)=15

4. On peut considérer le portefeuille précédent comme infiniment granulaire puisque c’est un porte-
feuille homogéne avec 100 créances. On sait dans ce cas que 'unexpected loss dépend seulement de
Pespérance de la perte en cas de défaut. Comme Iespérance de la distribution uniforme est 50%
(comme la distribution Béta calibrée), alors il n’y a pas de différence dans ce cas entre utiliser une
distribution uniforme ou la distribution Béta calibrée. Ce résultat est valable pour le modéle Béale
IT & un seul facteur, mais aussi dans le cas ou il y a plusieurs facteurs (TR-GDR, page 458).

1.12 Modélisation du temps de défaut (TR-GDR, page 544)
1. Site [t* tr [, on a (TR-GDR, page 427) :

m—1r"m

Par itération, on obtient :
S (t) =~ Z;';Il )‘i(t:_t:fl)e_A”‘L(t_t:nfl)
On en déduit que :

f@) = —08()
= -0 (S (t:nq) e_)""(t_t:nfl))

AmS (1) e A ()

= AnS(t)
— /\me—EZ';II/\1:(tZ—tffl)e—Am(t—twa)

2. On a donc :

it . <
S(t):{e si t<5

e~ MBemA2(t=8) o > 5

avec A1 = 0,01 et A\; = 0,02. On vérifie que :

S(7)

2
—_ =
(.
NI
S~
)

~ Up
car F (1) ~ Ujp,1). Soit U ~ Ujp 17. On en déduit que :

=871 (u)
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Siu < S(5), onae Mt =y ouencore t = —A7 Inu. Siu > S(5), onae Ml 205 = 4 ou

encore t =5 — \; ' (Inu 4 A;5). On simule donc 7 de la fagon suivante :

S —)\fllnu siou<e Mb
T 5= A (Inu+N5) siou>e M

Comme e~ *? = ¢70.01%5 — () 951, les valeurs simulées de 7 sont donc :

163,44 pour wu = 0,04
T=4¢ 7598 pour wu=0,23
3,05 pour u = 0,97

.Ona: Lo
S (t5) =8 (t,-a) e (et

On en déduit que (TR-GDR, page 431) :

B 1 S (t5,_1)
Am = (tr —th 1) " 7S

avec S (t§) = S (0) = 1. On consideére la classe de risque A. On en déduit que :

1 1
M= 1 = 0,0050
! 2-0) " (1-001)
1 (1-0,01)
Ny = 1 = 0,0076
2 4—2) "(1-00249)
1 1-0,024
Ny = i L0029 95

(6 —2) (1 -0,043)
On obtient finalement les résultats suivantes :

| A B C
0<t<2 X\ |00050 0,0256 0,1116
2<t<4 M\ | 00076 0,0276 0,0857
4<t<6 A5 | 00093 0,0278 0,0650

. Soit 7 (t) la matrice de transition entre les dates 0 et ¢. On appelle générateur de 7 (¢) la matrice
A = ();j) définie par (TR-GDR, page 441) :

7 (t) = e
ott eM est I’exponentielle matricielle de M. On en déduit que (TR-GDR, page 443) :

In(t)
t

A:

On a donc A = (Inn) /2. Le générateur est Markovien si 2?21 Xij =0et X;; >0sii#j. Ces
conditions sont vérifiées, on en déduit que A est une générateur Markovien.

. Concernant le modéle exponentiel généralisé, on procéde comme & la question 3. On a déja calculé
A(t) pour 0 <t <2, 2<t<4etd <t< 6. On calcule alors 7* et m* et on en déduit A (¢)

pour 6 <t < 8 et 8 <t < 10. On rappelle que la fonction de survie pour la classe de risque i est
(TR-GDR, page 441) :

Si(t) = 1—e/7(t)ey

T tA

= l—-e; e’ ey
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On en déduit que (TR-GDR, page 467) :

—0¢S; (t)
S; (t)
e/ Aethe,

1—e/ethey

i (1)

On utilise donc la formule précédente pour calculer A (t) directement & partir du générateur Mar-
kovien. A long terme, le systéme de transition est stationnaire. La probabilité de défaut d’une
contrepartie appartenant & la classe de risque A est donc & long terme la méme que celle d'une
contrepartie appartenant a la classe de risque B ou C. On a donc :

Aa (00) = Ag (00) = A¢ (00) = 147,6 bp

A court terme, ce n’est pas le cas et les probabilités de défaut sont ordonnées selon la classe de
risque :
Aa (0) < Ap (0) < Ac (O)

Il est donc tout & fait normal que I'on obtienne une courbe croissante pour le rating A et une courbe
décroissante pour le rating C (TR-GDR, page 448).

1.13 Les spreads de crédit (TR-GDR, page 546)
1. On a (TR-GDR, page 427) :

F(t) = 1—e ™
S(t) = e M
Ft) = A
On note X =S (7). Ona X € [0,1] et :
Pr{X <z} = Pr{S(r) <z}
= Pr {T <Ss! (x)}
= S(S7'(2)

On en déduit que S (1) ~ Ujp 1] (TR-GDR, page 428). On a donc 7 = S~ (U) avec U ~ Ujg 1). Soit

w un nombre aléatoire uniforme. Simuler 7 revient & transformer v en ¢ :

1
t= 7}111’[1,
2. On a (TR-GDR, pages 409-411) :
Jrp = 1 X sx N
F = 1 S
JV = (1 — R) x N

avec s le spread du CDS et N le notionnel. Le paiement trimestriel de la prime de protection
explique le facteur 1/4 dans la formule de Jp. On en déduit le diagramme des flux suivant :
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FI1GURE 5 — Diagramme des flux du point de vue de I'acheteur de la protection

4 N

i x s X N euros tous les 3 mois

tant qu’il n’y a pas de défaut

(1—-R) x N euros
(au moment du défaut 7)

3M 6M IM 1Y t

T T T '
o J

3. La marge a la monnaie ou le spread du CDS est la valeur de s telle que le prix du CDS soit nul
(TR-~-GDR, page 410) :

P(t)=E[Jr— Jv]
On a la relation triangulaire suivante (TR-GDR, page 410) :

s~Ax(1-R)

4. Soit PD la probabilité de défaut annuelle. On a :

PD = 1-S(1)
= 1—¢?
~ 1—(1-X)
~ A

car A est généralement petit (A < 10%). On en déduit donc que :

S

PD ~
1-R
On a 50
0
PD=——-=2 b
1259 20TP

Une stratégie de valeur relative consiste a construire son propre modeéle théorique pour valoriser le
spread de CDS et & acheter ou vendre la protection en fonction de la position du spread estimé par
rapport au spread de marché (TR-GDR, page 413).

5. Une courbe de crédit exprime le spread du CDS en fonction de la maturité (TR-GDR, page 412).
Pour la premiére contrepartie, le spread est croissant. On anticipe donc une hausse de la probabilité
de défaut a long terme. C’est la configuration classique d’une contrepartie bien notée. En effet,
si on considére un modeéle de migration, la chaine de Markov est stationnaire & long terme. Les
contreparties les mieux notées a court terme ont donc la méme probabilité de défaut & long terme
que les autres contreparties. Pour la deuxiéme contrepartie, le spread est décroissant. On anticipe
donc une baisse de la probabilité de défaut a long terme. Il y a donc des tensions a court terme,
mais si la deuxiéme contrepartie arrive & surmonter ces difficultés, la probabilité de défaut dans 5
ans est la méme que celle de la premiére contrepartie. Si on anticipe que les tensions sur la deuxiéme
contrepartie vont finalement durer, on peut envisager la stratégie consistant & vendre la protection
6M et a acheter la protection 5Y (stratégie de pente), ou celle consistant & acheter la protection 5Y
de la premiére contrepartie et & vendre la protection 5Y de la deuxiéme contrepartie (stratégie de
valeur relative).
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1.14 Valeur en risque d’une position optionnelle (TR-GDR, page 551)
1. L’expression du PnL est (TR-GDR, page 91) :
PnL = C (Si+1) — C (Sy)
avec C (S) la valeur de loption a la date ¢. On a :
A = 9sC=50%
I = 03C=4%
et Si11 = (1+ Riy1) S avec Ryyq le rendement journalier ©
Rit1 ~ N (0,2%)
(a) On a (TR-GDR, page 93) :

PnlL ~ A(St+1—St)
= AR 1S

On en déduit que :
PnL ~ N (0, AO’St)

et :
VaR (o) = & '(a)AcS;
= 2,33 x50% x 2% x 100
= 2,33 euros

(b) On a (TR-GDR, page 94) :
1
PnL ~ A (St+1 — St) + §F (St+]_ — St)2
1
= AR;1S: + 5FRE 157
On en déduit que :

1
E[Pnl] = E ARt+1St+§FRt2+1St2

1
= STSIE [RY]
1

et :

1 2
E[PnL?] = E <ARt+1St+21“RfHSf>]

1
= E [AQRfHSf +ALR}, 57 + 4FQR?+1521}

6. car la volatilité journaliére est égale a :
31,6%
o= —

= 2%
V250 ’

7. a=99%.
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On a Ryy1 =0X avec X ~ N (0,1). Il vient que :
3
E [PnL?] = A%0%S¢ + JT%0"S]

car E[X] =0, E [X?] =1, E [X?3] =0 et E[X*] = 3. L’expression de I'écart-type du PnL est
donc :

o (PnL)

1 2
\/A2025t2 + %F204Sf - (2F025t2>

1
\/ A202S5? + ST20S}

L’approximation gaussienne du PnL est alors la suivante :

1 1
PoL ~ N <2F0'25752, \/AQUQSt2 + 2F204Sf>

On en déduit que la VaR gaussienne est :

VaR (a) = —%FO’2S,52 + @7 (a) \/A2025’t2 + %F204S;1
En utilisant les valeurs numeériques des différents parameétres, on obtient :
VaR (99%) = 2,29 euros
Soit L = — PuL la perte. La VaR Cornish-Fisher est égale a (TR-GDR, page 82) :
VaR (o) = zo (71,72) X 0 (L)
avec

1 1 1
za('yl,vg):za—l—é(zi—l)’yl—i—ﬂ(zi—3za)72—%(222—5za)712+-~-

et 2o = @1 (a). 71 et 42 sont respectivement le coefficient de skewness et I'excés de kurtosis
associés a la distribution de la perte L. On a :

1
PuL = AoS, X + §FJQSEX2

avec X ~ N (0,1). On rappelle que :

E[X] = 0
E[Xx? =1
E [X°] 0
E[XY = 2x2-1)E[X?*] =3
E[X°] = 0
E[X%] = @2x3-1)E[X']=15
E[X7] 0
E[X®] = (2x4-1)E[X'] =105
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On en déduit que :

E[PnL?] = E

3
(AaStX + ;FU2SEX2> ]

1
= E [A3U3S§X3 + 2A2F045’21X4 + %AF205SEX5 + gr?’aﬁsfxﬁ
1
= 2A2F04Sf + gr%ﬁsf

et :

E [PnL*] E

1 4
(AaStX + 2F0253X2> ]

105

45
= 3A4J4Sf+?A2F2UGSf+ T

4 88
| ondoh
L7 1 A .

expression des moments centrés est donc :

E [(PnL “E [PnL})ﬂ = E[PuL?] — 3E [PnL] E [PnL?] + 2E [PnL)]
= 2A2F04Sf + %F?’aﬁsf - %A2F04Sf - gr%ﬁsf + %F?’UGS?
= 3A’Mo'S) + 170589
et :
E [(PnL “E [PnL])‘*} = E[PnL‘] - 4E [PnL]E [PnL®] + 6E2 [PnL] E [PnL?] — 3E* [P
= 3A%0iSH 4 4§A2F20—655 + %r‘*assf —9AT24585 — %F‘logSf +

gA2F206Sf + §F4085t8 - %r‘*aSSf

15
= 3A%*S! + 15A°T26°80 + ZF“USSf
L’expression de 7y, et y2 est donc (TR-GDR, page 82) :

7 (L) = —m(PnL)
E {(PnL E [PnL])S}
a o3 (PnL)
3ATo*SE + 130588
(220252 + 1125458)/?
12(L) = 9 (PaL)
E [(PnL E [PnL])ﬂ ;
o? (PnL)
_ 3A%et S} + 15AT 26085 + L1108 53 s
(A20257 + 1T20454)

En utilisant les valeurs numériques des différents paramétres, on obtient o (L) = 1,0016,
v (L) = —0,2394, 72 (L) = 0,0764, 24 (71,72) = 2,1466 et VaR () = 2,15 euros.

(d) La VaR est réduite avec la méthode Cornish-Fisher & cause de leffet de skewness®. Comme
celle-ci est négative, cela revient & réduire la queue de distribution de probabilité de la perte

8. L’excés de kurtosis a trés peu d’effet.
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et & augmenter la masse de probabilité des pertes plus petites que la perte moyenne. Il est
donc normal que la valeur en risque soit plus petite que celle obtenue avec ’approximation
gaussienne (car on rappelle que l'excés de kurtosis est trés faible).

2. On a:
PnL = ARy 1S + I‘Rt 7St
En utilisant un historique de rendement, on peut calculer la valeur du PnL avec la formule précédente
en remplagant R;;q par les scénarios historiques. Il suffit ensuite de classer les valeurs simulées du
PnL et de prendre la statistique d’ordre correspondant au quantile 1 — « (TR-GDR, pages 94-95).

Pour la méthode de Monte Carlo, on remplace les scénarios historiques par des scénarios simulés
de Rt+1 ~ N(O, 2%)

1.15 Corrélation et copules (TR-GDR, page 547)
1. D’apreés le théoréme de Sklar, on a (TR-GDR, page 261) :

Q3 (21, 72) = Cix,,x0) (P (21) , P (22))
Soit F la distribution bivariée du vecteur aléatoire (Y7,Y2) avec Y1 = @ (X;) et Y2 = @ (X3). On a
(TR-GDR, page 275) :

F(y1,y2) = Pr{Yi <y, Yo <y}

Pr{® (X1) <y1,®(X3) < y2}
= Pr{Xi <07l (1), X2 <@ (12)}
= 0 (27 (1), (1))
= Cix,,x,) (W1,92)

et :

Fi(y1) = Pr{¥i<wu}
= Pr{X; <o ' (y)}
= U

On en déduit que Y7 ~ Ujg 1) et Y2 ~ U 1) et que la décomposition canonique de F est :

F (y1,92) = Cix,.x,) (Y1, %2)
On a donc montré que :
C<Y1,Y2> = C<X1,X2>
Simuler la copule gaussienne de paramétre p revient a simuler le vecteur aléatoire (Y7, Y2). Pour cela,
on simule (x1,x2) une réalisation du vecteur gaussien (X7, Xs) et on applique la transformation

(® (1), P (22)).
2. On a:
E[R1Ro] — E [R] E[Ry]
VE[R}] —E2 [Ry] - /E[R3] — E2 [Ry]
E[RiRy]

VE[RT] - VE[R3]

E[01X102X5)]
VE[0iX7]- VE[o3X3

0102 [X1X5)
o1V/E[X{] - 09\/E [X3]

E [ X1 X5]

VE[X{] VE[X3]

= p

p(R1, Ry) =
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On a (TR-GDR, page 484) :
p{S1,52) =1 3(a,b) e Rx Ry : S =a+bSy

On en déduit que :

et = a4 bef
1

X, = —ln(a—l—be‘”x"‘)
01

Comme (X7, X5) est un vecteur gaussien, on en déduit que a =0 et :
Inb o
Xi=—+2X,
g1 g1

Comme E[X;] = 0, b = 0. La condition E [Xlz] = 1 implique que o1 = 05. On obtient donc le
résultat suivant :
p<S1,SQ> =101 =09

Corréler parfaitement les mouvements browniens Wi (t) et W5 (¢) dans le modeéle Black-Scholes n’est
pas suffisant pour corréler parfaitement les prix des actifs Sy (¢) et Sy (¢). Il faut aussi imposer que
01 = 0g. Si 01 # 09 et W (t) = Wa (t), on obtient alors que (TR-GDR, page 484) :

p<51, 52> <1

3. On a:
Cix,,x,) =0C™ + (1-6)C*

(a) On a (TR-GDR, page 269) :
F (z1,22) = 0max (P (1) + @ (22) — 1) + (1 — 0) min (P (z1) , P (z2))

On en déduit que :

E[X;X,] = //xlzg dF (z1,z2)
= Ox(-1)4+(1-0) x (+1)
On obtient donc :
p (X1, Xp) = E[X1X;]
= 1-26
La corrélation linéaire de X7 et Xo est nulle lorsque :

1
=3

(b) Soient X7 ~ N (0,1) et X3 ~ N (0,1). On a (TR-GDR, page 284) :
p(X1,X2) = pu+0o1XT, p2 +02X5)

p (X7, X3)

= 1-20

(c) On a:
1—p (X1, X5)
2

On calcule donc la corrélation empirique p et on en déduit que 'estimateur des moments est
(TR-GDR, page 328) :

9:

e

2
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1.16 La distribution exponentielle (TR-GDR, page 548)

1. D’aprés la formule de Bayes, on a :

Pr{r >t 7> s}
Pr{r > s}

Pr{r >t}

Pr{r > s}

S (t)

S (s)

€7>\t

Pr{r>t|r>s} =

ef)\s
ef)\(tfs)
= Pr{r>t—s}

On dit que la distribution exponentielle posséde la propriété d’absence de mémoire (TR-GDR, page
427).

Pr{r>t|r>s}=Pr{r>t—s}
Cela veut dire que la distribution de 7 reste inchangée quelque soit la date d’origine pour mesurer
7 et n’est pas influencée par le passé. Cette propriété est trés intéressante dans la modélisation
du risque de crédit car on utilise généralement la date présente pour mesurer 7. Si la propriété
d’absence de mémoire n’est pas vérifiée, cela voudrait dire que modéliser le temps de défaut d’une

entreprise en octobre 2011 dépendrait par exemple de sa date de création. La propriété Markovienne
de la distribution exponentielle permet ainsi d’oublier tout ce qui s’est passé avant octobre 2011.

2. (a) Ona:
Pr{min (ry,...,7,) >t} = Pr{ﬁztﬂ...ﬂmzt}
= ﬁPr{TiZt}
i=1

= 67( :lzl )‘i)t

et :

Pr{max(r,...,7,) <t} = Pr{ﬁ §tﬂ...ﬂTn St}
= HPI’{TZSt}

K2

Il
-

I

&
Il
—

(1— e Nit)

On en déduit que (TR-GDR, page 427) :

min (74,...,7) ~ & (Z&)
i=1

(b) 71 et 7; sont co-monotones si et seulement si (TR-GDR, page 274) :

U, = U;
Si1(n) = Si(m)
e~ MTL — AT

T = ﬁT
i )\Z 1
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Soit AT = max (A1,...,A,) et A~ =min (A1,...,\,). On en déduit que :

Pr{min (ry,...,7,) >t} = Pr{min(1

et :

Pr{max (ry,...,7,) <t} = Pr{_ﬁ < t}

I
—
|
@
]
ko)
| /|\
| >
=
>a‘>/
=
-+
~

On obtient finalement que :

min (71,...,7) ~ & (A1)

max (71,...,7) ~ & (A7)
(¢) On considére le casn =2. On a :

Pr {min (7'1,7'2) = 7'2}

PI“{TQ < 7'1}

= / / )\16 Altl)\ge Azta dtl dtg
= / )\167)\1t1 (/ )\26 Azt2 dt2> dtl
0
= /OO 7)\1751 — eikztl) dtl
0
= / )\16 Aty dtl )\1 / 67()\1+)\2)t1 dtl
0 0

Y +)\2
A2
M+

Ce résultat se généralise facilement au cas n > 2 et on obtient :
Ai

Pr{min(ﬁ,...,Tn) = Ti} = Zni)\
j=1"Y

3. (a) Sila fonction de dépendance de (71, 72) est CT, alors 71 et 2 sont co-monotones. En utilisant
les résultats de la question 2b, on obtient :
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(b)

Si la fonction de dépendance de (71, 72) est C~, on a (TR-GDR, page 274) :

U, = 1-U,
Si1(r1) = 1-Sz2(m)
6*/\171 - 1- 6*>\2T2

—1In (1 — e A7

o mie)

A1
11 existe bien une fonction f telle que 7 = f (72) avec :

Cln(1— e )

Fl) ="

On sait que p € [Pmin; Pmax] AVEC Pmin €t Pmax les coefficients de corrélation linéaire de (11, 72)
pour C = C~ et C = C* (TR-GDR, page 283). On sait aussi que p = 1 (resp. p = 1) si
et seulement si il existe une fonction f linéaire croissante (resp. décroissante) telle que
71 = f (12) (TR-GDR, page 284). D’apreés les résultats de la question 3a, on a 71 = f (72) pour
C =CT avec :

O
A
f = f 0

La fonction f (t) est linéaire et croissante, on en déduit que ppax = 1. D’apreés les résultats de
la question 3b, on a 71 = f (12) pour C = C~ avec :

—In(1—e Mt
f (t) - . ( )\1 ‘ )
, Age~ 22t In (1 — e A2t
f (t) - 2 )\1 (1 —(e_kfzt) ) <0

La fonction f(t) est bien décroissante, mais elle n’est pas linéaire. On en déduit donc que
Pmin 7 1. On obtient finalement que :

—-1<p<1
Pour C = C—, on sait qu’il existe une fonction décroissante f telle que (TR-GDR, page 274) :
Xy = f(X1)

On sait aussi que p atteint sa borne basse si C = C~ (TR-GDR, page 284) et que p = —1 s’il
existe une fonction linéaire décroissante f telle que :

X2 =a-+ le
On doit donc vérifier que Xo = a 4+ bX; avec b < 0. Dans le cas ou X; = 400, on obtient :

Xo=a+ (b X OO)
———
=—00
Comme X5 est borné par 0, on en déduit donc que :
a = 400

Si le support des variables aléatoires X; et Xa est [0, +00], il n’existe donc pas de fonction
linéaire décroissante f telle que X5 = f (X7). On en déduit que la borne p = —1 ne peut pas
étre atteinte.
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1.17 Les fonctions copules (TR-GDR, page 540)

1. (a) Ona:
C(u,0) = C(0,u)=0
C(u,1) = C(Lu)=
820 (Ul,UQ)
—_—= = 14+6(1-2 1-2
RIS +6( uy) ( uz)
Comme —1 <1460 (1 — 2u;) (1 — 2ug) < 1, on en déduit que
620 (ul,u2) >O
ouiluy

On en déduit que C est une fonction copule (TR-GDR, page 260).
(b) On a (TR-GDR, page 289) :
1—2u+ C(u,u)

A= i
ulgl_ 1—u
172u+u2(1+9(17u)2)
= lim
u—1- 1—wu
= lim (1—u)(1+ 6u?
Jm (1= ) (L46u7)
=0

On a :
Ou, C (u1,u2) = ug + Ouy — 20uius — Ou3 + 20uyus

On en déduit que :

Ou, C (u1,u2) 0y, C (ur,u2) = ujug + Qujug — 20usus — Quiug + 20uius +
Ouius + 0%ugus — 292u1u2 92u1uQ + 292u1u2
20u3uy — 20%uduy + 40%u3us + 20%uduy — 40%udud —
Quiui — 0*uyui + 20%urul + 0%utul — 20%uiul +
20utu3 + 20%uiui — 40%uius — 20%udul + 402w

= UjUs (1 + 20 + 92)
uu3 (—30 — 392) + uug (—30 — 392)
uiu3 (46 + 902) + uug (292) + uyup (20 )+
(-

udu3 (—60 ) + ulud (— 692) + udu (492)

// ) U1U2 dU1 dUQ =
[0,1]
1
// u%ug duj dusg // ulug dup dug = =
[0.1]> [0.1]? 6
1
// u%ug dujdus = =
0.1 9
//[ - ulug duidus = //[ - u‘i’uz duq dug =
0,1 0,1
//[0 " uiud duy duy = //[0 " ulu3 duy duy =
1
3,3
dugdus = —
-//[071]2 UqUg dUq 2 16

Comme on a :

NG

slm e
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on obtient le résultat suivant (TR-GDR, page 281) :

T

1 —4// 8uIC(U1,U2) 8u2C(U1,UQ) du1 dUQ
[0,1]2

N (1+20+6%) (60+66%) (40+96%) (20°+20°) (66> +66%) 467
B 6 9 8 12 16
1 0 6? 6?
= 4 24+ = 2 24 2y
<4 +3 + 0— 6+ 9 +0%+ 5 07+ )
Y A
4 18

(¢) On simule tout d’abord (Uy, Us) en utilisant la méthode des distributions conditionnelles (TR~
GDR, pages 315 et 318) et on applique la méthode de I'inversion (TR-GDR, page 314) :

X1

Xo
(d) On a (TR-GDR, page 261) :
[ (@1, 32)

—p
g

A <1+9(1—2q> <x1
o
On en déduit que (TR-GDR, page 330) :

4 nln/\—nlna—%ln(%r)—&—

iln

i=1

p+od!

c(Fi(z1),F2 (22)) x fa (1) X

))

<1+9<12<I>(xl_
g

(Ur)

1
—X ln(l - UQ)

J1 (z1)

(2e2 _ 1)) 6 <

T — U

g

) e*)\CEQ

)3

n ; 2 n
1 qu — M i
2 (A1) aya
=1 i=1
(a) On a :
S (0,0) 1
S(c0,00) = 0
et :
—612728 (:L‘l, IQ) Z O
(b) On a:
Si(z1) = S(z1,0)
= exp(—x1)
Comme U; = S; (X1), on en déduit 'expression suivante de la fonction copule :
Inwu Inus
C = — (-1 -1 0g———=
(u1,u2) exp( ( nuy — nug + 1HU1+1HU2>>
o 0 U1 Us
= UjUgex
12 EXP Uy + U

avec 4 = — Inu. On obtient la copule EV appelée Gumbel Il (TR-GDR, page 312).
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3. (a) ¢ est une fonction de classe C? qui vérifie ¢ (1) = 0, ¢’ (u) < 0 et " (u) > 0 (TR-GDR, page
203).

(b) C* est archimédienne avec ¢ (u) = —Inu, C~ est archimédienne avec ¢ (u) = 1 —u et C*
n’est pas archimédienne (TR-GDR, page 294).

(c) Cest la copule de Gumbel (TR-GDR, page 294) :

C (u1,u2) = exp <— [(—hlul)e n (—1nu1)0} 1/0)

On a (TR-GDR, page 308) :
et - (-l T
= exp ( (t‘) [(*lnul)o n (lnu1)9D1/9>

= exp (—t {(— lnul)a + (- lnul)e} 1/9>
= C"(uy,uz)

C’est donc une copule de valeurs extrémes.

(d) Soit f une fonction. On note y = f(x). On a dy = O,f (z) do, * = f~1(y) et do =
9y ! (y) dy. On en déduit que :

8yf71 (y) =

On a donc : .
¢ (u1)
¢ (! (o (u) + ¢ (u2)))
Soient v; et vy deux nombres aléatoires uniformes. L’algorithme des distributions condition-
nelles revient a poser :

02\1 (u1,uz) =

Uy = 01
C2\1 (u1,u2) = v2

On en déduit que (TR-GDR, page 320) :

L= o (52 - o)

On obtient Palgorithme de Genest et MacKay (1986).

4. (a) Soit X3 une variable gaussienne indépendante de X; et X5. On a :

X2 = le —+ v/ 1-— p2X3
On en déduit que (TR-GDR, page 296) :

fb(xl,:cg;p) = PI‘{X1 §x1,X2 SZ‘Q}
= E[Pr{Xl§x1,pX1—|—\/1—p2X3§x2\XlH

= b L2 P z) dx
- [Le() e
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On obtient donc que :
Pri{X,<as| Xy =2} = <W> & (z1)
p

(b) On a (TR-GDR, page 296) :

<I>_1(u1) -1 uy) — pr
C (ur,u9;p) = / @<W>¢(z) dx

— 0 1—p2
w1 —1 _ —1
-/ q)(@ (uz) — <“>>du
0 1—p?
et :
Co (u,u2) = 01C (ur,u2)

N S

1— p?

On utilise la méthode des distributions conditionnelles. Soient v; et vo deux nombres aléatoires
uniformes. On a :

U =1
C2\1 (Ul,uz) = V2
ou encore :
Uy = v
uy =@ (P‘b*l (v1) + /1 —p20~" (”2)>
5. Une copule de valeurs extrémes vérifie la propriété suivante pour tout ¢ > 0 (TR-GDR, page 308) :
C (utl, ué) = C' (uy,us)
Ona:
Ct (uf,ub) = wluh= (uyusg)t

C* (uf,u) = min (uf,u}) =min (uy,uz)"

et :
C™ (uf,ub) = max (0,uf + ub — 1) # max (0, u1 + up — 1)*

En effet, si on prend u; = ug = 3/2 et t = 2, on obtient :
2 2 2 2
_ 3 3 3 3
© ((4) (3) ) oo (0’ (1)« (1) - 1)

et :
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2 De nouveaux exercices

2.1

Calculs statistiques

Soit L la variable aléatoire représentant la perte d’un portefeuille. On note f et F les fonctions de
densité et de répartition associées.

1.

S O LN

2.2

Exprimez F (z) a partir de f.

Donnez la définition de F~1 («).

Calculez le quantile x = F~! (a) lorsque L ~ N (1, 0).

Méme question si L ~ LN (i, o).

Méme question si L ~ & (A).

Calculez F~1 (95%) et F~1(99%) dans le cas de la distribution discréte suivante :

x | 0 -5 6 3 8 10
Pr{L ==z} [ 10% 50% 23% 7% 6% 4%

Contribution en risque

Nous notons L la perte d’'un portefeuille de n créances, et z; I'exposition au défaut de la i-iéme
créance. Nous avons :

n
L=x"e= E T; X e;
i=1

avec e; la perte unitaire de la i-iéme créance. Nous notons F la fonction de distribution de L.

1.
2.

On suppose que e = (eq,...,e,) ~ N (0,%). Calculez la valeur en risque au seuil de confiance a.

En déduire la valeur en risque marginale de la i-iéme créance. Définissez alors la contribution en
risque de la ¢-iéme créance.

Vérifiez que la valeur en risque marginale est égale a :

0 VaR .
oz, =Ele; | L=F ' (a)]

Interprétez ce résultat.

. On se place dans le modéle de risque de crédit Bale II. On a :

e; = LGr]:)Z XDZ'

avec D; = 1{1; < M;} l'indicatrice de défaut et M; la maturité de la i-iéme créance. Quelles sont
les conditions & vérifier pour obtenir le résultat suivant :

Ele; | L=F'(a)] =E[LGDy] xE [D; | L=F'(a)]

On suppose que le défaut intervient avant la maturité M; si une variable latente Z; passe en dessous
d’une certaine barriére B; :
T <M, & Z; < B;

On modélise Z; = VPX + /1 — pe; avec Z;, X et g; trois variables aléatoires gaussiennes centrées
réduites et indépendantes. X est le facteur (ou le risque systémique) et g; est le risque individuel.
Calculez la probabilité de défaut conditionnelle.

Montrez que, dans le modéle Bale II, nous avons :
Ele; | L=F'(a)] =E[LGD;] xE[D; | X =&~ (1 —a)]

Déduisez-en 'expression de la contribution en risque de la i-iéme créance dans le modéle Béle II.
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2.3

On suppose que le portefeuille est homogéne, c’est-a-dire que les créances ont la méme exposition
au défaut, la méme distribution de perte en cas de défaut et la méme probabilité de défaut. En
utilisant le résultat suivant :

/C ®(a + ba)d(x) do = @ (

— 00

a —b
) ;
V142 \/1+b2>
avec Py (z,y; p) la fonction de répartition de la distribution gaussienne bivariée de corrélation p sur

Pespace [—o0, x] X [—00, y], calculez expected shortfall dans le cadre du modeéle Bale IT. Commentez
ce résultat.

Dérivés de crédit et corrélation de défaut

On considére un CDS 3M sur une contrepartie X de maturité 3 ans et de notionel 1 million d’euros.
Le spread actuel du CDS est égal a 200 pbs. Donnez le diagramme des flux du CDS en supposant
que la jambe de protection est payée au moment du défaut et que le taux de recouvrement est fixe
et égal & 60%.

On suppose que le temps de défaut de X est exponentiel de paramétre A. On considére que le taux
d’intérét instantanné est constant et égal a r. Donnez I'expression théorique du spread s du CDS.

En utilisant un modéle de Merton, vous estimez que le paramétre A est égal a 250 pbs. Quelle est
la position d’arbitrage que vous pouvez mettre en place ?

4. Définissez la copule Normale de dimension n.

On considére un panier de n crédits. Qu’appelle-t-on un CDS first-to-default (F2D), un CDS second-
to-default (S2D) et un CDS last-to-default (L2D)?

Définissez la notion de corrélation de défaut. Quel est 'impact de la corrélation de défaut sur le
spread des trois CDS précédents ?

On suppose maintenant que n = 3. Montrez la relation suivante :

D D D F2D 2D L2D
S?S—i—sgs—&—sgszs + 5920 15

avec sSPS le spread CDS du i-iéme crédit.

Certains professionnels et académiques considérent que la crise des subprimes est dtie a l'utilisation
de la copule Normale. Au vu des résultats de la question précédente, quels commentaires pouvez-
vous faire 7

Modélisation de la perte en cas de défaut

1. Quelles différences faites vous entre le taux de recouvrement et la perte en cas de défaut ?

On considére une banque qui octroie en moyenne 250000 crédits par an. Le montant moyen d’un
crédit est égal a 50000 euros. On estime que la probabilité de défaut moyenne est égale a 1% et
que le taux de recouvrement moyen est égal a 65%. Le coiit total annuel du service contentieux est
égal & 12,5 millions d’euros. Quelle est la perte en cas de défaut moyenne ?

. On rappelle que I'expression de la densité d’une distribution Béta de parameétres a et b est :

2o (1 —2)"!

f(‘r): B(a,b)

avec B (a,b) = fol 271 (1—2)" "t da.
(a) Pourquoi la distribution Béta est un bon candidat pour modéliser le paramétre LGD ? Quel
jeu de paramétres (a,b) correspond a la distribution uniforme ?

(b) On considére un échantillon (21, ...,z,) de n pertes en cas de défaut. Ecrivez la fonction de
log-vraisemblance. Déduisez-en les conditions de premier ordre de ’estimateur du maximum
de vraisemblance.
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2.5

(¢) On rappelle que les deux premiers moments de la distribution Béta sont :

a
a+b

ab
(a+b)’(a+b+1)

Déduisez-en 'expression de ’estimateur des moments.

Produits exotiques et gestion des risques

. Définissez les notions de mark-to-market et mark-to-model. Pourquoi le backtesting de la VaR d’un

portefeuille de dérivés exotiques pose-t-il un probléme ?

2. Qu’appelle-t-on le risque de modéle ?

3. Quelles sont les différentes fagons pour calculer la VaR d’un portefeuille de dérivés exotiques ?

4. On considére la vente d’une option exotique sur un sous-jacent dont le prix actuel est 100. A cette

N =

date t, la valeur de l'option est égale & 6,78 euros.

(a) A la date t + 1, la valeur du sous-jacent devient 97 alors que la volatilité implicite n’a pas
bougé. Le trader constate un PnL égal a 1,37 euros. Pourquoi le PnLi du trader est positif?
Pouvez-vous expliquer le PnL par les sensibilités sachant que le delta A; est égal a 49%, que
le gamma I'; vaut 2% et que le véga® v; est estimé a 40% ?

(b) A la date t + 2, la valeur du sous-jacent devient 100 alors que la volatilité implicite passe de
20% a 22%. Le trader constate un PnL négatif de —2,37 euros. Pourquoi le PnL du trader est
négatif 7 Pouvez-vous expliquer le PnL par les sensibilités sachant que le delta A;,; est égal a
43%, que le gamma T';11 vaut 2% et que le véga vy11 est estimé a 38% 7

(¢) Quelles conclusions faites-vous en terme de risque de modéle ?

Calcul des bornes de corrélation

Donnez les définitions mathématiques des copules C~, C* et C™.
Deéfinissez la copule Normale C, bivariée de corrélation p.

Quelles sont les interprétations probabilistes des trois copules définies & la question 1?7 Déduisez-en
que C(p:—l) = Cf, C(p:O) = CJ‘ et C(p:l) =C+.

On considére le vecteur aléatoire (7, LGD) qui modélise la loi jointe du défaut 7 et de la perte en
cas de défaut LGD d’une contrepartie. On suppose que 7 ~ &y et LGD ~ U]g 1)

(a) Montrez que la dépendance de (7, LGD) est maximale lorsque :
LGD+e ™ —1=0

(b) Montrez que la corrélation p (7, LGD) vérifie I'inégalité suivante :

(¢) Commentez ces résultats.

9. Celui-ci est mesuré en points de volatilité.
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2.7

1.

3.1

Le modéle exponentiel généralisé

On note F et S les fonctions de répartition et de survie associée & la variable aléatoire 7. Définissez
la fonction S (t) et déduisez-en l'expression de la fonction de densité f (¢) associée.

. Donnez la définition du taux de risque A (¢). Déduisez-en que le modéle exponentiel correspond au

cas particulier A (t) = A.

. Comment peut-on simuler la variable aléatoire 7 dans le cas A (t) = A.

. On suppose maintenant que :

)\1 Sith
)\(t): Ao si3<t<5h
A3 sit>5

Donnez l'expression de la distribution de survie S (). Déduisez-en 'expression de la fonction de
densité f (t). Vérifiez que :
f(t)

~——~ = constante

S(#)

. On suppose un taux d’intérét constant r. On rappelle que dans le cas d’'un CDS dont la marge est

payée de fagon continue, le spread du CDS est égal a :

(=R Jy et f () dt
S et s (1) dt

S

avec S et f les fonctions de survie et de densité du temps de défaut 7 associé au CDS, R le taux de
recouvrement et T' la maturité du CDS. Donnez I’égalité triangulaire lorsque 7 ~ &j.

. On considére maintenant que 7 est le modéle exponentiel généralisé de la question 4. On suppose

que l'on dispose de trois spreads CDS de marché s1, so et s3 de maturité respectives 3 ans, 5 ans et
7 ans. Montrez que la calibration du modéle exponentiel généralisé revient a résoudre un systéme
de 3 équations d’inconnues A, Ay et A\3. Quel est le nom donné a cette méthode de calibration ?

Correction des exercices supplémentaires

Calculs statistiques

. Si on suppose que le support inférieur de L est —oo, on a :

F(x):Pr{Lgx}:/j f() de

. Ona:

F'(a)=inf{z:F(z)>a}
Dans le cas d’une fonction de distribution continue, on obtient :

Pr{L<F '(a)}=a

. On note @ (z) la fonction de répartition standardisée N (0,1). On a :

Pr{lL<z} = «
Pr{Lu<xﬂ} = «
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On en déduit que :

On obtient finalement que :

= pto-@'(a)

Application : Si p est égal & 10 millions d’euros et o est égal a 3 millions d’euros, on a :

F1(95%) = 10+ 3 x 1,6448536
14,93
et :
F1(99%) = 10+ 3 x 2,3263479
= 16,98

car &1 (0,95) = 1,65 et &~ (0,99) = 2,33.
4. Si L ~ LN (u,0), alors In L ~ N (i, 7). On en déduit que :

F(z) = Pr{L<uz}
= Pr{lnL <lnz}

_ q)(lnxu)
o

Inz —p 1
=P %
. ()

d’ou :

On obtient :
F'(a)=exp(p+o-@7"(a))

5. OnaF(z) =1—e*. Comme 1 —e ** = q, on obtient :

In(l—a)

Fl(a)=- 3

6. On a:
x | -5 0 3 6 8 10

Pr{L <a} | 50% 60% 67% 90% 96% 100%
On en déduit que F~1(95%) = 8 et F~1(99%) = 10.

3.2 Contribution en risque

Nous notons L la perte d’un portefeuille de n créances, et x; ’exposition au défaut de la i-iéme
créance. Nous avons :

n
L=x'e= E T; X e;
i=1

avec e; la perte unitaire de la i-iéme créance. Nous notons F la fonction de distribution de L.

1. Ona:
L~N (O, VxTEJ:>

On en déduit que :

VaR (o) = &7 (o) VaT Sz
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2. On a:

0 VaR (a) 0 3 T %
_ — P Yr)?
dx ox ( (a) (2 x) )
1 _
ot (a) B (z2x)
Yx
-1
a
() VzTXz
La valeur en risque marginale de la i-iéme créance est donc (TR-GDR, page 497) :
0 VaR(a) (Xx),
dw; VT Xz

La contribution en risque de la i-iéme créance est le produit de I’exposition et du risque marginal :

N

(2Xx)

|
oA

MR; =o' (a)

X (Xx),
_ (I)_l «a T X( 1
() VaeTZz

. On considére le vecteur aléatoire Y = (e, L). Par construction, ¥ est un vecteur gaussien avec

(TR-GDR, page 497) :
e N 0 by Yz
L))" 0/)'\ 2™ 2™z

La distribution conditionnelle de e lorsque L = ¢ est gaussienne et on a :
T —1
Ele|L=0=%z(z'Sz) ¢

On obtient donc :

Ele|L=F"(a)] = Sz ((L‘sz)71 o) VaTXe
Yz
— “1(a
= )\/xTZa?
9 VaR(«)
N ox

La VaR marginale de la créance 7 est donc égale a ’espérance conditionnelle de la perte unitaire e;
de la créance i sachant que la perte du portefeuille est égale & la valeur en risque.

4. On fait les hypotheses suivantes (TR-GDR, page 179) :

(i) la perte en cas de défaut est indépendante du temps de défaut ;

(ii) le portefeuille est infiniment granulaire.

5. On a:

PI‘{Tj,SMi‘X:l‘} PI‘{ZngZ|X:I}

— Pr{pX + V1 psi < B | X =}
_ (B

B <¢\/11(?)z)>\/590

- o ()

car :

PD; = Pr{n < M;} =Pr{Z; < B;} = ¢ (B))
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6. Dans le modele Bale II, on a :

L:g(X):ixi x E[LGD;] x ®

i=1

avec ¢’ () < 0. On en déduit que :

L=F"'(a)

(o

S

L=F'(a)

54
=

=
=

Prig(X)<{}=a
Pr{iX>g'(0)}=a
Pr{X<g'(0)}=1-«
g O)=2"" (1~a)

On en déduit immédiatement que :
Ele; | L=F"'(a)] =E[LGD;] xE[D; | X =&~ (1 —a)]
7. On a (TR-GDR, page 182) :

xEle;| L=F " (a)]

xE[LGD;] xE[D; | X =& " (1 —a)]

X
T

Li

Li

200 ,
’/
'/
—— VaR (a = 99%, PD = 17) e
---ES (a =997 PD = 17) /’
—— VaR (a = 997, PD = 57) 7
150L | ==='ES (a = 997, PD = 57) s

8. D’aprés la question 6, on a :

L>F'a)eX<d ' (1-a)
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On note EAD P’exposition au défaut '°. Comme on a :

L =n x EAD xE[LGD] x ® (¢_1 (313)_7—/5)()

on en déduit que :

ES(e) = E[L|L>F ' (a)]

= E|nxEAD xE[LGD] x ® (q)_l (%‘/ﬁ){> ‘ X<o'(1- a)}
= anADxE[LGD]xE[@<¢_l(%fX>‘X<@ (l—a)}
= 1 x EAD xE[LGD] x /_il(l_a) o (‘I’\;ﬂ;) \/_%:Q ‘M(”i)_ &

o (P
= nxEADXE[LGD] x (1) ' x @ (71 (1 -a),®* (PD); /)
= nxEADXE[LGD] x (1 —a)~' x C(1—a,PD;/p)
avec C la copule gaussienne. L’expected shortfall est donc de la forme :
ES (o) = n x EAD xE[LGD] x (1 —a) " x P

avec P la probabilité correspondant au quadrant inférieur [0, 1 — «] x [0, PD] de la copule gaussienne
de parameétre /p. On note aussi que I'on retrouve le paramétre \/p des modéles Raroc (TR-GDR,
page 524). On vérifie que 'on a pour p =0 :
ES(a) = nxEADXE[LGD] x (1—a)” " x (1 —a)xPD
= n x EAD xE[LGD] x PD
= VaR (a)

En fait, le rapport s entre 1’expected shortfall et la VaR est égale a :

ES (a) L C(1-a,PD;p)

"~ VaR () =(l—a) " x ®—1(PD)+/p®~1(a)
e ( I=p )

On peut montrer que ce rapport x est une fonction croissante de p et une fonction décroissante de
PD. A titre d’illustration, on reporte sur le graphique 6 les valeurs de ES (a) et VaR (a) lorsque
n = 1000, EAD = 1, E[LGD] = 50% et a = 99%.

3.3 Dérivés de crédit et corrélation de défaut
1. On a:
JF = i x 2% x 1000000
= 5000 euros
Au moment du défaut, la jambe de protection est égale & :
JV. = (1-60%) x 1000000
400000 euros
On en déduit le diagramme des flux suivant (TR-GDR, page 411) :
10. On a :

r1 =...=x5n = EAD
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FIGURE 7 — Diagramme des flux du point de vue de I'acheteur de la protection

4 N

5000 euros tous les 3 mois tant qu’il n’y a pas de défaut

400000 euros
(si défaut)

3M 6M 9M 1Y 16M 18M 21M 2Y 2'M 30M 33M 3Y t

I '
- J

2. On a (TR-GDR, page 410) :

(1—60%) x [y Ae~ T+t dy
R

f03 e~ (TNt gt

Z}i e (V5

1-— 673(T+)‘) 12 i
= L6xAx<)/ S e
(r+2) P

3. A partir de I’égalité triangulaire, on en déduit que l'intensité de défaut valorisée par le marché est :

= 1,6xAX

s
1-R
0,02
1-0,6
= 500 pb

A~

On vend donc le CDS car on anticipe que le spread va baisser.
4. On a:
C(u,...,up; 2) =P, (<I>_1 (ug),..., @ ! (un);Z)
avec ®,, la fonction de répartition de la distribution gaussienne & n dimensions.

5. Un CDS first-to-default (resp. second-to-default et last-to-default) est un CDS dont 1’événement de
crédit porte sur le premier (resp. second et dernier) défaut observé (TR-GDR, pages 413-416).

6. La corrélation de défaut est le paramétre p permettant de définir la matrice ¥ de la copule gaus-

sienne :
L pp
YX=1| p 1 p
pop 1
s¥2D (resp. sM2P) est une fonction décroissante (resp. croissante) de p (TR-GDR, page 415). L’in-

S2D

fluence de p sur le spread s est plus complexe puisque la relation n’est pas monotone.

7. Acheter un CDS sur chaque crédit revient & acheter un CDS F2D, plus un CDS S2D et enfin un
CDS LTD. On a donc'! :

D D D F2D 2D L2D
S?S—i—sgs—&—sgszs + 592D 4 5

11. On fait bien str I’hypothése que les notionnels et les maturités sont les mémes.
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8.

3.4

Considérons un panier de 3 crédits. On peut alors assimiler le CDS F2D & la tranche junior d’un
CDO, le CDS S2D a la tranche mezzanine et enfin le CDS LTD a la tranche senior. Par construction,
Iexpected loss du panier ne dépend pas de la corrélation de défaut p, ce qui revient a dire que
s§PS 4 s§PS schS n’est pas une fonction de p. On en déduit que s¥2P + s52P 4+ s12P pe dépend

pas de p. p a une influence seulement sur la répartition de ’expected loss entre s¥2P | s52P et 512D .

s (p1) + 5% (p1) + 820 (p1) = 872 (p2) + 5% (p2) + 5™ (p2)

Une sous-estimation de la corrélation de défaut entraine donc une sur-estimation de s et une
sous-estimation de s2P. Lors de la crise des subprimes, on a assisté 4 une augmentation importante
de la corrélation de défaut. Le vendeur de la tranche junior doit donc subir une perte, mais pas le
vendeur de la tranche senior. Si toutes les tranches ont souffertes, on ne peut pas 'expliquer par
une sous-estimation de la corrélation de défaut. La seule explication est la sous-estimation générale
des probabilités de défaut et des pertes en cas de défaut.

F2D

Modélisation de la perte en cas de défaut

. On a (TR-GDR, page 447) :

LGD=1-R+g

avec g la perte die a la gestion du recouvrement. Elle correspond donc a toutes les dépenses engagées
(frais d’avocat, etc.) pour recouvrir la créance. Supposons par exemple une créance de 100 euros. On
recouvre 70 euros, mais ce recouvrement a cotté 10 euros. On a alors R = 70% mais LGD = 60%.

Le montant de crédit est égal & :

N = 250000 x 50000
12,500 milliards d’euros

La perte aprés recouvrement est égale a :

L = Nx(1-R)xPD

= 43,75 millions d’euros

Comme le coiit total annuel du service contentieux C' est égal a 12,5 millions d’euros, on en déduit

que :
 43,75+12)5

125
Ce chiffre est supérieur au 35% obtenu si on ne tenait pas compte du cofit du service contentieux.

LGD = 45%

(a) Elle permet d’obenir 'ensemble des configuations possibles (U et U inversé). La distribution
uniforme correspond 4 a=1et b=1":

f@) o« zt(1—a)!
o 1
(b) On a:
l(a,b) = —nlnB(a,b) + (a — 1) Zlnxi +(b— 1)21{1(1 — ;)
i=1 i=1

Les conditions de premier ordre de ’estimateur du maximum de vraisemblance sont donc :

9l(a,b)  0,B(ah) _
54 niB(a,b) —&—i:lenml—O

et :
90(a,b)  9B(a,h) ¢ o
b = —n (a,b) —+ E ln(l 1:1)70

i=1
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3.5

1.

(¢) On a (TR-GDR, pages 452-453) :

#igp (1 — pep)

a - 2 - /‘LLGD
0LGD
2
prep (1 — prep
b = (2 ) — (1 - pLep)
0L.GD

Produits exotiques et gestion des risques

Le mark-to-market fait référence au prix de marché d’un produit financier, alors que le mark-to-
model correspond a un prix calculé avec un modele de valorisation (TR-GDR, pages 96-98). Sur un
marché listé, le prix est donc mark-to-market,alors qu’il est mark-to-model dans un marché OTC.
Par construction, les dérivés exotiques s’échangent sur un marché OTC. Il n’existe donc pas de prix
mark-to-market pour ces produits. On utilise donc le modéle de valorisation pour calculer la valeur
en risque d’un portefeuille de dérivés exotiques, mais aussi pour la procédure de backtesting. Si le
modéle de valorisation n’est pas bon, la VaR ne sera pas bonne ainsi que le calcul quotidien du
PnL. La procédure de backtesting est alors fausse, puisque une non-exception peut correspondre a
un mauvais calcul du PnL.

Le risque de modéle est ’ensemble des risques auxquels s’expose une institution financiére dont la
gestion des risques repose sur des modéles mathématiques (TR-GDR, page 98). Celui-ci comprend le
risque opérationnel (erreurs d’implémentation, etc.), le risque de parameétre, le risque de spécification
et le risque de couverture.

On peut calculer la VaR d’un portefeuille de dérivés exotiques en utilisant la méthode historique,
les méthodes basées sur les sensibilités (VaR delta, VaR delta-gamma, etc.), la VaR Cornish-Fisher
ou la méthode de Monte Carlo (TR-GDR, pages 93-95).

Ona:
PnL = C (St, Zt) — C (St—i-h Et-{-l)

avec S; la valeur du sous-jacent et 3; la volatilité implicite a la date ¢.

(a) La valeur du sous-jacent a baissé alors que la volatilité implicite est restée la méme. La pro-
babilité d’exercer 'option diminue, ce qui implique que :

C (St41,Z¢41) < C(Se, X4)

On en déduit que :
PnL. >0

On a (TR-GDR, page 94) :

Pnl. = C (St, Et) — C (StJrh Et+1)
= —(C(St41,Ze41) — C (S, %))

1
~ —At X (StJrl — St) — 5 X Ft X (St+1 — St)Q — U X (EtJrl — Zt)
En utilisant les valeurs numériques de A, I'; et vy, on obtient :

PnL

1

1
0,49 x (97 — 100) — 3 x 0,02 x (97 — 100)> — 40 x 0
1,47 — 0,09 — 0,00

= 1,38

On arrive donc & expliquer le PnL par les sensibilités.
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(b) La valeur du sous-jacent a augmenté ainsi que la volatilité implicite. La probabilité d’exercer
I’option augmente donc puisque A; > 0 et v, > 0, ce qui implique que :

C (St42,Xi42) > C(St41, X 41)

On en déduit que :
PnL <0

On a:
1
PnL >~ —Ay1 X (Sir2 — Sty1) — 3 X Dip1 X (Ser2 = Set1)? — Vi1 X (Segz — Seg1)

On obtient le résultat numérique suivant :

PnL

R

1
—~0.43 x (100 = 97) — 3 x 0,02 x (100 - 97)% = 0,38 x (22 — 20)
= —1,29—0,09— 0,76

= 2,14

En utilisant les sensibilités, on n’explique que seulement 90% du PnL.

(c) On voit que si la volatilité est constante, on arrive a bien expliquer le PnL par les sensibilités.
Ce n’est plus le cas lorsque la volatilité bouge. Il y a manifestement un risque de modéle
concernant la modélisation de la volatilité. Le pricer utilise stirement une mauvaise dynamique
pour appréhender la volatilité et sous-estime le véga de option (TR-GDR, pages 103-113).

3.6 Calcul des bornes de corrélation
1. On a (TR-GDR, page 269) :
C™ (u1,u2) = max(u; +us —1,0)
C'(ug,ug) = wuqug
Ct (up,u2) = min (up,us)
2. C’est la copule associée a la distribution bivariée gaussienne @5 (1, z2; p) (TR-GDR, page 296) :
uy (I)fl _ (I>71
C (Ul,UQ;,D) — / d (UQ) P (U) du
0 V1—p?
3. Soient 2 variables aléatoires X; et X5. On a (TR-GDR, page 274) :
(i) C(x,,x,) = C si et seulement si il existe une fonction f décroissante telle que Xy = f(X1);
(ii) C(x,,x,) = C* si et seulement si il X7 et X, sont indépendantes ;
(ii) Cx,,x,) = C7 si et seulement si il existe une fonction f croissante telle que Xo = f (X1).
Dans le cas de la distribution gaussienne @5 (x1, z2; p), on sait que (TR-GDR, page 284) :
(i) si p=—1, alors Xy = — X7 ;
(ii) si p =0, X; et X5 sont indépendantes ;
(iii) si p =1, alors X5 = X7 ;
Sip = —1 (resp. p = 1), on a trouvé une fonction décroissante f () = —x (resp. croissante f (x) = x)
telle que X5 = f (X1). On en déduit donc que C(,—_1) = C™, C(,—0) = C* et C(,=1) = C*.
4. On note :
U, = 1- e AT
Uy, = LGD
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a) La dépendance est maximale lorsque C, .ap) = . Dans ce cas, on a U; = Uy - ,
La d d imale 1 Cr, ) Ct.D U U, (TR-GDR

page 274) et on en déduit que :

(b) Si C(T,LGD) =C,onalU =

il vient que :

LGD+e M —-1=0

1 — Uy et donc LGD = e~ *". On sait que p(7,LGD) €
[pmin (7, LGD) , pmax (7, LGD)] avec pmin (1, LGD) la corrélation correspondant a la copule C~
et pmax (7, LGD) la corrélation correspondant a la copule CT. Comme 7 ~ £y et LGD ~ I/{[(M]7

Ejr] = o(r)= %
E[LGD] = %
o (LGD) = %

Dans le cas ot C = C~, on a LGD = ¢=*". On a donc :

E [r LGD]

On en déduit que :

Pmin (7—7 LGD)

[ ]
)‘t/\e At dt

E
/ 72)\t dt
—2)\t 1 o]
|: :| 7/ e—2>\t dt
2 0

1 e—2kt
AT

2 22 |,
1
4\
B 1 1 1 /1
n 4N 2\ AV 12
_ V3
n 2

Dans le cas ot C = C*, on a LGD =1 — ¢~ *". On a donc :

E [r LGD]

E[r(1—e?7)]

/ t (1 - e‘”) e M dt
0

o o
/ the Mdt — / the M dt
0 0
[—tef)‘t]oo + /OO e Mdtr) — E
o " )
et 1
0 _ I
N { X ]0 )

3

4N
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On en déduit que :
3 1 1 1
max 7L D = FEUE Y VTS
pmax (7, LGD) <4)\ 2)\)/<)\ 12)
V3
2
On vérifie donc I'inégalité suivante :

lp (1,LGD)| <

| %

On remarque donc que |p (7, LGD)| ne peut excéder 0,866. Voici donc un exemple pour lequel
on ne peut pas atteindre les bornes —1 et +1.

3.7 Le modéle exponentiel généralisé

1. On a (TR-GDR, page 426) :

wn
—~
~
~
|

Pr{r >t}
= 1-F(@)

et :
f) = 0F(

S (t)
2. A(t) est le taux de défaut instantané (TR-GDR, page 426) :
. 1
Alt) = Ahj&KPr{tST <t+A|T >t}

. Pr{t<r<t+Al}
= lim
a0t APr{r >t}
1 im Pr{t<r<t+Al}
Pr{r >t} a-o+ A
f(t)

S (1)

Dans le cas du modéle exponentiel £ (\), on obtient :

N AL

3. On note X = S (7). On remarque que X € [0, 1] et que :

Pr{X >z} = Pr{S(r)>uz}
= Pr{r>8"'(2)}
= S(S7'(2))
= z

On en déduit que S(7) ~ Ujg 1) et 7 ~ S-! (Z/I[OJ]). Soit w un nombre aléatoire uniforme. On a
donc :

t=8""1(u) = —ilnu
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4. On a (TR-GDR, page 427) :

=Mt sit<3
S (1) = e—3M1—Aa2(t-3) si3<t<5
e—3A1—2X2—A3(t=5) j ¢ >5
et :
Ape— Mt sit<3
f (t) _ )\26—3/\17/\2(15*3) sid<t<b

Age M —20=2s(t=5)  gj ¢ > 5

On vérifie que :

)\1 Sit§3
&?: Ao sid3<t<h
() A3 sit>5h

5. Si T~ &y, on obtient (TR-GDR, page 411) :

(1—R) [l et f(t)dt

s =
Jert-S () dt
. (1-R) fOT et e M dE
fOT et e~ At dt
T —rt =X\t
cem Mt
= (1-R) AIOTe—e
Jo eTtoe M dt
= (I1-R)xA
6. On a donc :
3 _rt 3 ot -1
st = (L—R)x [Pert. f(t) dt x (fo et S (1) dt)
—1
s = (I—R)x [Jemmt. f(t) dt (f(fe—”-S(t) dt)
-1
s3 = (L—R)x [ye - f(t)dtx (f07e—” ‘S (t) dt)
ou encore :
S1 (1 — R) X )\1
ss = (1—R)x (AI1 (A1) 4+ Aals (A1, A2)) x (It (A1) + Io (A, A2)) !
s3 = (1—=R) x (A1 (M) + Aala (M, A2) + Azl (A1, A2, Ag)) X
(I (M) + I (A1, A2) + Is (A1, Aoy As) 7
avec :
3
L(\) = / e AL
0
5
Ir (A1,02) = / e Tt A (E3) g
3
7
I3 (M, A2, A3) = / A e R (G
5

A partir de la premiére équation, on estime le paramétre A\;. On peut alors résoudre la deuxiéme
équation qui ne comporte plus qu’une seule inconnue A :

A () + 22l (A ko)
I (5\1) + 12 (5\1,/\2>

82:(1—R)><
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4.1

On estime alors le paramétre X2. La troisiéme équation devient :
AL <5\1) + ol (5\1,5\2) + Asl3 (5\1,5\2, /\3>
I <;\1) + Iy (:\1,;\2) +13 (;\175\2,)\3)

SgZ(I—R)X

C’est une équation a une seule inconnue A3, on peut donc estime facilement le paramétre A3. Cette
méthode de calibration successive des paramétres est appelée la méthode du bootstrap.

Eléments de correction des questions de cours

La réglementation Bale II (TR-GDR, page 535)

. Les différences entre le ratio Cooke et Bale II sont décrites aux pages 34-37 de TR-GDR. Les points

sur lesquels il faut insiter sont :

(a) le Nouvel Accord intégre le risque opérationnel ;
(b) le traitement du risque de marché ne change quasiment pas;

(c) le risque de crédit fait 'objet d’une refonte totale. Les pondérations forfaitaires sont abandon-
nées et la notation devient I’élément central pour mesurer le risque de crédit. Deux méthodes
sont alors disponibles, 'une est basée sur les notations externes (méthode SA) alors que autre
utilise les notations internes (méthode IRB);

(d) le role central de la surveillance prudentielle et la place du Pilier IT dans le systéme;

(e) le renforcement des directions des risques au détriment des directions financiéres.

. Le ratio McDonough correspond en fait a 3 ratios. Ceux-ci sont définis précisément a la page 34 de

TR-GDR. La différence entre les ratios tier one et tier two est aussi expliquée & cette méme page.

. Les trois Piliers du Nouvel Accord sont (TR-GDR, pages 35-36) :

(a) lexigence minimale de fonds propres;
(b) la surveillance prudentielle;

(¢) la communication financiére et la discipline de marché.

Le premier pilier permet de définir les différents éléments nécessaires au calcul des fonds propres et
du ratio McDonough. Attention, les fonds propres calculés avec le premier pilier correspondent a une
exigence minimale. Le régulateur peut demander des fonds propres supplémentaires. C’est le role du
second pilier. Le second pilier concerne donc la ligne de conduite que doit adopter le régulateur pour
surveiller I’établissement financier. Il comprend deux grands axes. Le premier est le processus de
validation du premier pilier. Le second concerne le calcul de fonds propres supplémentaires. Ceux-ci
peuvent étre exigés si I’établissement financier présente un risque particulier ou si les hypothéses
de calcul utilisées dans le modéle Bale II ne sont pas applicables a 1’établissement financier. Les
problémes de portefeuilles non granulaires et de concentration de risque sont donc traités dans ce
second pilier (et non dans le premier pilier). Le troisiéme pilier cherche & promouvoir une discipline
de marché plus efficace. Par exemple, I’établissement financier doit communiquer sur les différents
modéles internes utilisés pour gérer le risque, doit publier les pertes les plus significatives, etc.

. Cette question est moins d’actualité aujourd’hui, puisque la CB et TACAM ont fusionnées en une

seule entité, ’ACP (ou Autorité de Controle Prudentiel). La Commission Bancaire (CB) était le
régulateur des établissements financiers tandis que ’Autorité de Controle des Assurances et des
Mutuelles (ACAM) était le régulateur des sociétés d’assurance (TR-GDR, page 38). L’Autorité
des Marchés Financiers (AMF) est le régulateur des sociétés de gestion et le gendarme des marchés
financiers (TR-GDR, page 155). Le systéme britannique de supervision est différent puisqu’il n’existe
qu’une seule entité de régulation, la FSA (ou Financial Services Authority).
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4.2

Le risque de marché (TR-GDR, page 535)

. La distinction entre trading book et banking book est expliquée a la page 47 de TR-GDR. 1l faut

aussi reproduire le tableau page 47 de TR-GDR et illustrer les différences de traitement des risques
Actions et Taux dans le banking book. Pour cela, on peut considérer le risque d’une participation
majoritaire et celui lié aux plans d’épargne logement.

2. La valeur en risque est définie aux pages 27-28 de TR-GDR.

3. Donnez la formule des fonds propres qui se situe a la page 53 de TR-GDR. Les points & développer

N

S G

sont :
(a) la période de détention (au minimum 10 jours);
(b) le seuil de confiance de 99% ;
(c)
(d)

la fenétre de lissage de 60 jours;

le coefficient &.

On a besoin de calculer une valeur en risque VaR; pour l'exigence de fonds propres et une valeur
en risque VaRs pour le backtesting. La différence entre ces deux mesures concerne la période de
détention, qui est de 10 jours pour VaR; et de 1 jour pour VaR,. Expliquez aussi la notion de
scaling (TR-GDR, page 74) et pourquoi il est plus pertinent de faire le backtesting avec la mesure
VaRsy (TR-GDR, pages 56-57).

La réponse a cette question se trouve aux pages 90-103 de TR-GDR. Les points & développer sont :

(a) le probléme de l'identification des facteurs de risque (TR-GDR, page 91);

(b) la différence entre un prix mark-to-market et un prix mark-to-model (TR-GDR, page 96) ;
(¢) la difficulté du backtesting (TR-GDR, pages 96-98) ;

(d) le risque de modeéle (TR-GDR, page 98).

La procédure de backtesting est présentée aux pages 56-58 de TR-GDR. Insistez sur le facteur
complémentaire £ et son incidence sur ’exigence de fonds propres.

La formule de robustesse de Black-Scholes est donnée & la page 103 de TR-GDR. Développez la
notion de sur-réplication d’une option. Illustrez le probléme de définir une volatilité conservatrice
lorsque le gamma de 'option change de signe au cours du temps.

Le risque de contrepartie sur opérations de marché est défini aux pages 214-216 de TR-GDR.
Précisez pourquoi il différe du risque de crédit et pourquoi la perte en cas de défaut (EAD) est
aléatoire (TR-GDR, page 216). Les trois méthodes pour l'exposition au défaut sont données a la
page 222 de TR-GDR. Faites ensuite le lien avec I'exigence de fonds propres au titre du risque de
crédit.

Le risque de crédit (TR-GDR, page 536)

. La définition du défaut est donnée a la page 162 de TR-GDR.

Reproduisez le tableau de la page 165 de TR-GDR. Insistez sur la notion de notation externe
(TR-GDR, page 168) et sur les 16 catégories de risque.

Les 4 paramétres de la méthode IRB (EAD, LGD, LGD et M) sont définis a la page 175 de TR-GDR.
Les différences entre FIRB et AIRB sont expliquées aux pages 209-210 de TR-GDR.
Ces quatre mesures de risque sont définies a la page 29 de TR-GDR (voir aussi la page 491).

En 2001, lors de la sortie du CP2, le Comité de Bale avait choisi la valeur en risque comme mesure du
risque de crédit. A la suite des négociations avec 'industrie bancaire, le Comité de Bale a finalement
opté pour 'unexpected loss. L’argument de 'industrie bancaire était que la perte espérée faisait déja
l'objet d’un provisionnement et qu’elle impactait donc le compte de résultat. Pour celle-ci, il n’y
avait donc pas de raison qu’elle soit comptabilisée au niveau des fonds propres, c¢’est-a-dire au niveau
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4.4

4.5

du bilan. Le Comité de Bale jugeait que les systémes de provisionnement de I’époque n’étaient pas
basés sur la perte espérée, ce qui justifiait la prise en compte de celle-ci dans les fonds propres. I1
y eut alors un débat sur la nécessité de mettre en place un provisionnement ex-ante (c’est-a-dire
un provisionnement systématique basé sur la perte espérée). Finalement, le Comité de Bale s’est
rangé a l'avis de I'industrie bancaire et a choisi de ne pas inclure la perte espérée dans la mesure
de risque.

La gestion du risque dans la banque de détail repose sur des systémes de scoring et une segmentation
de la clientéle. L’'important est de bien distinguer les clients sains des clients qui peuvent faire défaut.
La problématique de la tarification n’est donc pas centrale. Le taux d’un crédit est fixe et le méme
pour tous les clients (ou du moins pour ceux qui appartiennent au méme segment). La question posée
est alors la suivante : doit-on ou non accorder le crédit au client ? Pour la banque commerciale, la
problématique de la tarification est centrale. La question posée devient la suivante : & partir de quel
taux peut-on accorder le crédit au client 7 Dans la banque de détail, un client qui a une probabilité
de défaut élevée ne pourra donc pas avoir un crédit. Dans la banque commerciale, il obtiendra un
crédit a condition qu’il paye un spread suffisamment élevé pour rémunérer ce risque. Ceci explique
que les méthodes Raroc de tarification concernent principalement la banque de financement et
d’investissement alors que la banque de détail utilise les outils de scoring (TR-GDR, pages 516-
523).

Le risque opérationnel (TR-GDR, page 536)

. La définition du risque opérationnel est donnée a la page 228 de TR-GDR. Les pages 229-230

présentent différents exemples de risque opérationnel, ainsi que la classification Bale IT en 7 types
de risque.

. La différence entre BIA et STA est expliquée aux pages 231-233 de TR-GDR. Insistez sur le décou-

page en 8 lignes métiers (TR-GDR, page 230), sur les coefficients 3; (TR-GDR, page 232) et sur la
procédure de validation de la méthode STA.

Un risque "low frequency / high severity" est un risque qui est trés peu fréquent, mais qui peut

produire une perte énorme. C’est par exemple le cas des désastres ('incendie du siege du Creédit
Lyonnais), le rogue trading (I'affaire Kerviel), etc. Un risque "high frequency / low severity" est
un risque qui conduit & une petite perte, mais qui est trés fréquent. L’exemple typique est la
fraude "carte bleue". L’utilisation de la méthode LDA conduit donc & étre vigilant pour estimer la
distribution de sévérité dans le premier cas et la distribution de fréquence dans le deuxiéme cas.

. Le formalisme mathématique de la méthode LDA est expliquée aux pages 236-237 de TR-GDR.

Les fonctions copules (TR-GDR, page 537)

. La définition d’une copule est page 260 de TR-GDR. Les bornes de Fréchet sont données a la

page 269 de TR-GDR. Insistez sur l'interprétation probabiliste de ces bornes et sur les notions de
contre-monotonie et co-monotonie (TR-GDR, page 274).

L’ordre stochastique de concordance est présenté aux pages 270-271 de TR-GDR. Expliquez son
importance dans la définition des mesures de dépendance (TR-GDR, pages 280-282).

Un mesure de concordance est une mesure signée alors qu’une mesure de dépendance est comprise
entre 0 et 1. Dans le cas gaussien, la mesure de corrélation est assimilée & une mesure de concordance,
alors que c’est la valeur absolue de la corrélation qui s’apparente & une mesure de dépendance.
Rappelez aussi les différentes propriétés de ces deux mesures (TR-GDR, pages 280-282). Notez aussi
qu’une mesure de concordance nulle n’implique pas que les variables aléatoires soient indépendantes
contrairement & une mesure de dépendance nulle.

4. Le tau de Kendall, le rho de Spearman et le coefficient de Gini sont définis a la page 281 de TR-GDR.

5. L’expression classique de la copule gaussienne est donnée a la page 262 de TR-GDR. 1l est préfé-

rable d’utiliser la formulation du théoréme 8 de la page 296, ce qui permet d’en déduire la copule
conditionnelle.
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4.6

Les copules archimédiennes sont définies a la page 293 de TR-GDR, tandis que la représentation
des copules de valeurs extrémes correspond & la définition 12 de la page 308.

La méthode des distributions conditionnelles est présentée & la page 314 de TR-GDR. Pour 'exemple,
vous pouvez considérer la copule de Frank (TR-GDR, page 318) ou la copule gaussienne (voir la
réponse 4 (b) de I'exercice 1.17 & la page 45 de ce document 12). Les autres algorithmes de simula-
tion d’une copule sont la méthode des distributions (TR-GDR, page 314) et la méthode analytique
(TR-GDR, page 318).

Les principaux résultats de la théorie des valeurs extrémes multiples sont les suivants (TR-GDR,
page 305) :

(a) les marges vérifient le théoréme de Fisher-Tippet (TR-GDR, page 139);

(b
(c
d
(e

la dépendance est une copule de valeurs extrémes (TR-GDR, page 308);

la dépendance entre les extrémes est forcément positive (TR-GDR, page 310) ;

—~

la dépendance de queue est conservée (TR-GDR, page 314);

)
)
)
) les extrémes sont indépendants si les variables aléatoires sous-jacentes n’ont pas de dépendance
de queue (TR-GDR, page 314).

La copule empirique de Deheuvels est présentée aux pages 322-325 de TR-GDR.

On peut répondre & cette question en montrant que la VaR n’est pas forcément une mesure de risque
sous-additive (TR-GDR, page 30). On peut utiliser les inégalités de Makarov comme exemple (TR~
GDR, page 344). Une illustration se trouve a la page 12 de ce document (question 4 (b) de I'exercice
1.5).

Les dérivés de crédit (TR-GDR, page 538)

. Donnez la définition d’'un CDS (TR-GDR, page 409). Précisez en quoi un CLN est proche d’un

CDS. Expliquez le montage d’un CLN en insistant sur I’aspect de structuration et la notion de SPV
(TR-GDR, page 406).

. Les ABS sont définis a la page 406 de TR-GDR tandis que les différentes catégories d’ABS sont

répertoriées a la page 407 de TR-GDR.
Le mécanisme d’'un CDO est expliqué aux pages 416-421 de TR-GDR. Il faut développer les points
suivants :

(a) la technique du tranching (TR-GDR, page 416);

(b) la notion de points d’attachement et de détachement ;

(c) la définition des tranches equity, mezzanine et senior (TR-GDR, page 419);

(d) les points de ressemblance entre un CDO et les CDS F2D, S2D et L2D.

4. La différence entre les tranches equity, mezzanine et senior est expliquée a la page 419 de TR-GDR.

5. Les corrélations implicite et de base sont définies aux pages 421 et 478 de TR-GDR.

4.7

La gestion du risque de crédit (TR-GDR, page 538)

. Les modéles exponentiel généralisé et & intensité sont présentés respectivement aux pages 427 et

433 de TR-GDR.

2. La définition d’un générateur markovien se trouve a la page 441 de TR-GDR.

3. On peut utiliser un modeéle économétrique, par exemple le modele LossCale (TR-GDR, page 449),

une distribution discréte (TR-GDR, page 456) ou une distribution Béta (TR-GDR, page 452).
Donnez les avantages & utiliser ce dernier modéle.

12. Remarquez alors que la méthode des distributions conditionnelles est équivalente & la méthode de factorisation de
Cholesky dans le cas d’une copule gaussienne.
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4. 1l y a principalement 3 types de modéles pour modéliser la dépendance des temps de défaut :

(a) les modeles factoriels (TR-GDR, page 465) ;

(b) les modéles de copules (TR-GDR, page 458) ;

(¢) les modeéles de contagion (TR-GDR, page 470);
Expliquez aussi pourquoi il y a une dualité entre les deux premiers modeles (TR-GDR, pages 465-
470).

5. Le risque incrémental est défini aux pages 493-497 de TR-GDR. La notion de contribution en risque
est présentée aux pages 497-506 de TR-GDR.

6. Les modeéles de gestion de portefeuille sont des modéles d’allocation (TR-GDR, pages 505-516) alors
que les modeéles Raroc sont des modéles de tarification (TR-GDR, pages 516-526). Ceci explique
que la couverture du risque de crédit par le biais de CDS concerne la gestion de portefeuille (TR-
GDR, page 516). Présentez aussi les différentes utilisations d’'un modeéle Raroc en tant qu’outil
transactionnel (TR-GDR, pages 522-523).
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