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1 Linéarité /
non-linéarité —

Régimes périodiques
sinusoidal et
non-sinusoidal

Objectifs : Distinguer un circuit linéaire d’'un non-linaire. Choisir les outils mathématiques
adaptés au fonctionnement du circuit : le régime périodique sinusoidal ou le régime pério-
dique non-sinusoidal.

| Linéarité / non-linéarité
¢ Circuit linéaire
Dipéle linéaire — Charge linéaire
Un dipdle — ou une charge — est linéaire si, et seulement si, la fonction f ou g, de sa

relation tension-courant # = f(i) ou i = g(u), est linéaire :
Sfkiiy +kain) = ki f(i1) + ko f (i2) ou g(hruy + Aoun) = A1g(u1) + Aog(uz)

ou ki, ko, A1 et A sont des constantes réelles.

Exemples : Résistances : u = Ri, condensateurs : i = Cdu/dr et
bobines : u = Ldi/dr constituent des dipoles linéaires si R, L et C sont
des constantes.

Si une source de tension sinusoidale alimente une charge linéaire, alors le courant dans
celle-ci est sinusoidal.

Circuit électrique linéaire

Tous les dipdles qui le constituent sont linéaires. Les tensions et courants du circuit sont
reliés par un systeme d’équations différentielles linéaires a coefficients constants.
Lorsqu’une « sortie » (tension ou courant), notée s = s(¢), ne dépend que d’une seule
« entrée » (tension ou courant), notée e = e(t), le systeéme se réduit a une seule équation :

d"s 2 ds an d%e de

e
+a,—+aps =by,——+...+br—+b

s S be  (m<
arn a2 arm a2 Thig thee  (msn)

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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Remarques :

— Si I’équation différentielle comporte un terme constant (d{i a une pola-
risation par exemple) on 1’élimine par un changement de variable pour
retrouver la forme ci-dessus.

— Si la sortie dépend de plusieurs entrées, on utilise le principe de linéa-
rité (voir ci-dessous).

Exemple : Circuit RLC (Fig. 1.1)

dzuc duc / stY\ 'i| Il c
LCF-’—RC?-FMC:ME > Il

d’up dupg dug U Ur Ue
LC——— + RC— = RC—

a T RCTg TR dr Ue

d’up dup, d*ug
LC RC— =LC Figure 1.1 Circuit RLC

a t a dr? °

Principe de linéarité

Dans un circuit linéaire, la réponse d’une grandeur (tension ou courant) désignée
comme « sortie » et notée s(f), est la somme des réponses dues a chaque source (indé-
pendante ou liée) d’excitation ey (f) prise séparément, les autres sources étant éteintes
(on dit aussi « passivées », ¢’est-a-dire rendues passives). Ce qui s’écrit :

s(t) = Z frlex(®)], les fonctions fi étant linéaires
k

Exemple : Voir I’exercice « Application du théoréme de superposi-
tion », fiche 5.

e Circuit non-linéaire
Dipéle non-linéaire — charge non-linéaire

Un dipdle — ou une charge — est non-linéaire si, et seulement si, la fonction f ou g de
sa relation tension-courant u = f(i) ou i = g(u), n’est pas linéaire.

Exemples

Une V.D.R. (Voltage Dependant Resistor) : i = ku", une thermistance
(sa résistance est fonction de la température qui dépend donc aussi de la
puissance qu’elle dissipe), une bobine a noyau ferromagnétique
(Fig. 1.2), une diode (mé&me idéale) et un interrupteur sont des dipdles

non-linéaires.

FICHE 1 - Linéarité/non-linéarité — Régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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En convention récepteur, la relation entre la

tension et le courant s’écrit : p=1()
Saturation
de df@)
=N—=N
! dr dr I
ou N est le nombre de spires du bobinage
(VOiI‘ fiche 9). Saturation

Figure 1.2 Caractéristique ¢ = f (i)
d’une bobine a noyau ferromagnétique

Remarque : Dans le cas de la bobine, la tension est proportionnelle a la
variation du flux, et la relation tension-flux est linéaire ; mais c’est la rela-
tion entre flux et courant, souvent non-linéaire, qui est alors cause de non-
linéarité globale.

Si une source de tension sinusoidale alimente une charge non-linéaire, alors le courant
dans celle-ci n’est pas sinusoidal.

Circuit électrique non-linéaire

Au moins un des dipdles qui le constituent est non-linéaire. Les tensions et courants
du circuit sont reliés par un systeme d’équations différentielles non-linéaires, qui
nécessite une résolution numérique sophistiquée (ce que font les simulateurs).

Il Régimes périodiques sinusoidal
et non-sinusoidal

* Régime périodique sinusoidal
(Fiches 2 a 10 pour le monophasé et fiches 15 a 18 pour le triphasé)

Régime sinusoidal (voir fiche 2)

Un circuit électrique est en régime sinusoidal permanent (ou régime harmonique)
quand tensions et courants sont des fonctions sinusoidales du temps de méme fré-
quence. Le circuit électrique doit étre linéaire et alimenté en permanence par une
source d’énergie €lectrique sinusoidale. Si plusieurs sources sont présentes dans un
circuit, elles doivent étre synchrones et de méme fréquence. Le régime sinusoidal per-
manent est un régime périodique particulier.

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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Notation complexe (voir fiches 4 et 5) et vecteurs de Fresnel (voir fiche 3)

Soit un circuit linéaire dont la sortie s = s(¢) dépend de la seule entrée e = e(t). Si
e(t) est sinusoidale, alors s(¢) est aussi sinusoidale de méme fréquence (régime sinu-
soidal établi). Bien entendu, les calculs sur les valeurs instantanées restent possibles,
mais ils deviennent vite longs et délicats (il faut remplacer les expressions de e(t) et
s(t) dans I’équation différentielle a coefficients constants). Afin de faciliter les calculs,
on utilise deux outils, qui font abstraction du temps : le formalisme complexe ou la
construction vectorielle de Fresnel.

e(t) = Ev/2 cos (ot +a) s(1) = Sv/2 cos (wt + )
E = [E 5 ae] = Eejae gult) § = [S7as] — Sejax

= —

E =[E;a] S =[5 as]

Passage de ’équation différentielle a coefficients constants
a la notation complexe et réciproquement

En supposant valide la notation complexe, on passe de 1’équation différentielle a la
notation complexe en remplacant e(¢) par E, s(¢) par S, d/dt par jo et plus générale-
ment d¥/d¢* par (jw)¥. L opération inverse permet de passer de la notation complexe
a I’équation différentielle. Le principe est le suivant :

Passage ds ,de Passage
de I’équation Tyt K <T a7 e) ) de la notation
différentielle . ., complexe
a la notation jotS+5 = K(jor'E + E) a I’équation
complexe K( +jothE différentielle

§= .
I +jot
Remarque : Dans certains cas, il peut étre plus simple d’utiliser la nota-
tion complexe pour la mise en équation puis d’en déduire 1’équation dif-
férentielle.

Exemple
Soit le schéma (Fig. 1.3) ou ug est une source de tension variable. En
utilisant la notation complexe, on peut exprimer la fonction de transfert
Us/Us.
Tout calcul fait, on obtient :

Us 1

Us  1+j(L/R)w+PLCw?

On Ecrit les termes en Us a gauche et ceux en Ug a droite :

(G*LCw* +j(L/Rw+ Us = Ug

FICHE 1 - Linéarité/non-linéarité — Régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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Puis, en remplagant Us par us, Ug par ug, jo par d/dz et j?w? par
d? / dr2, on obtient I’équation différentielle reliant ug a ug :
dzus L dus

LC——— 4+ —— =
a2 +R a +us = ug

Ug D C—_——R Us

Figure 1.3 Circuit de I’'exemple

* Régime périodique non-sinusoidal
(voir fiches 11 a 14 pour le monophasé et fiche 19 pour le triphasé)

Régime périodique (voir fiche 11)

Un circuit électrique est en régime périodique quand tensions et courants sont des
fonctions périodiques du temps. Le régime périodique est un régime établi (permanent)
obtenu quand tensions et courants sont devenus périodiques.

Signal périodique

Un signal périodique (tension ou courant en électricité) se reproduit a I’identique au
cours du temps. Son diagramme temporel est une suite de motifs identiques. La pério-
de T d’un signal périodique est la plus petite durée entre deux instants ou le signal se
reproduit a I’identique :
Vt,s(t+kT)=s5(t) avec keZ
Développement en série de Fourier (voir fiches 12 et 13)

Un signal réel s(z) périodique de période 7, développable en série de Fourier, peut
s’écrire :
s 2
s(t) =ag+ ZA,, cos (nwt + o))  avec w = T

n=I1

Remarque : Ce développement permet une approche spectrale, chacu-
ne des composantes du signal étant analysée séparément sur le méme cir-
cuit ; la composante continue donne lieu a une étude simplifiée en régime
continu ; les autres composantes, toutes sinusoidales, sont identifiées
d’apres leur fréquence n/T.

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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Cas d’un circuit linéaire alimenté par une source périodique non-sinusoidale
(voir fiche 12, 12.3 « Méthodes », et les exercices en fin de fiche)
Soit un circuit linéaire dont la sortie s = s(f) dépend de la seule entrée e = e(t). Si e(t)
est périodique et développable en série de Fourier, alors s () est la somme des réponses
obtenues pour chacune des composantes du développement en série de Fourier de e(?).

0 circuit oo
e(t) = Eo+ Y _ En,, cos(not +an) —> s(t) = So+ Y _ Sn,, cos (nat + )
n=1 n=1
Cette méthode est basée sur le principe de linéarité (voir paragraphe « Circuit linéai-
re » ci-dessus).

Exemple : Filtre passe-bas du 1°" ordre excité par une tension rectangu-
laire (Fig. 1.4).

(V) 4 e(t) T=1ms y=1/5
5

t t
0 c 0 -+
0 1 2 (ms) 0 1 2 (ms)
V) 4 Enviax e s V) 4 Suuax
2 2 o,

fa, = 2kHz N
04 ‘IM’ (= Cla-3d8) 0 A A
0 5 10 (kHz) 0 5 10 (kHz2)

f

Figure 1.4 Filtre passe-bas du 1¢" ordre excité par une tension rectangulaire

Cas d’un circuit non-linéaire

Il existe des cas fréquents (redressement, commutation, composants non-linéaires,
etc.) ou le circuit est globalement non-linéaire. En régime périodique, 1’approche spec-
trale est valable méme si le circuit est non-linéaire. La connaissance des développe-
ments en séries de Fourier des tensions et courants permet de résoudre une grande
quantité de problémes pratiques et théoriques.

Exemple : Redresseur double alternance alimenté par une tension sinu-
soidale (Fig. 1.5).

UeMax 4 1 4+ 2 UsMax-3-———_

0

Pont

-Ugw 0
5 0 5 10 (ms)
E Ug %F us R
n Max 2Us ya
Uk ax

ob—1

0 T
0 50100 200 300 (Hz)

——
0 50100 200 300 (Hz)

Figure 1.5 Redresseur double alternance alimenté par une tension sinusoidale

FICHE 1 - Linéarité/non-linéarité — Régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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? ~ Grandeur
sinusoidale :
représentation
temporelle

et caractéristiques

Objectifs : Lire, comprendre et mesurer les caractéristiques d’'une grandeur sinusoidale
représentée en fonction du temps.

| A savoir

¢ Régime sinusoidal permanent

Un circuit électrique est en régime sinusoidal permanent (ou régime harmonique) quand
tensions et courants sont des fonctions sinusoidales du temps de méme fréquence.

Le circuit électrique doit étre linéaire (c’est-a-dire composé de dipdles linéaires) et
alimenté en permanence (le régime transitoire a donc cessé€) par une source d’énergie
électrique sinusoidale. Si plusieurs sources sont présentes dans un circuit, elles doivent
étre synchrones et de méme fréquence. Le régime sinusoidal permanent est un régime
périodique particulier. Un signal sinusoidal s’écrit :

s(t) = Smax cos (wt + o)

* Expression temporelle d’une tension sinusoidale (Fig. 2.1 et Fig. 2.2)

‘ u=1u(t) = Upax cos (ot + o) ‘

du _—_. ou=0 —_— <0

+Unax i /( P / ~{
Uk " A p \

\ I' ‘\ \ I' ‘\

1 \\T ’ \
1\ —=i t
O\ ' \ N

'UMax %
3T4 -T2 -TA O T4 T2 374 T 5T4 t(s)
8w2 - w2 0 w2 32 20 5u2 0=wt(ad)

Figure 2.1 La tension en trait continu est en retard de phase
sur la référence en trait pointillé

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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Symbole Nom Unité
u = u(t) valeur instantanée de la tension volt (V)
Uvax = U valeur maximale de la tension volt (V)
Umoy = (u) =0 valeur moyenne de la tension volt (V)
UMax . .
Ug = U = valeur efficace de la tension volt (V)
V2
t temps seconde (s)
ot+ oy phase de v a l'instant t radian (rad)
ay phase initiale (a t = 0) de u radian (rad)
T (avec T = 27) période seconde (s)
1
f= 7 fréquence hertz (Hz)
w=2nf pulsation radian par seconde (rad/s)

Figure 2.2 Définitions pour une grandeur sinusoidale

Remarque : Ceci reste valable pour toute grandeur sinusoidale, par
exemple I'intensité d’un courant s’écrit : i = i(t) = Iyax COs (0 + ;).

e Déphasage

Le déphasage est la différence entre les
phases initiales de deux grandeurs sinusoi-
dales de méme fréquence.

Le déphasage entre une tension u et un cou-
rant i, u en avance de phase par rapport a i
si @ positif, est :

0 =(I,0)

Référence
des phases

Figure 2.3 Représentation de Fresnel

=0y — o

Remarques :

associée (voir fiche 3)

— Les phases initiales et le déphasage sont écrits modulo 27.

— L’ TE.C. (International Electrotechnical Commission) recommande
que la valeur indiquée du déphasage soit supérieure a —x rad et infé-
rieure ou égale a 1 rad, ce qui s’obtient par I’ajout éventuel d’un mul-

tiple de 2w rad a la différence o, — o;.

—Si ¢ > 0 alors on dit que la tension u est en avance de phase par rap-
port au courant i (ou que i est en retard de phase par rapport a u), et
si ¢ < 0 alors on dit que u est en retard de phase par rapport a i (ou
que I est en avance de phase par rapport a u).

FICHE 2 - Grandeur sinusoidale

: représentation temporelle et caractéristiques

11
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Il Méthodes

En régime sinusoidal permanent, les tensions et courants d’un circuit sont tous sinu-
soidaux de méme fréquence. Pour qu’il en soit ainsi, tous les éléments doivent étre
linéaires, et s’il y a plusieurs sources, toutes doivent étre synchrones et de méme fré-
quence.

Les lois des nceuds et des mailles restent valables a condition de les appliquer aux
valeurs instantanées, aux représentants vectoriels (voir fiche 3) ou aux représentants
complexes (voir fiche 4).

Il Mesures

*  Voltmetre - Ampeéremetre - Pince amperemétrique

Mesures de la tension aux bornes d’une charge et de I’intensité la traversant.
— Un voltmetre AC (Alternative Current) placé en parallele ou dérivation (Fig. 2.4)
permet de mesurer la valeur efficace de la tension.
— Un amperemetre AC placé en série (Fig. 2.4), permet de mesurer la valeur effi-
cace de I'intensité d’un courant.

Montage aval dit aussi a courte dérivation ou Montage amont dit aussi a longue dérivation
a tension « vraie ». Condition d'utilisation :  ou a intensité « vraie ». Condition d'utilisation :
i’ Li = ZV()llmétre > ZCharge u' LU= ZAmpéremétre < ZCharge

Figure 2.4 Mesures de Uggr et T , € = EMax COS ((U l)

Remarques :

—Le montage aval est le plus couramment utilisé car les voltmetres
modernes possedent toujours des impédances tres grandes devant la
plupart des charges, alors que les petites impédances des ampere-
metres (fonction des calibres) peuvent parfois ne pas étre négligeables
devant certaines charges.

— L’utilisation d’une pince amperemétrique (capteur de courant sans
contact galvanique a transformateur de courant ou sonde a effet Hall)

N

évite d’avoir a ouvrir le circuit (Exemple du montage amont :

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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Fig. 2.5). Dans la pratique, c’est la facilit¢ de pose de la pince
amperemétrique et les conditions de sécurité qui imposent souvent le
choix du montage amont ou aval.

Pince ampéremétrique — ’
e () & “

Figure 2.5 Mesures de Ugg et Ixr avec pince ampeéremétrique
Exemple du montage amont

Charge

*  Oscilloscope

Un oscilloscope permet de visualiser une tension en fonction du temps, de mesurer sa
valeur maximale, de mesurer le déphasage entre deux tensions. De plus, les oscillo-
scopes numériques permettent généralement d’afficher directement les valeurs maxi-
males, moyennes et efficaces, les déphasages, les périodes, les fréquences, etc.

— Lutilisation d’entrées différentielles isolées (ou de sondes différentielles isolées)
diminue les risques électriques et écarte les risques de court-circuit par la masse
de I’oscilloscope, car la masse de 1’appareil est reliée a la terre sauf en cas de
double isolation.

— La visualisation des courants est facilitée par 1’utilisation de sondes de courant.

Exemple 1 : Mesure du déphasage entre tension et courant d’un dipole
d’impédance Z a I’aide d’un oscilloscope, entrées non isolées (Fig. 2.6).
La voie A visualise la tension 1 = ua aux bornes du dipole et la voie B

_L A Oscilloscope
V4 ug = up ® o—
v 0
E vy €OS (01) <> i Y
N
R u, = Ri = —ug
T

Figure 2.6 Schéma de mesure - La voie B est inversée
Exemple du montage aval

FICHE 2 — Grandeur sinusoidale : représentation temporelle et caractéristiques
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le courant qui le traverse par I'intermédiaire de la résistance R. Les
entrées de 1’oscilloscope n’étant pas isolées, la masse unique doit étre
connectée entre le dipdle et la résistance ; il faut donc inverser la voie B
afin de retrouver la phase du courant : u, = Ri = —ug. Attention, la réfé-
rence de la source « e » ne doit pas étre a la terre !

Le principe de mesure avec un oscilloscope est basé sur la conversion du
décalage temporel d’un signal par rapport a un autre en déphasage
(Fig. 2.7) :

2m(ty — 1)
p=m—a=w(—1)=2nf(tr—1) = — 7
D’ou
@ (rad) =1 @) h—1n
_— = — =
2 T 360 T
T 1
4 7
: .": A \\
| 4 | 0
ua (1) N ‘H‘ "\
-_— - - Jrr )
~up(t] //
r | | k)
‘ : l.‘h. N o '12 _'tl :“2:‘8‘6 ms
l l BCes T =20 ms
| |

t (2 ms/Div)
Figure 2.7 Mesure a ’aide des curseurs,

360 —2'86 51,5¢
oy A2 360° x ~)J5l,5
ZQ) 20 ;

Plusieurs méthodes de mesure du déphasage sont possibles :

— Utilisation de fonctions spécifiques de 1’oscilloscope (déphasage ¢,
décalage temporel r, — 7).

— Mesure de temps a 1’aide des curseurs, puis conversion (voir Fig. 2.7).
On peut améliorer la précision en dilatant a I’écran 1’écart , — t;.

— Mesure directe en décalibrant la base de temps afin d’obtenir une
échelle en degrés par division. En pratique, on ajuste une demi-pério-
de, soit 180°, sur 9 divisions, ce qui donne une échelle de 20°/div.
(Fig. 2.8). On peut aussi ajuster une demi-période sur 10 divisions, ce
qui donne une échelle de 18°/div.

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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up ( t) "".- // “H
- ug(h) - B

t
Figure 2.8 Mesure directe, ¢, ~ 2,6 x 20°/div. ~ 52°

Remarque : Les mesures s’effectuent en mode AC et en ajustant préci-
sément les positions du « zéro » pour supprimer tout décalage continu.

Exemple 2 : Mesure du déphasage entre tension et courant d’un dipole
d’impédance Z a I’aide d’un oscilloscope a entrées différentielles isolées
(Fig. 2.9). La voie A visualise la tension 1 = ua aux bornes du dipdle et
la voie B le courant qui le traverse par I’intermédiaire d’une sonde de cou-
rant : k X i = ug. Ce montage est toujours a préférer au précédent pour
sa simplicité et son niveau de sécurité électrique (isolation), notamment
dans le cas d’une mesure sur le réseau. Si 1’oscilloscope ne possede pas
d’entrée isolée, on intercalera, entre la charge et la voie A, une sonde de
tension différentielle isolée.

Oscilloscope

z Ur=ta e o
A B

= C) o |0
E \ax €O (wt) iy

|| Sonde de| /]\ ]
<R courant kxi=ug

Figure 2.9 Schéma de mesure avec sonde de courant et entrées isolées
Exemple du montage aval

FICHE 2 — Grandeur sinusoidale : représentation temporelle et caractéristiques



¢ Multimetre

C’est un appareil incorporant plusieurs fonctions : fréquencemetre, amperemetre,
voltmetre, ohmmetre, etc. Sa principale limitation est sa bande passante (20 kHz
typique). En position AC on mesurera la valeur efficace du signal sinusoidal, et en
position DC on contrdlera I’absence de composante continue.

Mesures a lI’oscilloscope

On releve ’oscillogramme (Fig. 2.10) a I’aide du schéma de mesure donné précé-
demment ou R = 0,01 Q et Egy = 230 V (voir Fig. 2.6).

1. Mesurer la fréquence des tensions.

2. Déterminer les valeurs maximales Uj max €t Imax. En déduire les valeurs efficaces

Uigsr et Igg.
3. Mesurer le déphasage ¢ entre u; et i, u; en avance de phase par rapport a i si @
positif.
4. Déterminer I’'impédance Z du dip6le ainsi que sa nature (inductif, résistif ou capa-
citif).
5. Donner une expression de u () et i(f).
It, r
! e
| 2 "
| 3 | AN
| Kr : ””»
4 | [
ua (t | J»J ! T Upmax = 1,0 V
A (1) . ] "
- e T 4 UAMax :32570\/
- ug(f)|" ] A 1
B & h“""‘---._‘ L | h—1Hh = 4,02 ms
" T |
) LT | : T =20 ms
T & | \
‘"’q w"l | ‘
Ea— | T
|
1 |
t (2 ms/Div)
Figure 2.10 Oscillogramme
Solution
1. Fréquence.
1 1
f===——=50Hz (T =10 x 2ms/div. =20 ms)
T 20ms

16 Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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2. Valeurs maximales Uj max €t Imax €t valeurs efficaces Ujgg et Igg

Ui max

V2

UB Max Iviax
BMOX 100 A = I = 22 ~ 70,7 A

hvax =
Ma R ﬁ

UiMax = Uamax 325V = Uiggr = ~229,8 V~230V

3. Déphasage ¢ entre u; et i. La tension u#; étant en avance par rapport au courant i,

le dipdle est inductif.

bt 4,02 .
$ _hb—h % A 72,4°, soit ¢ ~ 1,26 rad

— = ~ 360°
0 1 ¢ 8
4. Impédance Z du dipdle.

S, Ui _ 229.8
T Ige 70,7

~ 3,25 Q

5. Expressions de u(¢) et i(¢). Par définition, on a :
u(t) = Urmax cos (wt + o) = Upyax cos (@t + a; + @)
i(t) = hyaxcos (wt 4+ ;) = hyax cos (Wt + o — @)
En prenant la tension u () pour référence des phases (¢, = 0), on obtient :
uy(t) = Upmax cos 2 ft) &~ 325 x cos (1007¢)
i(t) = Iyiax cos mft — @) ~ 100 x cos (1007t — 1,26)
En prenant le courant i () pour référence des phases (¢; = 0), on obtient :
u1(t) = Upmax cos rft + @) & 325 x cos (1007t 4 1,26)
i(t) = Iyax cos 2 ft) =~ 100 x cos (1007¢)

FICHE 2 — Grandeur sinusoidale : représentation temporelle et caractéristiques
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Représentation
de Fresnel

Objectifs : Construire et exploiter une représentation vectorielle de tensions et de cou-
rants d’un circuit électrique linéaire en régime sinusoidal permanent.

| A savoir

* Transposition vectorielle

A chaque grandeur sinusoidale on associe un vecteur et réciproquement (Fig. 3.1).

Grandeur sinusoidale Vecteur associé
Valeur instantanée : Vecteur : U
u = u(t) = U2 cos(wtra )
Valeur efficace : U = Ugg — Norme : | U| = U
Phase initiale (@ t = 0) 1 o — Angle polaire : ¢t

Figure 3.1 Vecteur associé a une grandeur sinusoidale

Remarque : La norme (ou module) du vecteur T estici prise égale a
U (valeur efficace) car on mesure généralement les valeurs efficaces des
tensions et courants dans les applications industrielles en régime sinusoi-
dal. Cependant, on aurait aussi pu décider de la prendre égale a Uppax
(valeur maximale). Les deux possibilités sont équivalentes, puisque
I'ona:

U = ZI et Uyax = ZIvax avec Uniax = U2 et Iyax = I4/2

* Loi d’Ohm transposée au calcul vectoriel (Fig. 3.2)

ﬁ t 2N . . .. ﬁ

U =[U; ay] est le vecteur associé a la tension sinusoidale u, I = [[; «;] le vec-
teur associé au courant sinusoidal i, Z I'impédance en ohms du dipdle, et ¢ le dépha-
sage en radians ou degrés entre u et i, u en avance de phase par rapport a i si ¢ posi-
tif.

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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Représentation de Fresnel : Valeurs efficaces :
.
Dipéle Sens direct Déphasage :
> %
> _ + —
< / o=(1,U)=ay—q
u »

-

Figure 3.2 Loi d’Ohm transposée au calcul vectoriel

* Dipdles linéaires élémentaires (Fig. 3.3)

Impédance Q Représentation
Déphasage (rad) de Fresnel
()
8 iF\‘ R ZR = % =R - -
g > 1 . Yn, 'n
@ >
é < Yr=(lr,UR) =0
1o
3 i L _U_
§ o A= tte —| s
S < — T L e
B ug $r=(I,U)=—rad m
- L
© . c U 1 / -
= ] Z = — = — I
3 >—| ° ke Cco e
(=% - >
S < ¢ = (Ic, Ug) = — rad
Cc

Figure 3.3 Dipdles linéaires élémentaires

Il Méthodes

Attention, on ne doit pas ajouter les impédances Z;, Z,, ... Zy, exprimées en ohms,
de dipdles mis en série, car un dipdle inductif ou capacitif déphase tension et courant
entre eux. Similairement, on ne doit pas ajouter les admittances (inverses des impé-
dances) de dipdles mis en parallele.

¢ Lois des neeuds et des mailles

Elles restent valables a condition de les transposer au calcul vectoriel. Les résultats
s’obtiennent alors soit en mesurant modules et phases directement sur la représenta-
tion de Fresnel a I’échelle, soit par le calcul en utilisant les relations trigonométriques
classiques.

FICHE 3 - Représentation de Fresnel
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Loi des neeuds (deux formulations)

1) La somme des courants qui arrivent a un neeud est
égale a la somme des courants qui en partent. Exemple
(Fig. 3.4) :

- = -
L + 5L =13
2) La somme algébrique des courants aboutissant a un
neceud est nulle. Exemple (Fig. 3.4) : Figure 3.4 Nceud N
- = -
L+5L—-1=0

Loi des mailles (deux formulations)

. uq
1) La somme des tensions dans le sens de parcours <

de la maille est égale a la somme des tensions en

|
LI
sens inverse. Exemple (Fig. 3.5) :
- = — uz us
U, =U +U; I © |

2) La somme algébrique des tensions dans le sens de
parcours d’une maille est nulle. Exemple (Fig. 3.5) :

- = = Figure 3.5 Maille M
U,—-U —Uz;=0

* Regle de Fresnel (Fig. 3.6)

La somme de deux grandeurs sinusoidales de méme nature (tensions ou courants) et
de méme fréquence f est une grandeur sinusoidale de fréquence f ; le module et la
phase de cette somme sont donnés par la somme vectorielle associée.

Somme de deux Somme vectorielle
grandeurs sinusoidales associée

NN

u(t) = i (t) + ux(1) — U=U +U,

Figure 3.6 Regle de Fresnel

* Projections, module et phase du vecteur somme (Fig. 3.7)

Les projections s’ajoutent :
{szUcosazUl cos a; + U, cos ap

Uy =U sin @ = Uj sin oy + U; sin

On en déduit :
re— Uy U, U,
— 2 2 — H _ Y _ Y
U = Ux—i-ljy COS(X—U Sanl—F tana—U—x

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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o4 oy

\ Bo

Figure 3.7 Projections, module et phase du vecteur somme
(deux constructions possibles)

Dérivation et intégration (Fig. 3.8)

Grandeur sinusoidale Vecteur associé
u= U\/Ecos(wthu) — U= [U; o]
du
— = —wU\/2sin(wt+ay) pu
dt — [a)U ;au+§]

=wU+/2 cos (wt+o y+7/2)

/udt: UV2 Jw Xsin(wt+ay) U -
— [? “u*g]

= U\/E Jw Xcos(wt+a ,—1/2)

Figure 3.8 Dérivation et intégration

Remarque : On déduit facilement de ces résultats les relations données
pour les dipdles élémentaires.

Zr =Ugr/IR=R
ur=Rip <—>[UR§au]:[RIR;ai+O]:>{ N

¢r =g, Ur) =0
du d(Cuc)

) T
lc=C?= ” <—>[Ic;06i]=[Cch;Oéu+5]

{ Zc =Uc/lc =1/(Cw)
_—

— —
oc = (Ic,Uc) = —90°

di d(Li T
L _ dkis) > Wil = [Loly e + 7]

dr dr
Zp =UL/l; = Lw
—

— —
oL = (I, Ur) =+90°

up =

FICHE 3 - Représentation de Fresnel
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e Référence des phases

Il est commode d’attribuer une phase initiale nulle au signal pris pour référence des
phases (souvent placée horizontalement dans la représentation de Fresnel). Il est alors
souvent plus simple de prendre pour référence des phases : le courant dans le cas d’un
circuit série, et la tension dans le cas d’un circuit parallele.

* Association d’un vecteur a un sinus
Toutes les grandeurs sinusoidales doivent avoir la méme origine des phases pour pouvoir
étre représentées sur un méme diagramme de Fresnel. Dans le cas d’un sinus, on écrira :
u=U2sin(wt+ By) = U~2cos (wt + By — 7/2)
————

oy

Circuit de repérage de I’'ordre des phases

Soit le schéma (Fig. 3.9) d’un circuit de repérage de I’ordre des phases d’une ali-
mentation triphasée. On suppose Cw = 1/R et la résistance interne de 1’ampere-
metre nulle. Les tensions simples, référencées par rapport au neutre, sont :

v = V+/2 cos (wt)
vy = VA/2cos (wt —2m/3)
v3 = V/2cos (wt — 4m/3)

1. Tracer la représentation de Fresnel des tensions vy, vy, v3, Ujp = v — v,
Ur3 = vy — v3 et uz; = v3 — vy. En déduire la valeur efficace U des tensions com-
posées Ui, U3 et uzj.

2. Tracer la représentation de Fresnel des courants ig, ic et i;. En déduire la valeur
efficace I; du courant i;.

3. On permute la résistance et le condensateur. Tracer la nouvelle représentation de
Fresnel des courants ig, ic et ij. En déduire le nouveau courant efficace 7.

4. Conclure. )
1 : 11
N\

2 R iR
V1 C

——o

Figure 3.9 Circuit de repérage de I'ordre des phases

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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Solution

1. Représentation de Fresnel des tensions
— Transposition vectorielle :

v = V«/Qcos(a)t) > VT =[V;0]
vy = V/2cos (@t — 21/3) <> Vi = [V : —27/3]
—
vy = V/2 cos (wt —4m/3) «— V3 =[V; =41 /3]
— = =
up=v—n+«—Up=V -V

— = =
up =v; —v3 <—> U3 =V, — V3

— = —
uzr =v3 — v <— U1 = V3 = V)

— Sachant que V; = V, = V3 = V, on obtient la représentation de Fresnel (Fig. 3.10).

—> — —>
D’ou : Up=1[U;+mr/6], Uy =[U;—n/2], Uy =[U; —Tr/6]
U 3
avec U=+3xV car 5 = Vv cos% = V% (triangle rectangle)

2. Représentation de Fresnel des courants
— Equations et transposition vectorielle (la résistance interne de I’amperemetre est
supposée nulle) :

R A

Figure 3.10 Représentation de Fresnel des tensions

FICHE 3 - Représentation de Fresnel
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. duys dus; — —T e Y

= = S S = | Cots 4 D | = [Cots 4T ]
ic ” " c w 6 +2+7l’ w +3
ii=irp+ic<— L =1Ir+ Ic

— Sachant que Cw = 1/R, on obtient la représentation de Fresnel (Fig. 3.11). D’ou

3+1 U U
T;: Il;ﬂ avec[lz\/_—+x—%1,93x—
4 V2 R R

60° — 30° b4
= Ig cos T

1
carz1 = I cos (triangle rectangle)

Figure 3.11 Représentation de Fresnel des courants
Résistance et condensateur non permutés

. b4 T b4 T e T .7
et cos— = cos| — — — ) = cos — cos — + sin — sin — =

12 3 4 3 4 374 22

3. Représentation de Fresnel des courants, résistance et condensateur étant permutés
— Equations et transposition vectorielle :

V3+1

. —M31:>]—> U —7n+n U —7
ir = =|=;— =|=;—
R="R R’ 6 R’ 6

dupy — +r 0w 2w
ic=C—= Ic =|CoU; —+ = |=|CoU;+—
O ¢ [” 6+2] [‘” +3}
i1=igp+ic<~— I, =Ip + I¢

— Sachant que Cw = 1/R, on obtient la représentation de Fresnel (Fig. 3.12). D’ou :

3—1 U U
71): Il;+—n avecllzf X — ~ 0,52 x —
4 V2 R R

I 120° + 30° T
car 5= Ig cos —— = Ig cos 7 (triangle rectangle)

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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= Cc0S — €OS — + sin — sin — =

5w 2r 7w 2 T 2 T J3-1
3 4 3 4 242

Figure 3.12 Représentation de Fresnel des courants
Résistance et condensateur permutés

4. Conclusion. Si I’ordre des phases est direct (par exemple, 1-2-3 respectivement
reliés a Amperemetre-Résistance-Condensateur) alors /; &~ 1,93 x U/R. Par contre,
si I'ordre des phases est inverse (par exemple, 1-3-2 respectivement reliés a
Amperemetre-Résistance-Condensateur) alors I} ~ 0,52 x U/R. Ainsi, ce simple cir-
cuit permet de repérer 1’ordre des phases d’une alimentation triphasée.

FICHE 3 - Représentation de Fresnel
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4 Notation complexe :
loi d’Ohm

Objectifs : Etudier, par les nombres complexes, les tensions et courants d’un circuit élec-
trique linéaire en régime sinusoidal permanent (voir aussi les théoremes présentés sur la
fiche 5).

| A savoir

* Transposition complexe

A chaque grandeur sinusoidale on associe un nombre complexe et réciproquement
(Fig. 4.1).

Grandeur sinusoidale Nombre complexe associé
Valeur instantanée : Nombre complexe
— .
u=u(t) = U\/Ecos(wtﬂxu) U=[U;a,] = Ue™v
Valeur efficace : U = Ugg — Module : [U| = U
Phase initiale (a t = 0) : ar,, — Argument : Arg(U) = oy

Figure 4.1 Nombre complexe associé a une grandeur sinusoidale

Remarques :

— Le module du nombre complexe U est ici pris égal a U (valeur effi-
cace) car on mesure généralement les valeurs efficaces des tensions et
courants dans les applications industrielles en régime sinusoidal.
Cependant, on aurait aussi pu décider de la prendre égale a Uy
(valeur maximale). Les deux possibilités sont équivalentes, puisque
I'ona:

U = ZI et Uyiax = ZIviax avec Unax = UN2 et Iyiax = 132

— Toutes les grandeurs sinusoidales doivent avoir la méme origine des

phases. Dans le cas d’un sinus, on écrira :

u=U2sin(ot + Bu) = U2cos(wt + By — 7/2)
———

oy

26 Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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* Loi d’Ohm généralisée (Fig. 4.2)

U =[U; ay] est le nombre complexe associé a la tension sinusoidale u, I = [/ ; «;]
le nombre complexe associé au courant sinusoidal i, Z 1’'impédance complexe du
dipdle et Y son admittance complexe.

1 £=1Y U=2xI
N 1
7~ 1 ]

< I=YxU

Figure 4.2 Loi d’'Ohm généralisée
— L’impédance complexe peut s’écrire :
Z=[Z;¢9]l=7Zel’ =R+jX =2Zcos ¢ +jZ sin g

ou Z=|Z| =U/I est 'impédance, Arg(Z) = ¢ = a;, — o; (modulo 2m) le
déphasage entre u et i, u en avance de phase par rapport a i si ¢ positif,
R = Re(Z) = Z cos ¢ la résistance, et X = Im(Z) = Z sin ¢ la réactance. Z,
R et X s’expriment en ohms (£2).

— L’admittance complexe peut s’écrire :

Y =

1
=[2;—90]:[Y;—(p]=G+jB=Ycos<p—ijing0

N —

ou Y=\Y|=1/Z=1/U est 'admittance, G = Re(Y) la conductance, et

B =Im(Y) la susceptance. Y, G et B s’expriment en siemens (S) ou ohms™!

Q™.
e Interprétation géométrique de la loi d’Ohm généralisée

U = ZI (valeurs efficaces) U = ZI (valeurs efficaces)
U=Zx1 <+ { — {

Arg(U) = Arg(Z2) + Arg(1) o, = ¢ + o; (modulo 27)

On retrouve la représentation de Fresnel (voir fiche 3).

FICHE 4 — Notation complexe : Loi d’Ohm



* Dipdles linéaires élémentaires (Fig. 4.3)

Impédance Impédance (Q) Résistance (€2)
complexe Déphasage (rad) Réactance (€2)
[}
= in R Zr=R Rg =R
2 > 1 r=R
2 «— = $p=0 Xg =0
o Ur
[}
g iL L Z =jlw Zi=lo R =0
IS G o s o'y W = o
é < = Lo x 172 $=—rad X =Lw
= up 2
! ! Rc=0
D . (% c=T—— Zc = c =
S i ~ jcw Co -
S |7 1 Cinso - = —
8 < =— xeJ Yc = — rad Cw
uc Cow 2

Figure 4.3 Dipbles linéaires élémentaires

* Association d’impédances en série (Fig. 4.4)

Deux dipdles sont en série s’ils sont traversés par le méme courant (Addition com-
plexe, voir « Méthodes »).

Urst = ﬂ + & = ZEquL avec ZEqu = é + é

/ 4 Z
< <
~N N
U, U,

Figure 4.4 Mise en série

* Association d’impédances en parallele (Fig. 4.5)

Deux dipodles sont en parallele s’ils ont leurs bornes communes (Addition complexe,
voir « Méthodes »).

I It I Y U Z 1 X Z 2
= + = X = _ —=
Tot Equ 7 : 22

U
—— avec | Ygu =Y+ 12| ou| Zgqu =
i P ZEqu —_ —=

28  Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

12 ZZ
Iy > 1
>, z

_
N

<

Figure 4.5 Mise en paralléle

Il Méthodes

¢ Lois des neeuds et des mailles

Elles restent valables a condition de les transposer au calcul complexe. D’autres théo-
remes sont présentés sur la fiche 5.

Loi des nceuds (deux formulations)

1) La somme des courants qui arrivent a un nceud est i

égale a la somme des courants qui en partent. Exemple

(Fig. 4.6) : i
Lth=1h

2) La somme algébrique des courants aboutissant a un

nceud est nulle. Exemple (Fig. 4.6) :

Fi 4.6 Nceud N
L+h—L=0 igure ceu

Loi des mailles (deux formulations)

1) La somme des tensions dans le sens de parcours de <
la maille est égale a la somme des tensions en sens

inverse. Exemple (Fig. 4.7) :
usz us
U =Ui+Us

2) La somme algébrique des tensions dans le sens de
parcours d’une maille est nulle. Exemple (Fig. 4.7) :

U= Ui = U3 =0

Figure 4.7 Maille M

* Regle de transposition d’une somme (Fig. 4.8)

La somme de deux grandeurs sinusoidales de méme nature (tensions ou courants) et
de méme fréquence f est une sinusoide de fréquence f; le module et la phase de cette
somme sont donnés par la somme complexe associée.

FICHE 4 — Notation complexe : Loi d’Ohm
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Somme de deux Somme complexe
grandeurs sinusoidales associée

u(t) = u(t) + ux(1) G v=U,+0U,

Figure 4.8 Regle de transposition d’'une somme

Attention, les valeurs efficaces ne s’ajoutent pas en général : U # U, + U,.

* Passage de I’équation différentielle a la notation complexe (voir fiche 1)

On passe de I’équation différentielle a la notation complexe en remplagant u(¢) par U,
d/dr par jw et plus généralement d* /dr* par (jw).

e Dérivation et intégration (Fig. 4.9)

Grandeur sinusoidale Nombre complexe associé
u= U\/§ cos(wt+a ) - U=[U;a,] = Uei®u
du .
o = —wU\/E sin(wt+a ) (U= wUelw+/2)
= wU~2 cos (wt+a y+7/2)
/udt = UV2 o Xsin(wt+a ) U U
— = = Zgllay-7/2)
= U2 Jw Xcos(wt+o ,—/2) jo o

Figure 4.9 Dérivation et intégration
Remarque : On déduit facilement de ces résultats les impédances com-
plexes des dipoles élémentaires.
Résistance : ug = Rip < UgR =R x Ig = Zgp = R = [R; 0]

NP duc .
Capacité : ic = CF «— Ic = C x joUc

1 1
Zc=—=|—:;-90°
— jCw |:Ca) :|

di .
Inductance : uj, = Ld_tL «— UL =L xjolp

= Z =]jLo = [Lw; +90°]

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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Circuit RL

Soit le schéma (Fig. 4.10) ot u = U V2cos (wt). En régime sinusoidal permanent
i =1y2cos(wt —¢), ¢ étant le déphasage entre u et i, u en avance de phase par
rapport a i si ¢ positif.

1. Exprimer le courant / en notation complexe en fonction de U, R et L.

2. Exprimer le courant efficace / et le déphasage ¢.

3. En déduire I’expression temporelle de i.

Figure 4.10 Circuit RL

Solution

1. Expression du courant en notation complexe
— Transposition complexe :

u:Uﬁcos(wt) «~— U=[U;0]=U
i=1v2cos(wt —¢) <« I =[1;—¢] =Ie ¥

— Premiére solution : A partir de ’équation différentielle.

di
=ugp+up =Ri+L—
u=up+ur i m
En remplagant u par U, i par I et d/d¢ par jw, on obtient :
U
U=RI+Ljw]l =1 =—""—
- L+ Hel - R+jLo

— Deuxieme solution (généralement plus simple) : Par les impédances complexes.
U=Ur+UL=ZrxI+Z, x1 avecZr=RetZ, =jlow
=

- R+jlLo

2. Valeur efficace I et déphasage ¢

U U

— ==
R+jLw VR? + (Lw)?

FICHE 4 — Notation complexe : Loi d’Ohm
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U=I(R+]jLo) = Arg(U) = Arg(]) + Arg(R +jLw)
= ¢ = Arg(U) — Arg(l) = Arg(R +jLw)

Lo b4
:>tang0:7 0<(p<5

3. Expression de i

U2 L
i = I1/2cos (wt — @) = 7\/_ cos <a)t — arctan _w)
VR? + (Lw)? R

Circuit de repérage
de I’ordre des phases

Soit le schéma (Fig. 4.11) d’un circuit de repérage de 1’ordre des phases d’une ali-
mentation triphasée. On suppose Cw = 1/R. Les tensions simples, référencées par
rapport au neutre, sont :

v = V+/2cos (wt)

v, = V/2cos (wt — 21/3)

v3 = V+/2 cos (ot —4m/3)
1. Exprimer les tensions composées ujp = vy — V2, U3 = Uy — U3 et U3} = v3 — v
en notation complexe. En déduire la valeur efficace U des tensions composées 12,
us3 et usj.
2. Exprimer les courants ig, ic et i; en notation complexe. En déduire la valeur effi-
cace I; du courant i;.

3. On permute la résistance et le condensateur. Exprimer les courants ig, ic et i; en
notation complexe. En déduire la nouvelle valeur efficace I;.

4. Conclure.
1
@
2 R in

V1 C

Figure 4.11 Circuit de repérage de I’ordre des phases

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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Solution
1. Expressions des tensions composées
v = V«/Ecos(wt) «— Vi=[V;0]=V
v = V/2cos(wt —21/3) «—> Vo, =[V; —21/3] = Ve 727/3
vy = Vi/2cos (wt —4m/3) «— V3 =[V; —4n/3] = Ve I47/3
Up=v—v <= Up=Vi-V,
upy =vy—v3 <> U =V,-V;
uzp =v3—v; <> U =V; -V,
2

; 2
@:ﬁ—ﬁzv—ve_lmﬁzv(l—cos§+j sin?>

3 1 .
= Vﬁ(% +J§) = V+/3 x e/

g@=ﬁ—ﬁ=vaﬁw_VfWﬂ:v(- S -is

= —jV/3=V/3 x e /2

Us=Vs=Vi=Ve P vy

=V<—l+j£—1)=vﬁ<—?+jl)

1 V3 1 V3
2 Iy )

2 2 2
= V3 x e/ = /3 x e TI77/0
Et finalement :
Up =[U;+7/6], Uy =[U; —n/2], U3y =[U; =T /6] avec U = V3IxV

2. Expressions des courants

. uip U12 U U +7T
:—:}1 :::_Jﬂ/éz — —

‘R=R R="R TR R 6

) Cdu31:

ic = —-C——

¢ dr

Ic = —jCwlUs; = —jCwle 37/6 = Cwle 1/6e —I/2
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U . .
i =ip+ic=h=Ig+lc= e/’ + Cole

Sachant que Cw = 1/R, on obtient :

U ﬁ+.1+1+.«/§ _UV3+1 L1
A=r\2 T2 T2 ) TR A \ BTN A
. 3+1 U U
Soit : I, =IleJ”/4= 11;+—n avec I} = V3+ X — =~ 1,93 x —
- 4 V2 R R
3. Expressions des courants, résistance et condensateur étant permutés
. —Uus3| —U31 -U s U s U —-m
— Ip = —— — — /6 — Za—jm/6 — -
‘R =TT RS R® R’ 6
du12
i =C—= —_
T
. : /6 27 /3 2
I¢ =jColUp = jColUe’® = Cale’ = Ca)U;?

U . .
i1=ig+ic=1 =Ig+Ic = }e_”“—i—Cerﬁ”/3

Sachant que Cw = 1/R, on obtient :

_U(«/§ 1 1+.J§>_Uﬁ—1< Lo )
1T R R V2 \v2 '~

. ! +7 3—-1 U U
Soit: Iy =nLe™*=|I;——| avec I = /3 x —~ 0,52 x —

= 4 V2 R R

4. Conclusion. Si I’ordre des phases est direct (par exemple, 1-2-3 respectivement sur
Pince amperemétrique-Résistance-Condensateur) alors I; &~ 1,93 x U/R. Par contre,
si I’ordre des phases est inverse (par exemple, 1-3-2 respectivement sur Pince ampe-
remétrique-Résistance-Condensateur) alors I} =~ 0,52 x U/R. Ainsi, ce simple circuit
permet de repérer 1’ordre des phases d’une alimentation triphasée.

2 2T
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Notation complexe :
théoremes

Obijectifs : Simplifier 'étude, par les nombres complexes, des tensions et courants d’un
circuit électrique linéaire en régime sinusoidal permanent.

|  Quel théoréeme utiliser ?

Théoreme

Utilisation

Superposition

Calcul d’un courant ou d’une tension dans un circuit compre-
nant deux, voire trois, sources indépendantes.

Diviseur de tension —
Diviseur de courant

Calcul rapide d’une tension par rapport a une autre pour une
structure particuliere de circuit — Idem pour le courant.

Thévenin — Norton

Calcul des deux éléments (source et impédance) connectés
en série, ou en paralléle, équivalents a un dipble donné.

Millmann

Calcul d’'une tension dans un circuit comprenant plusieurs
sources de tensions.

Il Méthodes

Figure 5.1 Quel théoréme utiliser ?

*  Théoreme de superposition

Dans un circuit linéaire, 1’intensité complexe du courant dans une branche (respecti-
vement, la tension complexe entre deux bornes) est la somme algébrique des intensi-
tés complexes des courants (respectivement, des tensions complexes) dues a chaque
source indépendante prise séparément, les autres sources indépendantes étant éteintes

(c’est-a-dire rendues passives).

Remarques :

— Les sources commandées (dites aussi liées) ne doivent pas étre ren-

dues passives.

FICHE 5 — Notation complexe : théoremes
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— Rendre passive (ou éteindre) une source de tension ou de courant
«réelle », c’est la remplacer par son impédance interne. Rendre pas-
sive une source de tension « idéale » c’est la remplacer par un court-
circuit, tandis que rendre passive une source de courant « idéale »
c’est la remplacer par un circuit ouvert.

— Le théoréme de superposition découle du principe de linéarité (voir

fiche 1).
* Diviseur de tension — Diviseur de courant (Fig. 5.2)
Schéma Relations
=0 Z
U = ———— X U
i = Z1 + 22 =
Diviseur z, - =
de tension Uy * zZ, Uy Yy
= — X Uo
Yi+Ye —
I 4 I
h=3"Xh
Diviseur RARRA]
de courant Z
= — X IQ
L+
Figure 5.2 Diviseurs de tension et de courant
Remarques :

— Les formules données (Fig. 5.2) ne sont valables que si aucune char-

ge extérieure ne vient modifier le montage. )
— Les formules du diviseur de tension se retrouvent tres facilement en

remarquant que les impédances Z; = 1/Y; et Z, =1/Y, sont en
U £l 11 et 22 12
Z+2
— Les formules du diviseur de courant se retrouvent trés facilement en
remarquant que les impédances Z; = 1/Y; et Z; =1/}, sont en

L. U,
série =
Z

1lel 721 22 Io=2y x1
. X = X
parallele Zl Z2 10 Z1 a

¢ Théoremes de Thévenin et de Norton
Tout dipdle actif linéaire AB, composé de résistances, de condensateurs, de bobines,
de sources indépendantes et/ou commandées, peut étre représenté (Fig. 5.3) par :

1) un schéma équivalent série (modele de Thévenin) comprenant une source de ten-
sion complexe Ej et une impédance complexe Zy, ou

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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2) un schéma équivalent parallele (modele de Norton) comprenant une source de cou-
rant complexe Iy et une impédance complexe Z ; ou

Ey est la tension a vide du dipole AB, soit £y = U a I =0,

Iy est le courant de court-circuit du dipdle AB, soit [y =1 a U =0,

Zy est I'impédance complexe vue entre les bornes A et B lorsque toutes les sources
indépendantes du dipdle AB ont été rendues passives.

Dipdle AB Modéle de Thévenin
— _F>—ea
z, 1
= | E () U U=Eo-Zoxl
1
—>—e A ——— B
Dipédle
actif u Modéle de Norton
linéaire
B I
0
- 0

Figure 5.3 Modéles de Thévenin et de Norton d’un dipéle

Remarques :

— Pour déterminer Z, les sources commandées ne doivent pas étre
éteintes.

— Les modeles de Thévenin et de Norton ne sont équivalents que pour
I’extérieur. Ils ne rendent pas compte de la puissance dissipée par le
circuit réel qu’ils remplacent.

— Les modeles de Thévenin et de Norton sont équivalents : méme tension
U et méme intensité I pour une charge donnée. Le
passage de I’'un a I’autre s’effectue par la relation :

Eg=2yx 1y

¢  Théoréeme de Millmann

D’apres le théoreme de Thévenin, les dipdles (Fig. 5.4) sont équivalents. Pour ce cir-
cuit type, le théoréme de Millmann permet d’exprimer la tension a vide du dipdle AB,
soit £y = U a I = 0, par la formule :

N
E, x Y,
= EixN+Exh+...+EyxYy
ko= == Vv v . — —| avec Yy =—
- N Yi+Ya+...+ Yy =" Z
> Y
k=1

FICHE 5 — Notation complexe : théoremes



Circuit type Schéma équivalent
1 1

| | [~

i@ 3

|N
|<

m
—>

’%—OA
Zy

- U
o

® B B

Figure 5.4 Application du théoreme de Millmann

Remarques :

— Ne pas oublier au dénominateur de la formule les branches sans sour-
ce, c’est-a-dire les admittances complexes Y; pour lesquelles les ten-
sions E} sont nulles. o

— En toute généralité, 1I'impédance complexe Z, est donnée par le théo-
reme de Thévenin. Cependant, dans le cas particulier ou les sources
E, a En sont toutes indépendantes, alors I'impédance complexe

N
Zy = 1/Y, est donnée simplement par : ¥y = Z Y
k=1

Application du théoréme
de superposition

Soit le circuit électrique a deux sources (Fig. 5.5). Exprimer la tension U en appli-
quant le théoreme de superposition, les sources étant supposées indépendantes.

L
A
l 2,
Ep
B

Figure 5.5 Circuit a deux sources

[ 1

Solution

— Source 2 « passivée » ou éteinte (Fig. 5.6). Les impédances Z; et Z; se retrouvant
en parallele, on a :
Z] X 22
Ul = = — x Il
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ona:

U =—x E
2 7+ 72, =2

— En superposant les deux états (Fig. 5.6), on obtient :

Zi x (Za x I + E»)

U=U,+U,=
T Zit2%
Source 2 «passivée» Source 1 «passivée»
@
A
oy 2,

O
<

|
+

Figure 5.6 Circuit a deux sources — Superposition des états

Remarques :

— Une autre solution est de transformer le dip6le constitué de la source de
tension £ en série avec I'impédance Z, en un dipdle constitué d’une
source de courant I = Z,/F, en parall¢le avec I'impédance Z; (équi-
valence Thévenin-Norton). Ensuite, il suffit d’exprimer la tension U :

Z1 X Z» J P Z1 X Z» J E,
U==————x + ==X + =
Z1+ 2, (L + D) Z1+ 2, =L Z>

—En vertu du principe de linéarité, 1’expression précédente de U reste
exacte si une source est commandée mais elle ne donne plus directement
la solution. C’est pourquoi le théoreme de superposition stipule que
seules les sources indépendantes doivent étre rendues passives. Par
exemple, si £y = —AU (A > 0), le théoréme de superposition n’est plus
applicable car une seule source indépendante demeure, mais I’expression
précédente de U reste exacte (principe de linéarité). On a alors :

2y x (Zyx 1y — AD)

U=
- Zit+24

2xz
1

D’ou, tout calcul fait: U = X
Zi+Z,+AXZ —

FICHE 5 — Notation complexe : théoremes
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— Source 1 « passivée » ou éteinte (Fig. 5.6). Par application du diviseur de tension,
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Application des théorémes
de Thévenin et de Norton

Soit le circuit pseudo-intégrateur RC (Fig. 5.7). Déterminer les modeles de Thévenin
et de Norton vus par la charge (circuit a gauche des points A et B).

4(& CTI T; Ql Charge

Figure 5.7 Circuit pseudo-intégrateur RC

Solution

1. Tension a vide du dipdle AB, soit Eg = U a I = 0 (Fig. 5.8)

Figure 5.8 Circuit pseudo-intégrateur RC - Expression de Eq

2. Courant de court-circuit du dipole AB, soit [y = I a U = 0 (Fig. 5.9)

= ||t

Figure 5.9 Circuit pseudo-intégrateur RC - Expression de Iy

3. Impédance complexe Zy vue entre A et B lorsque les sources indépendantes sont
rendues passives (Fig. 5.10). La résistance et le condensateur sont en parallele.

. ZexZc R
0= — = = .
T Sources indépendantes éteintes Q + Q 1 +JR Co

-1

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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Figure 5.10 Circuit pseudo-intégrateur RC -
Expression de Z,

4. Schémas équivalents (Fig. 5.11)

Modéle de Thévenin

Modéle de Norton

*——>
o I

R
£0=1+jF?C(o / !
| — . _E >0 A
& R
() E-E U Z)_HjHCwTU
— 1+jRCo | —
®B ® B

Figure 5.11 Circuit pseudo-intégrateur RC — Schémas équivalents

Remarque : On vérifiera que Eg = Zy x Iy.

Application du théoreme de Millmann

Soit le circuit électrique a deux sources (Fig. 5.12). Exprimer la tension U en appli-

quant le théoreme de Millmann, puis le courant /.

1
z A 2
Z| | | U
E. E
1T B TZ
Figure 5.12 Circuit a deux sources | |

Solution

Le théoreme de Millmann permet d’exprimer directement la tension U, et par suite le
courant /, que les sources soient indépendantes ou liées. Attention, il ne faut pas

oublier au dénominateur les branches sans source.

E, Ey O

2L 2y 2y Zsx (Zyx Ei+Zix By
U= 1 1 " 2 x5t 20

zZ %z

FICHE 5 — Notation complexe :

I~
I
NS

théoremes
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6

Puissances -
Facteur de puissance -
Théoreme de Boucherot

Objectifs : Calculer et mesurer la puissance absorbée par un circuit électrique linéaire
en régime sinusoidal permanent monophasé.

| A savoir

* Convention récepteur (Fig. 6.1)

On considere ici uniquement des dipdles orientés selon la convention récepteur. Avec
cette convention, la puissance instantanée p = ui est positive quand le dipdle fonc-
tionne en récepteur (la puissance est absorbée ou transformée), et négative quand il
fonctionne en générateur (la puissance est fournie ou produite). Par suite, la puissance
moyenne (ou active) est positive lorsque le dipole absorbe plus de puissance qu’il n’en
fournit sur une période : le dipdle est globalement récepteur ; et négative en cas
contraire : le dipdle est globalement générateur.

i Dipdle
Ae>— |—e8B
u

<
Figure 6.1 Convention récepteur
Notations :
u=u(t)= U~/2cos (wt +ay) «~— U=[U;ay] =Uei%
i=i(t)=1v2cos(wt+0a;) < [ =[I;a;]=Iel%
Déphasage entre u et i : ¢ = oy —
u est en avance de phase par rapport a i si ¢ est positif.

* Puissance instantanée — Puissance active
La puissance instantanée est le produit de la tension instantanée par le courant instan-

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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En régime sinusoidal permanent, la puissance instantanée s’écrit :
p=ui= Uv2cos(wt 4 ay) x Iv2cos (0t + a;)
Tout calcul fait, on obtient :
p=UIcos(p)+UI cos Qut+ ay + ;) = P + priuc
P PFluc

Remarques :

— La puissance instantanée est la somme de la puissance P dite puis-
sance active (terme constant) et de la puissance pry dite puissance
Sfluctuante (terme variable a valeur moyenne nulle et fréquence double
de celle de la tension).

— La puissance active P est la puissance moyenne Pyoy (voir fiche 11).

1 T
Pyvoy = (p) = 7/ pdt = P ou T est la période.
0

— Le relevé d’une puissance instantanée a 1’aide d’un oscilloscope est
présenté au paragraphe « Mesures ».

* Puissances — Facteur de puissance (Fig. 6.2)

Unité Définition Relations
Puissance volt-ampére _ - _ A anie
apparente complexe (VA) S=Ux1 S=P+jQ=Se
i P =Py
. I watt (W) P = Ul cos(®) >
active ou moyenne = Re(S)
: . Aro-réact Q = Ptan(®)
Pul|ssa_nce volt-ampére-réactif Q = Ul'sin(9)
reactive (var) = Im(S)
Puissance volt-ampére S—ul =P+
apparente (VA) B -5x5=| §‘2
Facteur P
de puissance fo = s fp = cos(¥)

Notation : X est le complexe conjugué de X)

Figure 6.2 Puissances - Facteur de puissance (convention récepteur)

Remarques :
— Le facteur de puissance fp = cos (¢) est de mé€me signe que la puis-
sance active P ; il est positif lorsque le dipdle est globalement récep-

FICHE 6 — Puissances — Facteur de puissance — Théoreme de Boucherot
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teur et négatif lorsque le dipdle est globalement générateur (conven-
tion récepteur).

— La puissance réactive Q est du signe de sin(¢) ; elle est positive
lorsque la tension est en avance de phase par rapport au courant (cas
d’un récepteur inductif) et négative lorsque la tension est en retard de
phase par rapport au courant (cas d’un récepteur capacitif).

—Si on avait pris la valeur maximale Uppyx (resp. Iviax) au lieu de la
valeur efficace U (resp. I) pour le module de U (resp. 1), alors la

puissance apparente complexe aurait été définie par S = % xUx1
(voir fiche 4). Dans tout cet ouvrage on a pris les valeurs efficaces

pour modules et, en conséquence, S = U x I.

— Relation utile :
1
2
CoOs“p = ————
=1 + tan?g

. . N . . = 7
— La puissance active apparait comme le produit scalaire P = U - [

— — .
des vecteurs U = [U;ayu]et I =[I;a;] associés aux grandeurs u
et i (Fig. 6.3).

Produit scalaire (P est un réel) :
- - =

P=U-1=1-U

— — — —
=1 |x|U|xcos(I,U)

=UI cos(¢)
— —
avec I = |11, U=|U|

- —
eto=(1,U)=0, —0q;

Figure 6.3 Produit scalaire
. Energies
La puissance instantanée est la dérivée de 1’énergie par rapport au temps :

d b , .
p= d—lf = W1, = / pdt  (Energie absorbée de #; a 1)
h

En régime sinusoidal permanent, I’énergie s’écrit :

12} 123 123
Wy sy, = / pdt = / (P + pre)dt = Pt — 1) +/ Driucdt
4 4 31
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Sur un nombre entier de périodes Pruc Moy = (Pre) = 0. En conséquence, sur un
nombre entier de périodes, ou des que la durée de « comptage » t, — #; est grande
devant la période, on peut écrire :

Wy sy, = P(ty —11) (P étant constant)

e Interprétations physiques

Ala puissance active P correspond une énergie active Wy, —r,) = P(&2 — t1) qui
est absorbée et/ou transformée dans le récepteur en énergie thermique, mécanique, chi-
mique, etc. L’énergie active s’exprime en wattheures (Wh) ou kilowattheures (kWh),
plus rarement en joules (J), bien que le joule soit 1’unité légale. On a
IWx1s=1]=— 1Wh=36001J.

Ala puissance réactive Q correspond une énergie réactive Wreaci(r, —s1,) = Q2 — 1)
qui va périodiquement de la source vers le récepteur puis du récepteur vers la source,
et ainsi de suite sans jamais €tre absorbée par le récepteur. L’énergie réactive s’expri-
me en varheures (varh) ou kilovarheures (kvarh).

Les puissances active et réactive pouvant varier au cours du temps, on définit le fac-
teur de puissance pendant une durée 7, — #; donnée :

WAct(tl —> 1)

et —s 1) - -
\/WAct(tl—n‘z) + WRéact(t1—>t2)

L’existence d’une puissance réactive conduit a une augmentation du courant dans le
générateur et la ligne alimentant le récepteur. Cette augmentation engendre un surcroit
de pertes et nécessite un surdimensionnement des moyens de transport. La puissance
apparente est 1’élément essentiel du dimensionnement de la ligne et du générateur.
Pour une puissance active donnée, plus le facteur de puissance est faible et plus le cou-
rant est élevé. C’est pourquoi on impose un facteur de puissance élevé et pénalise
financierement les consommateurs d’énergie réactive.

Remarque : Pour les domaines de tension HTA, et BT avec une puis-
sance souscrite supérieure a 36 kVA, I’énergie réactive soutirée est factu-
rée pendant les mois de novembre & mars, de 6h00 a 22h00, les jours
ouvrables, pour la partie qui dépasse 40 % de 1’énergie active consommée
pendant la méme période. En conséquence, en régime sinusoidal perma-
nent, il faut que :

WRéaCt sur le mois
[tan((p)]Mensuel = < 0’4
WAct sur le mois

Et donc que le facteur de puissance mensuel soit :

[ cos (@) Imensuet > 0,93

FICHE 6 — Puissances — Facteur de puissance — Théoreme de Boucherot
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Il Méthodes

e Utilisation de la puissance apparente complexe

Elle permet d’exprimer conjointement les puissances active et réactive et de calculer
la puissance apparente d’un dipdle. Principe :

S=Ux1
U=ZxI=U=2Zx

- UxU
}:}i:zxixi:;xlzz_;_:

I~
NI S,

11 suffit ensuite d’identifier avec S = P + jQ et de calculer S = |S|. On vérifiera les
expressions données pour les dipdles linéaires élémentaires (Fig. 6.4).

Puissance Puissance Facteur
active réactive de puissance
(0]
§ in R U2
k7] Pgr = RIQH =R 0 fp(R) =1
= < R
o uR
(o]
g Ly U2
S ~_ T _ > U -
g 0 Q= Lol =~ fo) = 0
2 uL
2

% ic c Qc = __Ic
g _9__| li 0 Cw feic) = 0
S < 2
© uc = —Ca)UC

Figure 6.4 Dipodles linéaires élémentaires

*  Théoreme de Boucherot : premiere formulation

La puissance active (respectivement réactive) consommée par un ensemble de dipdles
est égale a la somme des puissances actives (respectivement réactives) consommées
par chaque dipdle. Ainsi, un ensemble de N dipdles, absorbe une puissance active Pgpg
et une puissance réactive Qgys avec :

N N
Pas=) P et Qm=) O
k=1 k=1

¢ Théoréme de Boucherot : deuxiéme formulation

La puissance apparente complexe consommée par un ensemble de dipdles est égale a
la somme des puissances apparentes complexes consommées par chaque dipdle.

N
Sens = ) Sk
k=1

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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Remarque : Attention, les puissances apparentes ne s’additionnent pas.
La puissance apparente se calcule par :

SEns = V PE?ns + Q%ns = |M|

« Utilisation du théoréme de Boucherot

Le tableau suivant résume la situation.

Puissance active (W) Puissance réactive (var)
Dipéle 1 P; Q
Dipéle 2 P, Q
Dipble 3 Ps Qs
Ensemble Pens = Py + Po + P3 Qens = Q1+ Qo+ Qs
(Théoréme de Boucherot) = Ulcos(¢) - Ulsin(@)

On en déduit tan(g) et le facteur de puissance fp :

tan(p) = Qens e L T

St P2+ OR
On en déduit aussi I'intensité efficace :

I = PEns . SEns
U cos (¢) U

* Correction du facteur de puissance

Voir les exercices proposés ci-dessous.

Il Mesures

Les mémes méthodes peuvent étre utilisées pour mesurer des puissances ou des éner-
gies (« compteurs électriques »).

e Appareils élémentaires

— La puissance active se mesure a I’aide d’un wattmetre (Fig. 6.5) qui indique la
valeur moyenne de la puissance instantanée p = ui.

— Un voltmetre et un amperemetre permettent le calcul de la puissance apparente a
partir des mesures de la tension et de I’intensité efficaces (voir fiche 2, « Mesures »).

FICHE 6 — Puissances — Facteur de puissance — Théoreme de Boucherot
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Montage aval si : Montage amont si :
' i = Zoltmetre > ZCharge u L u = ZAmpéremétre < ZCharge

eT(

Figure 6.5 Mesure de la puissance active, e = Eyaycos(wt)

Charge

/
—>

[SE[o)

7

<
_—>

<
Charge

* Puissancemetre numérique

Plus performants et plus simples d’usage (possibilité de mesure de ’intensité sans
contact par pince amperemétrique), les appareils numériques s’ imposent pratiquement
partout ; ils intégrent un grand nombre de fonctions : puissances active, réactive, et
apparente, facteur de puissance, tension et courant efficaces, fréquence, etc. Il faut
cependant bien connaitre les limites et les principes de calcul décrits dans la notice
technique d’un tel appareil pour éviter les erreurs d’interprétation. En général, les ten-
sions et intensités instantanées sont mesurées et les grandeurs affichées sont calculées
par :

1 [T 1 [T 1 [T
U= —/ ulde I = —/ izdth—f uidt S=UI Q =+/5*— P2
T Jo T Jo T Jo

e Oscilloscope

Il permet de visualiser la tension et I’intensité (de préférence avec une sonde de cou-
rant) instantanées ainsi que la puissance instantanée en multipliant la tension par le
courant, de mesurer les valeurs moyennes et efficaces, le déphasage, etc.

Exemple

Allure de la puissance instantanée (Fig. 6.6) de I’exemple donné pour la
mesure de déphasage (voir Mesures, fiche 2). Le produit des voies A et
B :us x (—ug) donne I’image de la puissance instantanée et s’exprime
en V2. La puissance instantanée posséde une période de 10 ms, égale a
la moitié de la période de ua et ug. Sur une période, elle est négative
entre #; et f, (le dipdle est générateur) et positive en dehors (le dipole est
récepteur). Le calcul de la valeur moyenne de ua x (—up) donnerait
une image de la puissance active en V2t ett permettent de calculer
le déphasage (¢ ~ 51,5°), etc.

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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! A -~ PN
up(t) N y : \\
- = | |
_ /
~uell) 7 N
—ualtxug(t) 7 U
e - ! to —t4 = 2,86ms
= [ A o
| | — T=20ms
t (2 ms/Div)

Figure 6.6 Visualisation de la puissance instantanée

Remarque : Pour déterminer la puissance active, on mesure générale-
ment la valeur moyenne de la puissance instantanée. Le calcul a partir des
valeurs efficaces et du déphasage par P = U1 cos (¢) est entaché d’une
incertitude qui peut étre importante lorsque ¢ se rapproche de £7/2. En
effet, on démontre que ’incertitude relative sur P est donnée par :

AP AU Al Ay

— = —+ — + | x tangp|— P, U et I sont positifs
P U 7 tle ¢l | ( p )

Relevement du facteur de puissance

Un atelier branché sur le réseau 230 V, 50 Hz comporte : deux moteurs de puissance
utile 4 kW avec un facteur de puissance de 0,7 et un rendement de 0,85, un moteur
de puissance utile 2 kW avec un facteur de puissance de 0,8 et un rendement de 0,8,
et dix lampes de 100 W.

1. Calculer les puissances active et réactive totales de I’atelier, son facteur de puis-
sance, puis le courant efficace total nécessaire a son alimentation.

2. Calculer la capacité des condensateurs a placer en parallele pour relever le facteur
de puissance a environ 0,93 (tang = 0,4). En déduire le nouveau courant efficace
total nécessaire a 1’alimentation de 1’atelier.

3. Latelier est alimenté par une ligne de résistance r = 0,1 Q et de réactance
x = 0,1 Q. En utilisant le théoreme de Boucherot, calculer la valeur efficace de la
tension que devrait délivrer la source pour que la valeur efficace de la tension au
niveau de I’atelier soit U = 230 V dans les deux cas précédent (sans et avec C).

Solution

1. Puissances active et réactive totales de 1’atelier — Courant efficace total. Le tableau
suivant dresse le bilan des puissances.

FICHE 6 — Puissances — Facteur de puissance — Théoreme de Boucherot



Puissance active Puissance réactive
P="Py/n Q = Ptang
- 4
Deuxmoteurs de P, =4 kW, |, % g 41w 9,41 X 1,02 ~ 9, 60 kvar
cosp=10,7 et n=0, 85 0,85
= 2
Un moteur de P, =2 kW, = _2,50 kW 2,5 X 0,75 ~ 1,88 kvar
cosp=0,8etn=0,8 0,8
Dix lampes de 100 W 10 X 0,1 =1kW 0
Atelier
(théoréme de Boucherot) P/ 12,91 kW Qr A2 11,48 kvar

D’ou le facteur de puissance de I’atelier :

g _ Q11147
Y= T 1201

~ 0,889 = fp, = cos ¢ ~ 0,747

. Py Py
ou directement par fp, = cos ¢ = — =

P+l

11 en résulte ’intensité efficace nécessaire a 1’alimentation de 1’ atelier :

P 1291-10°
T Ucos ¢ 230 x 0,747

I ~ 75,1 A

Remarques :

— La puissance active, du signe du cos ¢, est positive pour un récepteur
et négative pour un générateur.

— La puissance réactive, du signe du sin ¢, est positive pour un récepteur
inductif et négative pour un récepteur capacitif.

2. Calcul de C (principe Fig. 6.7) — Nouveau courant efficace total.

i2

I
>—>

By
u Atelier
°l

Figure 6.7 Relévement du facteur de puissance

Le tableau suivant résume la situation.
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Puissance active Puissance réactive
Atelier sans C Py = Uly cosg+ Qi = Ulysingp1 = Py tang;
Capacité C Pc=0 Q¢ = Ulgsin(—m/2) = —CawlU?
P> = Ubcos @, Q> = Ubsing, = Potang,
Atelier avec C
=P1+PC=P1 =Q1+Qc
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On en déduit la puissance réactive que devra absorber le condensateur :

Oc =0>— Q1 = P[tang, —tang;] ~ 12,91 - 10® x [0,4 — 0,889] ~ —6,31 kvar

Or Qc = —CowU?, d’ol :

Py [tan ¢ — tan ¢, ] ~ 12,91 - 10° x [0,889 — 0,4]
27 fU? 2 x 7 x 50 x 230%

Il en résulte la nouvelle intensité efficace nécessaire a 1’alimentation de I’atelier apres
relevement du facteur de puissance :

C =

~ 380 UF

P, =UlI cos g
P2 = UIQCOS(/)Z = Pl

coS @ 0,747
= L =1 ~ 75,1
} 2= M os o " 0,928

~ 60,5 A

Le relevement du facteur de puissance diminue 1’intensité efficace nécessaire.

Remarque : Attention, la loi des nceuds s’applique aux valeurs instan-
tanées (i, = i1 + i) mais pas aux valeurs efficaces.

3. Tension délivrée par la source. On applique le théoreme de Boucherot.
— Sans le condensateur C. On a :

Psource1 = P + }’112 ~ 13,48 kW Osource1 = Q1 +x112 ~ 12,04 kvar

Ssource 1 = \/Pszourcel + Q%ourcel ~ 18,07 kVA
Usource 1 = Ssource 1/11 ~ 24076 v

— Avec le condensateur C. On a :

Psource2 = Py + 7'122 ~ 13,28 kW Osource2 = Q1+ Q¢ +x122 ~ 5,53 kvar

SSourcez - \/Pszourcez + Qéourcez ~ 14,38 kVA
Usource2 = SSourceZ/IZ ~ 2379V

— Ainsi, la diminution de puissance réactive consommée par la charge conduit aussi a
une diminution des chutes de tension en ligne.

FICHE 6 — Puissances — Facteur de puissance — Théoreme de Boucherot 51



7 Modeles série et
parallele d’un dipole

Objectifs : Déterminer les modeles série et parallele d’'un dip6le globalement récepteur
en régime sinusoidal permanent monophasé. Transformer un dipble série en un dipdle
parallele et réciproquement.

| A savoir

*  Modeles série et parallele

Tout dipdle globalement récepteur consommant une puissance active P et une puis-
sance réactive Q peut étre représenté par un modele équivalent série (Fig. 7.1) ou un
modele équivalent parallele (Fig. 7.2). En convention récepteur, la puissance active P
d’un dipole globalement récepteur est toujours positive (voir fiche 6) et, en consé-
quence,ona: —nw/2 < ¢ < +m/2.

/ Rp
Unat Ursact Aot T
< < |l I
1 Ry j Xs = Igeact i XP [
> +—{ ~
< | I |
U < U
Zs = Rs +]jXs Yzizi_l
P Ze T Re Xp

P =UI cos(¢) = RsI?

0 = UI sin(¢) = XsI? P =Ul cos(gp) = U*/Re

Q =UI sin(p) = U?/Xp
Figure 7.1 Modeéle équivalent série Figure 7.2 Modele équivalent paralléle

Remarque : En convention récepteur, les résistances série Rg et paral-
lele Rp sont positives pour un dipdle globalement récepteur (P positif),
tandis qu’elles seraient négatives pour un dipdle globalement générateur
(P négatif).
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e Facteur de qualité

Un dipole réactif globalement récepteur (P

>

positif) est parfait s’il n’absorbe pas de

puissance active. Pour chiffrer cette perfection, on définit le facteur de qualité fq par :

_ el

Ja P

Remarques :

(fq est positif)

— Le facteur de qualité dépend presque toujours de la fréquence.

— Le facteur de qualité est souvent noté Q, mais attention alors a ne pas
le confondre avec la puissance réactive.

— En notant ¢ = o, — «; le déphasage entre u et i, u en avance de phase
par rapport a i si ¢ positif, on a (voir fiche 6) :

Q=Ptan(<p)}
fo=101/P

Il Compléments

Jo = [tan(@)|

e Tension active — Tension réactive (Fig. 7.1 et Fig. 7.3)

Q = Unct + Uréact

—> —> —> ) ) >

U = UAct + URéact — U" = UAct + URéaCl
Uact = U cos (90) = P = Upal

Ursacet = U sin (¢) = Q = Urgact!

(Urgact est positif pour un dip6le inductif et

négatif pour un dipdle capacitif)

Tension réactive
URédLI 'y
U Réact
14 Tension active
» -
> >
- U —
U Act Act I

Figure 7.3 Tensions active et réactive
Cas d’un dipdle inductif (¢ > 0)

*  Courant actif ou « watté » — Courant réactif ou « déwatté » (Fig. 7.2 et Fig. 7.4)

L = Ipct + Iréact
—
1

7 > 2 2 2
= IAcl + IRéact == I = IAct + IRéact
Inet = 1 cos(p) = P = Ulaa

IRgact = 1 sin ((0) = 0 = Ulrsct

(Irgact est positif pour un dipdle inductif et

négatif pour un dipdle capacitif)

FICHE 7 — Modéles série et parallele d’'un dipdle

l Act Iact U
¢ o Cou:;nt actif
I Réact
1
I Réact
Courant réactif

Figure 7.4 Courants active et réactif
Cas d’un dipdle inductif (¢ > 0)
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Il Méthodes

e Facteur de qualité d’un dipdle série (Fig. 7.1)

Le méme courant traverse la résistance et la réactance. D’ou :

10l IXslI? |Xs] . fo = |tan(p)| [ Xs|
Jo=—= > = 5 ou bien . fo=—"=
P Rs1 Rg é:g/l:RS—{—JXS Rg
* Facteur de qualité d’un dipdle parallele (Fig. 7.2)
La résistance et la réactance ont leurs bornes communes. D’ou :
Jq = [tan(p)|
fo= Q = 7U2/|Xp| = —RP ou bien ’ 1 1 i — fo = —RP
P~ UYRp  |Xpl Vo= == — — L | X
— U R Xp

* Transformation modele série <— modele parallele

Pour établir les formules de passage entre I'un et I’autre des modeles, on écrit que 1’ad-
mittance du dipdle parallele (Fig. 7.2) est égale a I’admittance du dipdle série (Fig. 7.1) :
1 J 1 _ Rs—jXs  Rs JXs

Rp XP:Rs+jXS_R§+X§_R§+X§ RS + X3

En identifiant les parties réelles d’une part et les parties imaginaires d’autre part, et
tout calcul fait, on obtient :

1
RP=RS(1+fQ2) et XP:XS(1+F)
Q

Sifé > 1 alors Rp & Rsfé et Xp~ Xg

Attention, le facteur de qualité dépendant de la fréquence, les formules de passage ci-
dessus en dépendent aussi. En conséquence, les modeles série et parallele ne sont équi-
valents qu’a une fréquence particuliere.

IV Mesures

En mesurant la puissance active P, le courant efficace / et la tension efficace U, on
peut déterminer les éléments du modele équivalent série (voir Fig. 7.1) et du modele
équivalent parallele (voir Fig. 7.2). Principe :

— On mesure P (voir fiche 6), I et U (voir fiche 2).

—On calcule Q = /5% — P2,

—On calcule Rs = P/I?, Xs = Q/I*, Rp = U*/P et Xp = U?/Q.

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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Four a induction

Un four a induction est équivalent a un circuit série composé d’une inductance pure
Ls = 60 pH et d’une résistance rs = 10 mQ (Fig. 7.5). La fréquence de fonction-
nement de la tension d’alimentation du four est fixée a f = 600 Hz.

1. Exprimer et calculer le facteur de qualité du dipdle a la fréquence f = 600 Hz.

2. En déduire le modele parallele du dipdle a la fréquence f = 600 Hz.

3. Le dipole AB est alimenté par une source de tension sinusoidale de valeur efficace
U; = 1000 V. Exprimer et calculer les puissances active et réactive, les courants
actif et réactif. En déduire I’intensité efficace du courant absorbé par la bobine.

4. On ne dispose en réalité que d’un générateur de tension sinusoidale de valeur effi-
cace U, =90 V et de fréquence f = 600 Hz. Voulant obtenir pour le four le méme
point de fonctionnement (méme intensité efficace) on ajoute en série avec celui-ci un
condensateur de capacité C que 1’on se propose de calculer.

4.1. Calculer la puissance apparente du dipole modifié.

4.2. Montrer que la puissance réactive absorbée par ce dipole a deux valeurs pos-
sibles. Calculer ces valeurs.

4.3. Calculer le facteur de qualité du dipdle modifié¢ dans les deux cas possibles.
4.4. La solution technologique choisie (onduleur de tension a 4 thyristors en pont) est
telle que le courant dans la charge doit étre en avance par rapport a la tension.
Calculer la valeur de C.

A rs Ls B

Figure 7.5 Modele série — Modéle paralléle

Solution

1. Facteur de qualité.

X L
lezﬁzﬂzzzﬁ

rs rs
2. Eléments du modele parallele. On a :
1 J 1 _ rs — _]Lsa)

re Lo  rs+jLlso 12+ (Lsw)?

En identifiant les parties réelles, on obtient :

2 2
- w = rs(1 + (Lsw/re)?) = rs(1 + f2)

FICHE 7 — Modéles série et paralléle d’un dipdle
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En identifiant les parties imaginaires, on obtient :

2 2
Lp= BTESO )4 g/ Lsw)?) = Ls<l + fiz)

Lsa)2 Q1
1
Xp = Xs<1 + —)
an

rpzrsfélws,lzsz,Lp%Lszm UH et Xp ~ X5 ~ 226 mQ

Et aussi :

Puisquefé1 > 1l,ona:

3. Puissances active et réactive, courants actif et réactif.
Py =U?}/rp ~ 195 kW
Q1 = U}/ Xp ~ 4412 kvar
Iiaa = P/U =Uy/rp = 195 A
Ireact = O1/U1 = U1/ Xp = 4412 A

Iy = vV Ilect+ [12Réact ~ 4417 A

4.1. Puissance apparente du dipdle modifié. On veut la méme intensité /;, d’otu :
S, = Uy I, = 397,5 kVA

4. Dipdle modifié

4.2. Puissance réactive du dipdle modifié. La puissance active est inchangée : P, = Pj.
En conséquence, on a :

S3= P2+ Q3 = 0, =£,/8} — P} ~ £346 kvar

4.3. Facteur de qualité du dipdle modifié.

| Q>
= — =~1,78
fa2 P

4.4. Valeur de C. Le courant dans la charge devant étre en avance par rapport a la ten-
sion, la puissance réactive Q, doit étre choisie négative. D’ou :

Qc = 02— Q1 ~ —4760 kvar

La puissance réactive absorbée par le condensateur est :
2 2

_Il 1
Oc Co 0co u

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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Adaptation 8

d’impédance

Obijectifs : Comprendre et utiliser les conditions d’adaptation d'impédance en régime
sinusoidal permanent.

| Principe

Pour que le transfert de puissance soit maximal d’un générateur vers un récepteur, I’im-
pédance du générateur et celle du récepteur doivent étre adaptées 1’une a 1’autre. On dit
alors qu’il y a adaptation d’impédance (ou adaptation d’impédance en puissance).

Il A savoir

Le générateur étant représenté par son modele de Thévenin (Fig. 8.1) et le récepteur
ne comportant pas de source, la condition d’adaptation d’impédance est :

Zg =2y <:>{ o~ <:>{|—G| |2yl

- — Xo = —Xu Arg(Zg) = —Arg(Zu)
Générateur Récepteur
Zo=Re+iXs i
| I— | /7
é =
<D = v R, +ijX,

Figure 8.1 Générateur (modéle de Thévenin) — Récepteur

La puissance active absorbée par le récepteur est :

P R RyEE RuE}
VT T Ze + ZulP T (Rg + Ru)? + (X6 + Xu)?

FICHE 8 — Adaptation d’impédance
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Lorsque les impédances sont adaptées, la puissance absorbée par le récepteur
_ 2 £ N . s Los L
Pymax = Ruly,, est égale a la puissance dissipée dans la résistance du générateur

Rg 11\2,[ax ; la puissance fournie par le générateur est alors égale a 2 Pyyax, SOit un ren-
dement de 1/2.

= | Pumax = 7~ et Ivax =

RG = RU Eé PUMax o EG
XG = —XU 4RU RU 2RU

* Adaptateur d’impédance

Pour transférer le maximum de puissance d’un générateur a un récepteur non adaptés
en impédance (Zg # Zy), on intercale un adaptateur d’impédance qui ne doit pas dis-
siper de puissance active.

Adaptation d’impédance par T.P.

Soit le schéma (Fig. 8.2) d’adaptation d’impédance par transformateur parfait (T.P.)
de rapport de transformation réel. Compte tenu des sens indiqués des tensions et des
courants, les équations du T.P. s’écrivent :
L _ 4

me=— — =
U L
1. Exprimer I’impédance d’entrée vue au primaire du T.P. par le générateur.
2. Exprimer I’'impédance de sortie vue au secondaire du T.P. par la charge.
3. Donner les modeles de Thévenin vus au primaire et au secondaire du T.P.
4. Déterminer la condition d’adaptation d’impédance.
5. Les impédances du générateur et de la charge étant résistives, calculer le rapport
de transformation qui permet de réaliser 1’adaptation d’impédance pour
Rg =600 Q et Ry = 150 Q.

Zs=Rs+jXs: I, Symboledu I, Z,=Ry+ Xy
1 N N
LT |
Pl u 3 of 1)
Genérateur P _..Charge

Figure 8.2 Adaptation d’impédance par T.P.
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Solution

Pour bien comprendre, et bien que 1’on puisse s’en passer ici, on commence par rem-
placer le T.P. par le schéma équivalent de son modele interne décrit par les équations
rappelées en début d’énoncé (Fig. 8.3).

Zy=Rs+iXe: | Schéma équivalent du 1, Zy=Ry+ Xy
1 N N
| I
m,
Bl [fa| & Blw] ]
Générateur modele interne du TR+ i Charge .

Figure 8.3 Adaptation d’impédance - Modele interne du T.P.

1. Impédance d’entrée vue au primaire du T.P. Les sources m/ et mU; du T.P. sont
commandées ; elles ne doivent donc pas étre éteintes. D’ou :

11=m12

- B 1 U/m Zy
_2 m_l _= ﬁ mé m2
Up=2Zyx I

2. Impédance de sortie vue au secondaire du T.P. On éteint le générateur : Eg = 0 mais
pas les sources m/; et mU; qui sont commandées. D ou :

11 =m12

_ o U2 mU] 5
U, =mU,; — L= — = — =mZg
== e R
Ui=~Zox I e

3. Modeles de Thévenin vus au primaire et au secondaire (Fig. 8.4)
— Le modele de Thévenin vu au primaire est constitué de I'impédance d’entrée Zg
déterminée précédemment en série avec la source de tension Eg = 0.
Eg =U]|,
- —lal,=0
- = Ep =0
h=0=hL=0/m=0=U=mU=0=U =0

— Le modele de Thévenin vu au secondaire est constitué de I'impédance de sortie
Zs déterminée précédemment en série avec la source de tension Eg.

Es=U|, ,_,=mU

=0

}=>§sz
L=0=h=mhb=0=U=E

FICHE 8 — Adaptation d’impédance
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T.P. dans son environnement

Z, =R+ X, I z=2z,nf Z=ntZ, 1, Z, =R, +jXy
— ~ | NG
— —
Dle Tu O
Générateur Dipéle d'entrée; : Dipéle de sortie; Charge

Figure 8.4 Modeles de Thévenin vus au primaire et au secondaire

Attention, il ne faut pas confondre le modele interne du T.P. (Fig. 8.3), et les modeles
vus au primaire et au secondaire (Fig. 8.4). Son modele interne est indépendant du
générateur et de la charge, ce qui n’est pas le cas des modeles de Thévenin vus au pri-
maire et au secondaire.

4. Condition d’adaptation d’impédance.

Au primaire : Zg = — = AU
p ZE m2 =G ) = Rg
ou bien = Xu
. 2 _ _ — _XG
Au secondaire : Zs =m*Zg = Zy m2 —

5. Impédances purement résistives.
Ry 150
= _— = _— 0’5
"=V R~ V600

— L’impédance de charge, placée au secondaire du T.P., est vue divisée
par m? au primaire (Zg = é/mz).

— L’impédance du générateur, placée au primaire du T.P., est vue multi-
pliée par m? au secondaire (Zs = mzk).

— Le T.P. ne permet pas d’adapter indépendamment les parties réelles et
les parties imaginaires des impédances, et il ne permet pas de modifier
le signe entre les parties imaginaires.

— Le T.P. permet facilement d’adapter les impédances de la charge et du
générateur lorsqu’elles sont purement résistives ou se comportent
comme telles dans une bande de fréquence donnée ; la condition
d’adaptation est alors indépendante de la fréquence dans I’hypothese
du T.P.

— Si les impédances de la charge et du générateur sont réactives, il faut
modifier la réactance au primaire ou au secondaire par ajout d’élé-
ments réactifs.

Remarques :
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Circuits
magneétiques

Objectifs : Etudier les circuits magnétiques en régime sinusoidal. Connaitre le modéle
linéaire de la bobine a noyau de fer et la signification physique de ses éléments.

| A savoir

* Loi de Lenz-Faraday — Formule de Boucherot — Loi d’Hopkinson

Soit le circuit magnétique typique supposé linéaire, sans perte magnétique et sans fuite
de flux, sur lequel est enroulé un conducteur électrique isolé supposé de résistivité
nulle (Fig. 9.1).

) N : nombre de spires du bobinage.
S (en m?) : section du circuit magnétique.
£ (en m) : longueur de la ligne moyenne de
champ dans le circuit magnétique.

......... @ (en H/m) : perméabilité magnétique du
<« : (S) circuit magnétique. Avec nos hypotheses :
U S \o B = ptH ou p est supposée constante.

Figure 9.1 Circuit magnétique typique bobiné

Loi de Lenz-Faraday

Alimenté par une tension u(¢) variable, le bobinage est parcouru par un courant
variable i(#), source d’un champ B(t) variable dans le circuit magnétique. Le flux
@(t) = B(t) x S de ce champ a travers une section droite du circuit magnétique est
donc variable. La variation de ce flux se traduit par I’apparition d’une force électro-
motrice induite e(z). La figure précédente (Fig. 9.1) montre clairement que
u(t) = —e(t). Son expression en instantané, avec u = u(t), e =e(t), ¢ = ¢(t),
@Tot = PTot(?) , est donnée par :

de —dgo dey deror
- = ou |lu=N— =

dr —  dr dr dr

e=—N

FICHE 9 - Circuits magnétiques

61



62

ou ¢ (en Wb) est le flux d’induction magnétique a travers une section du circuit
magnétique (c’est le flux embrassé par spire), et 1ot = N (en Wb) est le flux total a
travers la surface totale Sty = NS (c’est-a-dire embrassé par la totalité du bobinage).
La relation précédente montre que si la tension u est sinusoidale, le flux ¢ 1’est égale-
ment. En notation complexe pour le régime sinusoidal, la loi de Lenz-Faraday s’écrit :
U=wN®

ArgU) = 5 + Arg(@)

U=joN® = joPry | {

ou U, ® et Oy sont les représentants complexes de u, ¢ et @ro.

Formule de Boucherot

L’induction magnétique B = B(¢) (en teslas : T) est reliée au flux d’induction magné-
tique ¢ = @(t) par ¢ = BS, soit en notation complexe pour le régime sinusoidal :

U=wNSB = ﬁn’fNSBMaX

U=joNSB <—
SemeE {Arg(g)=%+Arg(§)

On obtient alors la formule de Boucherot, valable en régime sinusoidal, qui relie la
valeur efficace de la tension a la valeur maximale de 1’induction magnétique :

| U ~ 4,44 NfSBya

Loi d’Hopkinson
Cette loi (écriture du théoreme d’ Ampere dans le cas d’un circuit magnétique parfait :
H{¢ = Ni) relie le flux d’induction magnétique ¢ = ¢(t) au courant électrique

i =1(t) par:
1
|

ou ¢ = Ni s’appelle la force magnétomotrice (en A) et R la réluctance (en H™.
En notation complexe pour le régime sinusoidal, la loi d’Hopkinson s’écrit :

e=NI=R®| oug,l et P sontles représentants complexes de ¢, i et ¢.

Ul

Remarque . i étant constante, R est une constante et, en conséquence,
i est sinusoidal comme ¢.

Inductance
En introduisant 1’inductance L (en H), le flux total s’écrit :

Yot = No = Li | avec L:a

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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Finalement, en notation complexe pour le régime sinusoidal, on obtient :
Pro = N® = LI |== U = joN® = jodry = jLol

Avec ces hypotheses, résistivité nulle du conducteur électrique et circuit magnétique
linéaire sans perte et sans fuite, la bobine est parfaite, d’inductance L. En régime sinu-
soidal, la tension est en avance de 7 /2 sur le flux et le courant (Fig. 9.2).

Figure 9.2 Représentation de Fresnel

*  Modéele linéaire d’une bobine a noyau de fer

Valable en régime sinusoidal et hors saturation, il permet de prendre en compte les
imperfections liées a la construction de la bobine ou a la nature des différents maté-
riaux utilisés. Le schéma équivalent (Fig. 9.3) de ce modele est composé des éléments
ci-dessous :

— La résistance r rend compte de la résistance du conducteur électrique ramenée
en dehors du bobinage entrainant des pertes par effet Joule.

— L’inductance magnétisante Ly, rend compte du flux magnétisant ¢, (en Wb) qui
est le flux d’induction magnétique a travers une section du noyau ferromagné-
tique.

N Pm = Lmim

— L’inductance de fuite L rend compte du flux de fuite ¢r (en Wb) qui est le flux

en dehors ou sortant du noyau ferromagnétique.

N O = Lfi
— La résistance Ry rend compte des pertes magnétiques (pertes par courants de
Foucault et pertes par hystérésis) appelées « pertes fer ». La modélisation par une

résistance aux bornes de Ly, est justifiée car ces pertes sont quasiment propor-
tionnelles au carré de la tension induite par le flux magnétisant ¢y, (loi de Lenz-

Faraday).
Pm
j i r Ly P %
— | = i
A ! "
By ¢
Tu | % * f Vi u Rs Lm
— s ! ®ePm
&i L (S)’ i

Figure 9.3 Schéma équivalent du modéle linéaire d’une bobine a noyau de fer
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Il Compléments

La présence d’un milieu ferromagnétique permet d’obtenir des bobines de grande
inductance, mais engendre des non-linéarités : le flux dans le circuit magnétique n’est
pas une fonction linéaire du courant (la perméabilité magnétique, la réluctance et donc
I’inductance ne sont pas constantes). Le flux est saturé a partir d’une certaine valeur
du courant, et il differe selon que le courant croit ou décroit (cycle d’hystérésis). La
caractéristique ¢ = f (i) d’un circuit magnétique bobiné sans fuite de flux correspond
a celle de B = f(H) du milieu magnétique aux facteurs d’échelle pres. En effet, les
relations : ¢ = BS (flux a travers la surface S) et H{ = Ni (théoreme d’Ampere)
permettent de passer de B a ¢ d’une part et de H a i d’autre part (Fig. 9.4).

o = f(i)
< Saturation
B=f(H)
H = Ni/t
Saturation

Figure 9.4 Cycle d’hystérésis et saturation d’un circuit magnétique

11 est donc clair que, du fait de la saturation, I’inductance L = N¢/i est une fonction
nettement décroissante de i. En conséquence, si on impose une tension sinusoidale
u = Uppax c0Os (wt) aux bornes de la bobine, alors :

— le flux est sinusoidal : Nd¢/dt = u

— I’induction magnétique est sinusoidale : B = ¢/S

— I’excitation magnétique n’est pas sinusoidale : H = f~!(B)

—le courant n’est pas sinusoidal : i = H{¢/N

Plus on s’éloigne de la zone presque linéaire (H faible) de la caractéristique
B = f(H), plus le courant présente des pointes et moins il est sinusoidal (exemple
Fig. 9.5). Attention, en cas de forte saturation, la bobine se comporte pratiquement
comme un court-circuit !

Bien que la présence d’un noyau de fer rende 1’inductance de la bobine non linéaire et
donc le régime non-sinusoidal en toute rigueur, on utilise tout de méme le modele
linéaire d’une bobine a noyau de fer (Fig. 9.3) et on suppose le régime sinusoidal ; les
éléments du modele doivent étre déterminés au fonctionnement nominal (tension, cou-
rant) car ils en dépendent.

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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Figure 9.5 Allure du courant dans une bobine a noyau de fer

Il Mesures

Pour le modele linéaire d’une bobine a noyau de fer, on se contente souvent d’un
modele R-L parallele que I’on détermine en mesurant la puissance active P, le courant
efficace I et la tension efficace U (voir fiche 7).

Bobine en régime sinusoidal

1. On désire réaliser une inductance en bobinant N spires sur un circuit magnétique
(voir Fig. 9.1) de section du fer S = 26 cm? et de longueur de la ligne de champ
«moyenne » £ = 50 cm. Le circuit magnétique est supposé non saturé, sans hysté-
résis et de perméabilité relative ur = 1000. La résistance du bobinage et les fuites
de flux sont négligeables.

L’alimentation de la bobine s’effectue sous V = 230 V a f = 50 Hz. On désire obte-
nir une induction maximale By,x = 1,4 T dans le fer. On suppose toutes les gran-
deurs sinusoidales.

1.1. Calculer le nombre de spires N.

1.2. Montrer que la loi d’Hopkinson peut aussi s’écrire €per = Hperf. En déduire
I’amplitude (ou valeur maximale) de la force magnétomotrice dans le fer eger Max -
2. La construction n’est pas parfaite et laisse apparaitre des entrefers dont la somme
> ek €. Ceux-ci sont comptés pour une force magnétomotrice d’amplitude
EAir Max — 250 A.

2.1. En déduire I’amplitude de la force magnétomotrice totale &tor Max, pUis les
valeurs maximale et efficace du courant magnétisant iy,.

2.2. Evaluer la somme des entrefers ) _ e.

3. Soit le schéma équivalent (Fig. 9.6) de la bobine en régime sinusoidal. La puis-
sance absorbée mesurée sous tension nominale est P = 47 W.

FICHE 9 - Circuits magnétiques
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ETIRL

v R L

Figure 9.6 Schéma équivalent de la bobine

3.1. Repérer le courant magnétisant.

3.2. Exprimer et calculer la réactance puis 1’inductance de la bobine.

3.3. Que modélise la résistance R ? Exprimer et calculer R.

3.4. Exprimer et calculer la valeur efficace / du courant appelé par la bobine.

3.5. Dans le cas d’une réalisation peu soignée, la somme des entrefers est doublée.
Comment varie alors I’inductance de la bobine ? Justifier.

4. Parmi les 5 grandeurs suivantes : v, i, ¢, B(t) et H(t) dites celles qui sont sinu-
soidales et celles qui ne le sont pas dans la réalité. Justifier.

Solution

1.1. Nombre de spires. Par application de la formule de Boucherot, on obtient :

~N —— X285
4,44 f S Buax

1.2. Immédiatement en appliquant le théoreme d’ Ampere (H{¢ = Ni), ou en rempla-
cant dans la loi d’Hopkinson fR et ¢ par leur expression, on obtient :

b4
EFer = RFer@ = X e HperS = Hperl
uS

D’ou: EMax = HMaxf = Bwmaxf/m =~ 557 A
2.1. Présence d’entrefers. Les forces magnétomotrices s’ajoutent :

ETot = EFer + Eair = Hrerl + Hair Y€ (C’est toujours le théoréme d’ Ampere)
D’ou: ETot Max = EFer Max T £air Max ~ 807 A

Les valeurs maximale et efficace du courant magnétisant sont données par la défini-
tion de la force magnétomotrice : 1o = Niy

€ ; I M
Tot Max 7\/\’2,83A et Im: R = m Max ~2 A

V2
2.2. Le flux étant conservatif et en supposant la section S constante dans les entrefers
Qe ),ona:

D’ou : I Max =

~ (0,22 mm

Ze _ EAirMax __ HOEAir Max
Hair Max Bwax

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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On constate qu’une treés faible longueur d’entrefer est responsable d’environ 30 % de
I’appel de courant.
3.1. Courant magnétisant. C’est le courant i; qui traverse L. D’ou :

L=1,~2A
3.2. Réactance et inductance de la bobine. On a :
Vv X
X=—=115Q=— L =— ~365mH
11 w
On peut aussi calculer I’inductance par la relation :
N2
L= ~ 365 mH
Tot
14
avee R = Rrer + Rayr = — + —— ~2,22- 10 H! et N ~ 285
uS oS

3.3. Résistance R. Elle modélise les « pertes fer ». C’est le seul élément du schéma
équivalent qui absorbe la puissance active, d’ou :

R=V?/P~113kQ

3.4. Valeur efficace du courant appelé par la bobine. Les courants i; et i, sont en qua-
drature (7; est la composante réactive de i et ip sa composante active), d’ou :

1:1/I]2+122%2,O2A avec L =V/R=P/V =02 A

3.5. Si la somme des entrefers Y e est doublée alors la force magnétomotrice due aux

entrefers est aussi doublée (gair max = S00A), ce qui augmente la force magnétomo-

trice totale (&1t Max &~ 1057A), le courant magnétisant (/; ~ 2,63 A), et finalement

diminue I’inductance (L ~ 279 mH).

On peut aussi raisonner sur la réluctance : Si la somme des entrefers Y e est doublée,

alors la réluctance due aux entrefers est aussi doublée (Raiy ~ 1,37 - 10° H™1), ce qui

augmente la réluctance totale (Rrpy ~ 2,9 - 10° H™1), et finalement diminue I’induc-

tance (L ~ 279 mH).

4. Grandeurs sinusoidales et non-sinusoidales.

— La tension v est sinusoidale car imposée par le réseau.

— Le flux ¢ est sinusoidal car v = Ndg/dt, soit en complexe : V = joN P.

— L’induction magnétique B(t) est sinusoidale car ¢ = BS.

— L’excitation magnétique Hre(f) n’est pas sinusoidale car B = f(Hpe) n’est pas
linéaire.

— Le courant i n’est pas sinusoidal car ety = Nij = Hierl + Hair _ € et Hper(f) n’est
pas sinusoidal.

FICHE 9 - Circuits magnétiques
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10

Fonction
de transfert -
Diagramme de Bode

Objectifs : Analyser le comportement d’un circuit électrique linéaire décrit par sa fonc-
tion de transfert ; tracer son module et son déphasage en utilisant des échelles linéaire-
linéaire ou linéaire-logarithmique (diagramme de Bode).

| A savoir

Soit un circuit électrique linéaire (voir fiche 1) ou une grandeur (tension ou courant)
désignée comme « sortie » et notée s = s(¢) dépend d’une seule autre grandeur (tension
ou courant) désignée comme « entrée » et notée e = e(¢). Pour connaitre son compor-
tement en fréquence, on étudie le circuit en régime sinusoidal en associant le nombre
complexe E = [E; ap] = Eel¥E 3 1a grandeur sinusoidale e(f) = E~/2cos (wt + ag)
et le nombre complexe S =[S;ag]=Se!* a la grandeur sinusoidale
s(t) = Sv/2cos (ot + ag) (Fig. 10.1).

= = Fonction de
ﬂ Circuit S—S(t) = i transfert : S
linéaire T

Figure 10.1 Circuit linéaire — Fonction de transfert complexe

* Fonction de transfert (F.T.) complexe, ou E.T. isochrone, ou transmittance
complexe T (voir Fig. 10.1)

C’est le rapport des représentants complexes de deux grandeurs (tensions et/ou cou-
rants en électricité) sinusoidales synchrones et de méme fréquence.

S S S .
T= E = [E ;as —C(E:| = Eel(“S*“E)

° Module T de la E.T. complexe T

S SMax
T=IT|=>=""
E EMax

avec Syax = SV2 et Eviax = EV2

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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e Déphasage ¢ de la F.T. complexe T

¢ est le déphasage entre s(¢) et e(?), s(¢) en avance de phase par rapport a e(t) si ¢
positif ; il s’exprime en radians (rad) ou degrés (°).

o =ArgT =as — o (modulo 27m)

avec — < ¢ < 7 selon la recommandation de I'LLE.C (voir fiche 2).
* Gain G de la E.T. complexe T (Ig ou log,, désigne le logarithme décimal)

G =201g|T| | en décibels (dB) tel que 1 B = 10 dB, B étant le symbole du bel

Remarque : La formule G = 201g|T| est valable uniquement pour des
grandeurs telles que Ps/Pgp = S?/E? ou Pg et Pg sont respectivement
les puissances des signaux s(z) et e(f). Le gain en puissance s’exprime
par Gp = 101g7p ou Tp = Ps/Pg.

e Fréquences de coupures a —3 dB (Fig. 10.2)

Les fréquences de coupures dites a —3 dB sont celles pour lesquelles le gain G est
inférieur a sa valeur maximale de pratiquement 3 dB. Plus exactement, les fréquences
de coupures dites a —3 dB sont les fréquences pour lesquelles le module 7 est égal au
module maximal divisé par ~/2, ce qui correspond 2 la puissance maximale du signal
divisée par 2.

A
(dB) TG BP = fu-f,
GMax |Z|Max
Guax - 3dB 201g ~ Gmax — 3dB
r V2
o/ fi N\

Figure 10.2 Fréquences de coupures basse f et haute fy a-3 dB
Bande passantea-3dB: BP = fy — fL

* Bande passante (voir Fig. 10.2)

On définit généralement la bande passante a —3 dB, comme le domaine des fré-
quences pour lesquelles le gain reste supérieur au gain maximal moins 3 dB.

¢ Octave — Décade

Une octave (terme musical) est I'intervalle entre deux fréquences f> et f; tel que
f> = 2f1, et une décade est 'intervalle entre deux fréquences f; et f; tel que f» = 10 £}
(Fig. 10.3).
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01 0,2 05 1 2 5 10 f/f,

octave octave: octave: octave

- - - ot
-t - i - - -t -

décade décade

-t gt

décade

- -

\j

Figure 10.3 Octaves et décades (échelle log,,)

¢ Tracé du comportement en fréquence

On trace :
—le module T (échelle linéaire) de la F.'T. complexe en fonction de la fréquence ou
de la pulsation (échelle linéaire), et
— le déphasage ¢ (échelle linéaire) de la F.T. complexe en fonction de la fréquen-
ce ou de la pulsation (échelle linéaire).

* Diagramme de Bode

On trace :
—le gain G (échelle linéaire) de la F.T. complexe en fonction du logarithme déci-
mal de la fréquence ou de la pulsation (échelle logarithmique), et
— le déphasage ¢ (échelle linéaire) de la F.'T. complexe en fonction du logarithme
décimal de la fréquence ou de la pulsation (échelle logarithmique).

e Pulsation réduite — Fréquence réduite

° -4 (o =21/
X=— =" avec |w=2m
Pl

e FET. d’ordre n

Toute F.T. complexe d’ordre n (degré du dénominateur) peut s’écrire comme le pro-
duit de F.T. élémentaires du 1°* et/ou 2° ordre. La F.T. peut se déduire de 1’équation
différentielle (voir fiche 1).

bo + b1jx + br(Gx)* + ... + by ()™
ap + aljx =+ az(jx)z + ...+ Cln(jx)n

T =

Il est utile de connaitre quelques écritures habituelles de F.T. élémentaires du 1°" et du
2¢ ordre, et les diagrammes de Bode correspondants, afin d’identifier rapidement le
type : passe-bas (LP : low-pass), passe-haut (HP : high-pass), passe-bande (BP : band-
pass) ou coupe-bande (BC : band-cut), ’ordre (qui caractérise la raideur de la cou-
pure) et la ou les fréquences de coupure.

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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¢ FE.T. élémentaires du 1¢F ordre

FE.T. passe-bas du 1°" ordre

Tip1

1
L+jf/fo

Diagramme de Bode (Fig. 10.4) :

Grpi = —201gy/1 + (f/fo)?

@Lp1 = — arctan(f/fo)

Fréquence de coupure a —3 dB : fj

F.T. passe-haut du 1° ordre

Typ =

_ iflfo
L+if/fo

Diagramme de Bode (Fig. 10.5) :
Gup1 = 201g(f/fo) — 201gy/1 + (f/fo)?

oup1 = 90° — arctan( f/fp)

Fréquence de coupure a —3 dB : fj

(dB) A G p1 — — asymptotes— courbes
f f
0 0 - >
-3 - -20 dB/
& décade
oy A
(®) Towe f, ]
0 >
-45
-90

Figure 10.4 Passe-bas du 1¢" ordre

(dB) % Gypy = — asymptotes— courbes
0 b ‘.
e

,~~ = +20 dB/décade
©) Yorpr p
90 :
43 f

Figure 10.5 Passe-haut du 1¢" ordre

Remarque : La ET. du passe-haut peut s’écrire Tup; = jf/fo x Tipi.

D’ou :

Gup1 = 201g(f/fo) + Grpi

et

car [jf/fol = f/fo et arg(f/fo) = +90°

¢ FE.T. élémentaires du 2¢ ordre

fo s’appelle la fréquence propre, wy la pulsation propre, m le coefficient d’amortisse-

ment, et Qo = 1/(2m) le coefficient de surtension.

F.T. passe-bas du 2¢ ordre :

Iip =

1

1+ 2mjf/fo+3*(f/fo)?

orp1 = 90° + ¢rpi.

FICHE 10 — Fonction de transfert — Diagramme de Bode
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Diagramme de Bode (Fig. 10.6) : (dB) 4 Gip, - - asymptotes— courbes

Equation caractéristique :

f (m<\52 f
1 +2mx +x>2=0 avec x = f/fo 0 A

On distingue trois cas selon la valeur de

I’amortissement m.

1) m > 1. L’équation caractéristique a

deux racines réelles :

fip= fomEVm>—1) et fo= i

1

-

-40 dB/
décade

Iip

T A +if/f) < A +if/f)

La ET. peut étre décomposée en un produit -180

de deux F.T. passe-bas du 1°' ordre.

Figure 10.6 Passe-bas du 2°€ ordre

2) m = 1. L’équation caractéristique a une

racine double : fo = f1 = f>

1
A +if/f?

Tip

3) m < 1. L’équation caractéristique n’a pas de racine réelle, la F.T. ne peut pas étre
décomposée en un produit de deux F.T. passe-bas du 1% ordre. On distingue alors a

nouveau trois cas :

3.1) v/2/2 < m < 1. Le gain ne présente pas de maximum et la courbe reste en

dessous des asymptotes.

3.2) m = +/2/2. La courbe du gain est la plus plate possible.

33)m < +/2/2. Pour f = fo/1—2m? le Gyax = 201g

gain présente un maximum :

1
2mN1 —m?

(dB) 4 Gipz — — asymptotes— courbes
FE.T. passe-haut du 2° ordre :
0 4
Typy = ]2(f/f0)2 // hRN m> \/5/2
—are — . ) P 7,
T+ 2mif/fo + P(F1 o) IR a0 68 a6t

Diagramme de Bode (Fig. 10.7) : Il se déduit  (°) “ngpz

de celui du passe-bas du 2°¢ ordre : 180 e ’;0
— pour le gain, en effectuant une symétrie par
rapport a la droite d’équation ' = fo, et 90+
— pour la phase, en effectuant une translation f
de +180°, car : 0 >
Tupy = *(f/f0)* x Tim Figure 10.7 Passe-haut du 2¢ ordre

Electricité en 19 fiches

: régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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7

o
ET. passe-bande du 2° ordre : (dB) 4 Ggp, — — asymptotes— courbes
Too — 2mj f/fo
BP2 = . > 3
L+2mjf/fo+3°(f/fo)
1
I1+j00| - — +20 dB/décade -20 dB/décade
fO f (o) A
Psr2

Diagramme de Bode (Fig. 10.8) : 1l se  +90
déduit de celui du passe-bas du 2°¢ ordre :
— pour le gain, en ajoutant 201g(2mf/fp) a
GLp, et

— pour la phase, en effectuant une transla-
tion de +90°, car :

Tgpy = 2mjf/fo x T
Bande passante a —3 dB : BP = 2mfy = fo/Qo

-90

Figure 10.8 Passe-bande du 2° ordre

Il Méthodes

¢ Produit de deux F.T.

T=T xT
SiZ:Qxﬁalors{ etG =G+ Gy
=p2+ ¢

ou  T=|Tl,e=Argl, Ty =|Ti|, ¢y = ArgT\, I> = |I3|, o2 = Arg T,
G =201gT, G| = 201gT; et G, = 201gT,
* Diagramme de Bode du produit de deux F.T.
Il se trace par I’addition « graphique » des gains d’une part : G = G, + G et des
déphasages d’autre part: ¢ = ¢ + ¢;.
* Analyse rapide du comportement d’un circuit aux fréquences limites

Aux fréquences limites, on remplace les condensateurs et les bobines soit par un cir-
cuit ouvert soit par un court-circuit conformément au tableau (Fig. 10.9). Attention, le
raisonnement porte uniquement sur les modules des impédances complexes.
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Impédance (module) f— 0 f — 00
. ZL —0 ZL — O
Bobine: Z, = Lw o o
<= court-circuit <= circuit ouvert
1 Zc — 0 Zc — 0
Condensateur : Zg = — o o
Cw <> circuit ouvert <—> court-circuit

Figure 10.9 Impédances (modules) aux fréquences limites

Il Mesures

Pour relever le comportement en fréquence d’un circuit :

— On attaque le circuit par un signal (une tension le plus souvent) sinusoidal
e(t) = Ex/2cos 2nft +ag) a I'aide d’un générateur qui permet de régler la
valeur efficace E ou la valeur maximale E+/2 et la fréquence f.

— Pour chaque fréquence f souhaitée, d’une part on mesure la valeur efficace S ou
la valeur maximale Sv/2 de s(r) = Sv/2cos (2 ft + as) pour en déduire le
module T = S/E, et d’autre part on mesure le déphasage ¢ = og — 0.

Certains multimetres permettent d’effectuer une mesure en dB par rapport a une réfé-
rence, généralement une tension de 0,775 V (I’unité est alors le dBu) oude 1 V (I’uni-
té est alors le dBV). On obtient ainsi directement le gain de la F.T. par une simple sous-
traction :

U
G = 201g7S = 201gUs — 201gUx = Ly, /Uy — LUy Ure
E
Ou Ly /Uy, est le niveau (level) de la tension Us en décibels par rapport a la tension

de référence Uggr, et Ly, /vy, st le niveau (level) de la tension Ug en décibels par rap-
port a la méme tension de référence.

Mise en cascade
de deux filtres passe-bas

Soit la mise en cascade de deux filtres passe-bas du 1¢" ordre (Fig. 10.10).

[_Dm

Ry i=0 +H R
C e+ | LT3
A
Ci Cs
e T Sq =854 -1 S

Figure 10.10 Mise en cascade de deux filtres passe-bas du 1°" ordre
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1. Exprimer la E.T. complexe, son gain et son déphasage.
2. Tracer les asymptotes de son diagramme de Bode pour R;C; = 10 R,C,.

Solution

1. ET. réalisée. Les deux étages sont indépendants. D’ou :

S S S
Z:—:—X::szTl
E E, E — —
1 1 1
Dou: T=T,xT = - - = - X -
- — (+jno)yxU+jne) 1+jf/fr 1+if/hH
1 1 {T1=R1C1=1/a)1
avec f; = , = et
2T 2n T =RC =1/

G =G+ G, =-101log[l + (n,w)*] — 10 log[1 + (T;®)?]
¢ = ¢ + ¢ = — arctan(t,w) — arctan(tw)

2. Asymptotes du diagramme de Bode. Les gains et les phases s’ajoutent. En consé-
quence, on effectue la somme graphique des asymptotes des deux 1 ordre avec
R|Cy = 10R,Cy, soit f, = 10 f; (Fig. 10.11). Sur cette figure, les asymptotes des deux
1°* ordre pris séparément (pointillés) sont volontairement décalées vers le haut pour
mettre en évidence la construction.

(dB) 4 G=G,+G,
0 feeceangescannans :.:.1 ______ 19 100 f/f1
I S T ~  asymptotes
20 -20 dB/decade% ...... . S~ T de Giet ¢
“ \ .......... ) asymptotes
- \ e "7 deGset
-40 dB/décade’” 26t %2
60 asymptotes
— deGet¢
o A = =+
©) __‘ii_‘fz__‘if_____ f/f,
0 = >
-90 s e s
-180

Figure 10.11 Deux passe-bas du 1°" ordre en cascade

FICHE 10 — Fonction de transfert — Diagramme de Bode
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11 Valeurs moyenne
et efficace -

Facteurs de créte,

de forme, d’ondulation

Objectifs : Calculer et mesurer les valeurs moyenne et efficace d’'une grandeur en régi-
me périodique permanent.

| A savoir
* Régime périodique

Un circuit électrique est en régime périodique quand tensions et courants sont des
fonctions périodiques du temps. Le régime périodique est un régime établi (perma-
nent) obtenu quand tensions et courants sont devenus périodiques.

* Signal périodique

Un signal périodique (tension ou courant en électricité) se reproduit a I’identique au
cours du temps. Son diagramme temporel est une suite de motifs identiques. La pério-
de T d’un signal périodique est la plus petite durée entre deux instants ou le signal se
reproduit a I’identique :

Vi, s(t+kT)=s(t)‘ avec k €Z

Fréquence f et pulsation o :
1
f= - (Unités : 1 Hz = 1s71), (Unités : 1 rad/s = 1 rad x 1 Hz)

* Valeur moyenne

La valeur moyenne Syoy d’un signal périodique s(7) de période T est :

1 nh+T
SMoy = (s(7)) = ?/ s(r)dt
h

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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Remarques :

— La valeur moyenne d’une somme est égale a la somme des valeurs
moyennes :

(51 +52) = (s1) + (52) = Simoy + Somoy  (linéarité de I’intégrale)

— La valeur moyenne d’un courant périodique est égale a la valeur d’un
courant continu fictif qui transporterait la méme quantité d’électricité
(méme charge déplacée) pendant une période.

T AGDéplace 1 (7
AqDéplacée = / idt = IMoy = % = ?/ idt
0 0

e Valeur efficace

La valeur efficace Sgir d’un signal périodique s(¢) de période T est donnée par :

1 H+T
St = (s%(1)) = T / s (t)ds

141

Remarques :

— Attention, la valeur efficace d’une somme est, en général, différente de
la somme des valeurs efficaces. On a :

((s1 + 52)2> = <S12> + 2(s152) + <S§> = S12Eff + 2(s152) + S%gff

— A la place du qualificatif « efficace », on utilise souvent 1’abréviation
anglo-saxonne « r.m.s. » qui signifie « root mean square » et qui se
traduit littéralement par « racine de la moyenne du carré ».

— La valeur efficace d’un courant périodique est égale a la valeur d’un
courant continu fictif qui produirait la méme quantité de chaleur
(méme énergie apportée) dans une méme résistance et pendant une

période.
T
AW
AWapporice = / Rifdt = Iy = =07 =
0
AW, s
P = zﬁ)porlee _ Rléff

e Signal alternatif

Un signal périodique est dit alternatif si sa valeur moyenne est nulle.

FICHE 11 — Valeurs moyenne et efficace — Facteurs de créte...
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e Décomposition d’un signal périodique

Tout signal périodique s(¢) peut s’écrire comme la somme d’une composante continue
égale a la valeur moyenne Smoy, plus une composante alternative périodique (a valeur
moyenne nulle) sa;(¢) parfois appelée ondulation.

s(t) = Smoy + san(r)

Remarque : Dans ce cas particulier, on a :
((Smoy + Sa1)?) = Sf/loy + 2Smoy (Sar) + (s30)

2 2 2
= | Sgir = SMoy T Saues

-2 2 ~ N . . -
Et si Sxjpir <K Syioy alors Ser A |Smoy| (cas d’un signal quasi-continu).
» Inégalités entre valeurs moyenne, efficace et maximale

Ona: |SM0y| < Seir < |SMax|

Il Compléments
* Facteurs de créte, de forme, d’ondulation et d’ondulation créte a créte (Fig. 11.1)

Ils caractérisent le signal.

s(t
Facteur de créte Fc = [s(Blwx
Skt
Skt
Facteur de forme F=
|SMoy|
F2 =1+ 2
St Eff
Facteur ou taux d’ondulation B=
|SM0y|
Facteur d’ondulation Beo = AS Ondulation créte a créte :
créte a créte | Sioy | AS = Smax — Smin = SaitMax — SaitMin

Figure 11.1 Facteurs de créte, de forme et d’ondulation

Remarque : Si le signal est continu, F =1, 8 =0 et fcc =0. En
conséquence, plus F se rapproche de 1 (ou g de 0) et plus le signal se rap-
proche d’un signal continu.

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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* Dipoles linéaires élémentaires (Fig. 11.2)

Relations remarquables en régime périodique

Vt, ug(t+ kT) = ug(t) avec k € Z

é ’j — Vt, ig(t+ kT) = ig(t) avec k € Z

:% D Urwmoy = RlIrmoy, Uest = Rlest

« ur Prmoy = Rlzeq = Ua e/ Ry Wa—tek) = PamoykT
g ; L Vt, i(t+kT)=i(t) avec ke Z
z L

5 > U —0

: i

©

= u Pimoy =0, Wit—tkr) =0

. i ICI Vt, uc(t+kT) = uc(t) avec k€ Z
[+

© uc Pcmoy =0, Weit—tkry =0

Figure 11.2 Dipdles linéaires élémentaires

Il Méthodes

— L’intervalle de temps pris pour le calcul de la valeur moyenne ou efficace doit étre
un nombre entier de périodes : [#1,#; + kT'] avec le plus souvent k = 1. Cependant,
des raisons de symétrie peuvent amener a diviser cet intervalle par 2 ou davantage.
Un choix judicieux de #; permet souvent de simplifier le calcul.

— Pour un calcul approché de la valeur moyenne ou pour des signaux simples (rectan-
gulaires, triangles, etc.), on peut remplacer le calcul de I'intégrale par une somme
algébrique d’aires comprises entre la courbe et ’axe des temps ; une aire étant
comptée positivement si la courbe est au-dessus de 1’axe et négativement si elle est
en-dessous (Exemple : voir exercice ci-apres).

— De méme, pour calculer la valeur efficace dans des cas simples, on peut remplacer
le calcul de I’intégrale du carré du signal par une somme algébrique d’aires.

IV Mesures

e Valeur moyenne

La valeur moyenne d’une tension (resp. d’un courant) se mesure avec un voltmetre
(resp. amperemetre) du type « D.C. : Direct Current » qui signifie « en courant conti-
nu ».
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e Valeur efficace

La valeur efficace d’une tension (resp. d’un courant) se mesure avec un voltmetre
(resp. amperemetre) du type « A.C. : Alternative Current » qui signifie « en courant
alternatif ».

— Certains appareils mesurent la valeur efficace uniquement pour une tension ou un
courant sinusoidaux.

— D’autres appareils mesurent la valeur efficace de la seule composante alternative
de la tension ou du courant. On les dénomme souvent un peu abusivement volt-
metres ou amperemetres « I.m.S. : root mean square ».

— Enfin des appareils mesurent effectivement la valeur efficace de la tension ou du
courant. On les dénomme souvent voltmetres ou amperemetres « efficaces
vrais » ou « t.r.m.s. : true r.m.s. » pour les distinguer des précédents.

Avant toute mesure, il faut donc bien lire les notices des appareils utilisés.
Dans le cas d’appareils qui mesurent la valeur efficace de la seule composante alter-
native, par exemple d’une tension, on effectue la mesure en deux temps :

— mesure de la valeur de la composante continue Upc = Uwmoy avec un appareil du
type « D.C. »,

— mesure de la valeur efficace de la composante alternative Uacggr = Uaigsr avec
un appareil du type « A.C. ».

On calcule ensuite la valeur efficace par la relation (voir le paragraphe « A savoir ») :

Ugsr = \/m car u(t) = Upc + uac(t)

Remarque : La plupart des appareils utilisés sont des multimetres
capables de mesurer différentes grandeurs : tension DC/AC, intensité
DC/AC, résistance, fréquence, etc. Les caractéristiques et limites de 1”ap-
pareil doivent &tre connues : précision en fonction du calibre, impédance
(selon la fonction : voltmetre, amperemetre, etc.), bande passante (une
bande passante limitée par rapport au spectre du signal fausse la mesure
de la valeur efficace), facteur de créte, etc.

Grandeurs périodiques

Soient les chronogrammes de grandeurs périodiques (Fig. 11.3). Pour chacune de ces
grandeurs :

1. Calculer sa valeur moyenne.

2. Calculer sa valeur efficace.

3. En déduire la valeur efficace de son ondulation (composante alternative).

4. Déterminer son ondulation créte a créte.

5. Calculer son facteur de forme, son taux d’ondulation et son facteur d’ondulation
créte a créte.

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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7
u aT T
Un = 30V- -1 e p—-
t
0
Us=-30Vq-ommc e e e ---
i P P
IMax = 6A oo S e
Ivin = A sl N N
. L
0 L [ B
0 4 5 (ms)
Figure 11.3 Grandeurs périodiques — Chronogrammes
Solution
1. Valeurs moyennes. A partir du graphique, on somme algébriquement les aires :
1
Umoy = (u) = ?((xTUH + (1 —a)TUp) =aUy+ (1 —a)Up
4 1
=-x30—=-x30=18V
5 5
I X + I in
1M0y=<i>=u=5A
2
2. Valeurs efficaces. La grandeur u” étant constante, on a :
Uy = W?) = Ui = Upr = Un =30V
Equations du courant i :
i=500t4+4pour0<r<4mseti =—200074 14 pour4ms <t<5ms
D’ou:
2 2 Lt 2
Ifr = (i7) = = i ~dt
et = (1) T /0 l
4 ms 1 5 ms
= / (5007 + 4)*dr + —— (—20001 + 14)%ds
5ms Jg S5ms Jy e
Tout calcul fait, on obtient :
Igr =~ 5,03 A
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3. Valeurs efficaces des ondulations.

Unngsr = \/m =24V et Izugg = I]%ff — 11\2/10y ~ (0,58 A

4. Ondulations créte a créte.

AU=Uy—-Ug=60V et Al =Iyux — Iyin=2 A
5. Facteurs de forme, taux d’ondulation et facteurs d’ondulation créte a créte.
Uew _ Unugsr AU

Fy = ~ 1,67 Bu = ~ 1,33 Bocy = ——— ~ 3,33
| Untoy | | Untoy | CCU | Unioy
I I Al
1= — & 1,007 pr=22E~ 0,12 Becr = ~ 0,4
|IM0y| |IM0y| ' |IMoy|

Pont de Graetz monophasé
Dimensionnement
d’une inductance de lissage

Soit le schéma (Fig. 11.4). La tension d’entrée s’écrit : ug = Ugpaxcos ot 0 = wyt,
Usmax = 24+/2 V, w; = 27 f1 et fi =50 Hz. Les diodes sont supposées parfaites et
R =10 Q. La tension us(0) est représentée (Fig.11.5).

i N0 N\D: L TUL

1 wodo] |

Figure 11.4 Redressement double alternance en pont

+ USMax i Jo°7

Soococoosodlo

0=w,t

D1, D3 |conductrices| bloquées
D>, D, | bloguées [conductrices

Figure 11.5 Redressement double alternance - Tension u,

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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1. Exprimer et calculer la valeur moyenne de la tension us.

2. Exprimer et calculer la valeur efficace de la tension us.

3. Exprimer et calculer les facteurs de forme F, d’ondulation 8, d’ondulation créte a
créte Bcc et de créte Fc de la tension ug.

4. Exprimer et calculer la valeur moyenne de la tension ug.

5. Exprimer et calculer la valeur moyenne du courant ig.

En premiere approximation on admet que la tension ug s’écrit (début du développe-
ment en série de Fourier de ug) :

2U. 4U
us = Uso + us; avec Usg = % et us; = % cos (20)

Cela permet d’écrire que le courant ig est la somme is = Isg 4 is; conformément au
principe de linéarité (Fig. 11.6).

L L

I Isy

S T

is=lgy +ig

- Us = T R T Ug =
Uso + Ugy URO + Ug;

Figure 11.6 Principe de linéarité

Dans ces conditions :

6. Pour la composante continue : Simplifier le schéma équivalent. Que représente
Isp ? Montrer qu’on retrouve le calcul précédent.

7. Pour la composante alternative : Quelle est la pulsation de us; ? Exprimer Is; en
fonction de Us;. En déduire I’expression du courant is;.

8. En déduire I’expression du courant is.

9. Exprimer le taux d’ondulation B; = Is aigfr/ IsMoy OU Is arcksr est la valeur effi-
cace de la composante alternative de is. Que devient 1’expression du taux d’ondula-
tion si R? <« (2Lw;)? ? En déduire une formule pour choisir I’inductance de lissage.
Calculer L pour un taux d’ondulation d’environ 5 %.

10. En déduire les expressions des courants ig et is; en fonction du taux d’ondula-
tion f.
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Solution

1. Valeur moyenne de la tension ug. On travaille avec la variable § = w;t sur une
période [—m/2; /2] :

1 /2 U «
Us oy = —/ Us vax 08 0d0 = = sin 0177,
T -2 T
2U. 2 %24 x /2
D’Oﬁ: USMoy: S Max :>USM0y: % %21’6\/

2. Valeur efficace de la tension us.

1 /2 U? /2
Udpy = — / U oy €08 20d0 = —SMax / (1 + cos (20))do

T J—m/)2 2z —7/2
U2 1 /2
= SMax [9 + = sin (29)}
2w 2 —
U. 242
Dol : Uspir = —= — Ugg = —f =24V

V2 V2

Remarque : Les fonctions | cos 6| et cos @ ont méme valeur efficace.

3. Facteurs de forme F, d’ondulation 8, d’ondulation créte a créte Scc et de créte Fc
de la tension us.

U 2
SEff _L%1,11:>,3=«/F2_ :1/%—1%48,3%

T |Usmoyl 242
Us Max ™ Us Max
= =—-~1,57 et Fc= =2~ 1,41
Fec [Usmoyl 2 7 Usgsr

4. Valeur moyenne de la tension u . La loi des mailles permet d’écrire :
us =up +ur = Usmoy = UL Moy + UrRmMoy  (linéarité de I'intégrale)
Or, en régime périodique :
iL(t+kT)=iL(t) = UrLmoy =0

D’ou: URMoy:USMoy:2USMax/7T ~ 21,6 V
5. Valeur moyenne du courant is. La loi d’Ohm permet d’écrire :
. UR  Us —Up Urmoy  Usmoy
= — = I = = —
s =% R = IsMoy R R

84 Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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D’ou : Ismoy = R ~ 2,16 A

6. Courant Igp. L’inductance se comporte comme un court-circuit pour le continu,
d’ou:
U SO 2[]S Max

Igo = -2
0= TR TR

~ 2,16 A (Isp est la composante continue de is)

7. Is; en fonction de Us; et expression du courant is;. La tension ug; étant sinusoi-
dale de pulsation 2w;, on peut écrire en notation complexe :

U U .
Is1 = —S,l = =51 el? avec ¢ = — arctan !
— R+2Lwy /R4 Q2Lw)?
4USMax

D’ou :

cos (20 + ¢)

is) =
37/ R2 + 2Ly )?

8. Expression du courant is. On a is = Isy + is;, d’ou :
p S S S0 T IS1,

2Us Max 2R
ig = —SM (1+3 cos(29+¢)>

TR VR2+ 2Lawy)?

9. Taux d’ondulation et choix de L. Par définition, on a :

B = Isawete  Isaivax V2R
! ISMoy ISMoy\/z 3\/ R2 + (2Lw1)2
R R
Si R? <« 2Lw))?* alors (3, ~ ~
1 " 3V2x Lw 26 % Lfi
Dou: L~ —— = L~ 150 mH pour B =5%
26 x B3, f1

10. Expressions des courants ig et ig; en fonction du taux d’ondulation.

2U ax .
is = 7:;4 (1 + B1v/2cos (20 + </>)> = Iso + is
2U. 2U 2
Avec : Iso = S Max et ig) = M cos (20 + ¢)
TR TR

Les exercices proposés sur les fiches suivantes peuvent également servir d’entraine-
ment pour les points traités ici.
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12

Séries de Fourier -
Analyse spectrale

La théorie des séries de Fourier et ’analyse spectrale qui en résulte sont utilisables
lorsque le circuit électrique, linéaire ou pas, fonctionne en régime périodique (voir
fiche 11). Les développements en séries de Fourier renseignent sur les allures tempo-
relles et les spectres des tensions, courants et puissances.

Deux cas particuliers sont fréquemment rencontrés :

— Le circuit électrique est linéaire. Le principe de linéarité permet d’étudier le cir-
cuit pour chacune des composantes sinusoidales pour, au final, en déduire la
grandeur recherchée (voir le paragraphe « Méthodes »).

— La charge est non-linéaire et alimentée a partir du réseau électrique. On peut
alors souvent considérer la tension comme sinusoidale (voir notamment fiches 14
et 19).

Objectifs : Utiliser le développement en série de Fourier d’un signal réel (tension ou cou-
rant en électricité), le régime étant périodique (permanent). Interpréter les représenta-
tions d’un signal réel sous différentes formes : temporelle, spectrale et mathématique. Le
calcul des coefficients de Fourier et leurs relations sont traités dans la fiche suivante.

| A savoir

¢  Théoreéme fondamental

Un signal périodique s de période 7, fonction a valeurs réelles du temps satisfaisant
les conditions dites de Dirichlet, est développable en une série de Fourier trigonomé-
trique ou complexe. En particulier, en tout point 7 ol s est continu, s(¢) peut s’écrire :

s(t) =aog + Z[an cos (nwt) + by, sin (nwt)]

n=1 aop,an,bp € R

avec A, eRT,a, eR

) +00 ot ey € C
=ap+ ZA,, cos (nwt + o) = Z cpe

n=I1 n=-—0o0o

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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&

Cela signifie qu'un signal périodique s(¢#) développable en série de Fourier est la
somme :
— d’une composante « continue » (valeur constante) égale a sa valeur moyenne :
So = ayp, et
— d’une infinité de composantes sinusoidales, appelées « harmoniques », de fré-
quences 1/7,2/T, ...,n/T, ... : s,(t) = A, cos (nwt + o) ou A, est I’ampli-
tude et o, la phase initiale.
La composante de rang n : s, (t) est appelée « harmonique de rang n ». La compo-
sante de méme fréquence f = 1/T que le signal est appelée « fondamental » de pré-
férence a « harmonique 1 ». L’harmonique 2 a une fréquence deux fois plus grande, et
I’harmonique n (de rang n) est une composante sinusoidale de fréquence n fois plus
élevée que celle du signal.

1
Unités : 1 rad/s = 1rad x 1 Hz f= T Unités : 1 Hz = 157!

Remarques :

— Les fréquences négatives : —1/7T, —2/T, ..., —n/T, ... apparaissent
en plus dans I’écriture en exponentielle complexe.

— Les conditions de Dirichlet, non détaillées ici, portent sur la continui-
té et la dérivation du signal (fonction réelle) et de sa dérivée. En pra-
tique, ces conditions sont satisfaites pour les signaux rencontrés en
électricité.

* Changement de variable

Pour simplifier les expressions, on effectue souvent le changement de variable :

0=wt|=|oT=2z] e do=owd

* Représentations graphiques d’un signal périodique — spectres
On illustre le propos avec ’exemple d’une tension rectangulaire u(¢#) de période
T =1 ms, de rapport cyclique y = 1/5, de niveaux 0 et 5 V (Fig. 12.1).

1) Représentation temporelle. Le chronogramme, ou diagramme temporel, renseigne
sur la valeur instantanée du signal (exemple : voir Fig. 12.1).

Le chronogramme d’un signal périodique, de période T, est constitué d’une suite de
motifs identiques de durée T.

2) Représentations fréquentielles. Le spectre d’amplitude et le spectre de phase ren-
seignent sur la répartition du signal en fonction de la fréquence.
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(V) & u@) T=1ms y=1/5

Chronogramme

Spectre
d’amplitude
unilatéral

Spectre
d’amplitude
bilatéral

180°

Spectre
de phase =

o e e : oo
bilatéral 40| [|5 0o 5 10 (kHz)

-180° :

Figure 12.1 Tension rectangulaire de niveaux 0 et 5 V, de rapport cyclique y = 1/5 et
son spectre de raies

Le spectre d’'amplitude et le spectre de phase d’un signal périodique, de période T, sont
constitués de raies aux fréquences multiples de 1/T.

Spectre d’amplitude unilatéral

Le spectre d’amplitude unilatéral d’un signal réel périodique est la représentation gra-
phique des raies d’amplitudes A de la composante continue (valeur moyenne), et A,
des composantes sinusoidales aux fréquences nf avec n € N* (exemple : voir
Fig. 12.1).

Ao = lagl = |col  Ap = ai +b2=2x|cy| (n€N¥)

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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Remarque : Attention, a la place du spectre d’amplitude, on rencontre
aussi le spectre des valeurs efficaces, toutes les raies étant divisées par V2
a I’exception de celle de la composante continue. On représente alors :

Ao = lagl = lcol  Apgr = An/v2 (n € N¥)

Spectre d’amplitude bilatéral

Le spectre d’amplitude bilatéral d’un signal réel périodique est la représentation gra-
phique des raies d’amplitudes |c,| aux fréquences nf avec n € Z (exemple : voir
Fig. 12.1).

A,  Ja:+b?

lcol = Ao = lag|  len| = le—n| = = = ~—5—= (n € N¥)

2 2
Attention, le spectre d’amplitude bilatéral d’un signal réel étant pair, on se contente
souvent de représenter la partie relative aux fréquences positives. Il ne faut pas alors
le confondre avec le spectre d’amplitude unilatéral.

Spectre de phase

La représentation fréquentielle du signal serait incompléte si les phases initiales de ses

composantes n’étaient pas précisées : c’est le role de ce diagramme. Le spectre de

phase d’un signal réel périodique est la représentation graphique des raies des phases

initiales o, des composantes sinusoidales aux fréquences nf avec n € N* pour un

spectre unilatéral ou n € Z pour un spectre bilatéral (exemple : voir Fig. 12.1).
cosay = an/An

ay = —a—, = arg(cy) = —arg(c—,) ou { (n € N¥%)
sina,, = —b, /Ay

e Valeur efficace

Pour un signal s(¢) développable en série de Fourier, la formule de Bessel-Parseval
donne le carré de la valeur efficace du signal (voir aussi fiche 11) :

1 +00 1 +00
St = POV =@+ @ +b)=a+3) A=Y lal
n=1 n=1 n=-—00

Ainsi, le carré de la valeur efficace du signal s(#) est la somme du carré de sa valeur
moyenne et des carrés des valeurs efficaces de tous ses harmoniques. Ce qui s’écrit :

+0o0 An
St = A + Z Appg| o Ag=lao| et Appr=—¢

n=lI ‘/z
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Il Compléments

* Facteurs de forme et d’ondulation (voir aussi fiche 11)

On note : Ay = |ao|

Facteur de forme Facteur ou taux d’ondulation Relation
+00
2
Ag+ZAnEff F2_1+132
_ SEt n=1 _ Satef
| Sutoy | Ao | Swtoy |

* Taux de distorsion harmonique

Noté THD (total harmonic distortion), il sert a chiffrer la déformation d’un signal qui
devrait étre sinusoidal. Compris entre O et I’infini, c’est le rapport de la valeur effica-
ce du signal privé de sa composante continue (valeur moyenne) et de son fondamen-
tal sur la valeur efficace du fondamental.

+00
> Ane
n=2

Aj Eir Aj g

ff
\/AgEff+A§Eff+...+A§,Eff+...
THD = -

Ainsi défini, si le signal est sinusoidal, le THD est nul. On définit aussi le taux de dis-
torsion de I’harmonique 7 par :

An Eff o 2
dy == — THD = | d;
1 Eff =

*  Remarques sur les représentations fréquentielles

— Le signal temporel étant une fonction réelle, le signal fréquentiel correspondant
possede une partie réelle et un module pairs, une partie imaginaire et une phase
impaires. On a alors :

. { lc—nl = lcnl
C—p =Cn
arg(c—,) = —arg(cn)

— On peut aussi représenter un signal par sa partie réelle et sa partie imaginaire en
fonction de la fréquence, mais cette représentation est moins facile a interpréter.

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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7

—Un signal est completement caractérisé par son spectre d’amplitude et son
spectre de phase.

— Le spectre d’amplitude est indépendant de I’origine des temps choisie contraire-
ment au spectre de phase.

Il Méthodes

e Circuit électrique linéaire excité par une grandeur périodique

Dans le cas d’un circuit électrique linéaire, si une grandeur (tension ou courant) dési-
gnée comme signal de « sortie » noté s = s(¢), dépend d’une seule autre grandeur
(tension ou courant) désignée comme signal d’« entrée » noté e = e(t), alors s = s(¢)
et e = e(t) sont reliés par une équation différentielle a coefficients constants (voir
fiche 1).

Une fois le régime périodique établi pour un signal d’entrée e(¢) périodique défini par
morceaux, le signal de sortie s(¢) est composé d’une succession de régimes transi-
toires déterminés chacun par 1’équation différentielle linéaire a coefficients constants
pour un morceau donné de e(t).

— Une premiere méthode consiste bien siir a résoudre cette équation pour chacun
des morceaux de e(t) en reliant les solutions les unes aux autres compte tenu du
caractere périodique des signaux.

— Une deuxieme méthode consiste a utiliser d’une part le principe de linéarité (voir
fiche 1) et d’autre part les possibilités offertes par le calcul sur les nombres com-
plexes en régime sinusoidal. Cette méthode présente 1’avantage de fournir en
plus les spectres des signaux, mais elle nécessite souvent la prise en compte de
nombreux harmoniques et, en conséquence, le recours a un calculateur.

Résumé de la méthode (Fig. 12.2). Pour un nombre d’harmoniques
M suffisant a une bonne approximation des signaux :

1) Déterminer le développement en série de Fourier du signal d’entrée,
somme de sa composante continue et de ses composantes sinusoi-

dales.
M
e(t) = Ey+ Zen(t) ol e,(t) = Ej Mmax cOs (nwt + o)
n=1

2) Etudier la réponse du circuit 2 chacune des composantes du signal
d’entrée.

circuit circuit
EO - SO et en([) B Sn(t) = Sn Max COS (I’l(,()f + /311)

FICHE 12 — Séries de Fourier — Analyse spectrale
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Pratiquement, on détermine la transmittance complexe 7 = Tel?
entre 1’entrée et la sortie, puis, pour chacune des composantes, on
calcule :

S, = T(nw) x Ep {Sn = Sy Max/V2
av

Bn = ¢(nw) + oy E,=E, Max/\/z
ou Ep =[Ey;on] = E,ei% est le nombre complexe associé a e, (1),

&zzxﬁ@{

Sp = 1[Sn; Bnl = Snejﬁn est le nombre complexe associé a s, (7).

3) Ajouter les réponses trouvées au point précédent.

M
5(t) = So+ Y Su Max €08 (et + B)

n=lI

Domaine temporel

, Circuit linéaire
' Equation différentielle |—>' s ®
' a coefficients constants q\
M M
e(t)= E,+ Y E,yCos (not+a,) s(t)=8,+ . SuaCos (not+8)
n=1 n=1
Den=0aM: v Domaine fréquentiel
E,= E;a,] Fonction de transfert : S, = S.:8,]
=E < _ s

Figure 12.2 Circuit linéaire excité par un signal d’entrée périodique

Exemples

— Redressement monophasé double alternance en pont avec lissage du
courant de sortie (voir fiche 11, exercice « Pont de Graetz monopha-
sé€ »). On remarquera que le développement en série de Fourier a été
limité au premier harmonique, ce qui est suffisant pour déterminer
I’inductance de lissage.

— Filtre passe bas du 1°" ordre (voir exercice ci-dessous).

— Redresseur non-commandé (voir exercice ci-dessous).

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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IV Mesures

* Taux de distorsion harmonique

Le calcul du THD s’effectue simplement a partir des mesures de la valeur efficace de
la composante alternative Sajgge du signal s(7) et de la valeur efficace de son fonda-
mental Ajgg. En effet, a partir de la définition du THD (voir le paragraphe
« Compléments ») on peut écrire :

+00

An Eff 52 A2 A2 S2 A2
= Eit — A0 — Al Eir AlES — AT Ef S Eir
THD = = = =V, !
Al gt Aq i Aj g AT g

* Analyseur de spectre analogique. y

k Amplitude
Plusieurs principes sont envisageables pour | T
sélectionner 1’amplitude du signal en fonc-
tion de la fréquence. T
— Une batterie de filtres passe-bande f
localisés dans la bande de fréquence a ALi23L } >
explorer (Fig. 12.3). Ce type d’analy-

seur est utilisé dans le domaine audio

et quelques applications spécifiques.

Batterie de filtres

Figure 12.3 Batterie de filtres

— Un filtre passe-bande dont la fréquen- A Amplitude Balavage du
ce centrale balaie la bande de fré- + spec}:/ trg par
quence a explorer (Fig. 12.4). e filtre
— Un déplacement progressif du spectre 1
du signal devant un filtre passe-bande
dont la fréquence centrale est fixe | . i

(Fig. 12.5). Plutdt que de balayer le
spectre du signal par un filtre, on Figure 12.4 Balayage du spectre
«passe » le spectre devant le filtre

fixe. Ce type d’analyseur est utilisé A Amplitude
pour les trés hautes fréquences jus- s
qu’a plusieurs dizaines de GHz.

Filtre fixe

Déplacement
o&—> du spectre

devant le filtre
{] f

| -
T L

N

Principaux réglages a opérer : fréquence T
centrale et étendue (span) du spectre a
observer, résolution (largeur de la bande
passante du filtre), atténuation d’entrée, etc.

Figure 12.5 Déplacement du spectre
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¢ Unités

Les analyseurs de spectres expriment les amplitudes (ou les valeurs efficaces) avec dif-
férentes unités en fonction du type de mesure, et offrent parfois le choix a I’ utilisateur.
Les unités les plus fréquemment rencontrées sont le volt, le dBV, le dBu et le dBm.
— Le niveau de la tension u = u(t), exprimé en décibels par rapport a une tension
de référence de 1 V (dBV), est défini par :

vyl
%)

Lujiv =201g =20lgluqy)| |  (Unité : dBV)

— Le niveau de la tension u = u(t), exprimé en décibels par rapport a une tension
de référence de /0,6 V =~ 0,775 V (dBu), est défini par :

vl vyl .
L =201 ~ 201 Unité : dB
u/ 0.6V g 060, g0»775(v) (Uni u)

Remarque : En téléphonie, I'impédance de référence a été historique-
ment définie comme étant une résistance pure de 600 Q en Europe
(900 Q aux USA), qui correspond grossi¢rement a I’'impédance moyenne
d’une ligne d’abonné dans la bande de fréquence allant de 300 Hz a
3 400Hz. Pour une puissance de référence de 1 mW, on obtient alors une

tension efficace de référence de /0,6 V~ 0,775V ; d’ou la définition
du dBu.

— Le niveau de la puissance p = p(t), exprimé en décibels par rapport a une puis-
sance de référence de 1 mW (dBm), est défini par :

|P(w)|

Lp/imy = 101g= 20 = 101g P!

- = =101g|pew)| | (Unité : dBm)
W) (mw)

Remarque : Attention, I’analyseur mesurant une tension, 1’affichage en
dBm sous-entend qu’il s’agit de la puissance en entrée de 1’analyseur
compte tenu de sa résistance d’entrée (50 Q, 75 Q, 600 Q, etc.). Celan’a
de signification que pour un domaine particulier : hautes fréquences, télé-
phonie, etc. ou I'impédance de référence est normalisée ; autrement il faut
convertir (exemples Fig. 12.6).
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u Lu/1/LV Lu/l v LU/MV Lp/l m Lp/l "
sur R =50 Q | sur R=600Q
0V 140 dBuv 20 dBV 22,22 dBu 33,01 dBm 22,22 dBm
1V 120 dBuv 0 dBV 2,22 dBu 13,01 dBm 2,22 dBm
100 mV 100 dBuv —20dBV —-17,78 dBu - 6,99 dBm - 17,78 dBm
10 mV 80 dBuV —40 dBV — 37,78 dBu — 26,99 dBm — 37,78 dBm
1mVv 60 dBuV — 60 dBV —-57,78 dBu —46,99 dBm —57,78 dBm
1V 0 dBuV —-120 dBV -117,78 dBu | — 106,99 dBm | — 117,78 dBm
7,071V 136,99 dBuV 16,99 dBV 19,21 dBu 30 dBm 19,21 dBm
2,236 V 126,99 dBuV 6,99 dBV 9,21 dBu 20 dBm 9,21 dBm
0,707V 116,99 dBuV | -3,01 dBV —-0,79 dBu 10 dBm —-0,79 dBm
0,224V 106,99 dBuV | — 13,01 dBV | — 10,79 dBu 0 dBm —-10,79 dBm
7,746 V 137,78 dBuV 17,78 dBV 20 dBu 30,79 dBm 20 dBm
2,449V 127,78 dBuV 7,78 dBV 10 dBu 20,79 dBm 10 dBm
0,775V 117,79 dBuvV | -2,22 dBV 0 dBu 10,79 dBm 0 dBm
0,245V 107,78 dBuV | — 12,22 dBV —10 dBu 0,79 dBm —10 dBm

— Relation entre dBm et dBV. Soit u la tension aux bornes d’une résistance Ry, la

Figure 12.6 Exemples de correspondances entre unités

puissance dissipée est p = u?>/Ry. D’ou :

Lp/imw = Luj1v —

101g_10
£1000

=

LPMQy/lmW = LUEH'/IV -

101920
£1000

Ry =600 Q — Lp/lmW ~ Lu/lV +2,22
Ry=50 Q= Lp/lmW ~ Lu/lV + 13,1

— Relation entre dBm et dBu. Soit u la tension aux bornes d’une résistance Ry, la

puissance dissipée est p = u?/Ry. D’ou :

Ry
Lp/]mw = Lu/mv — 101g@

—

Ry
LPMoy/lmW = LUEff/\/(RV — 101g@

Ry =600 Q — Lp/lmW = Lu/\/(ﬁv
Ry=50 Q — Lyjimw =~ Lu/mv + 10,79

— Relation entre dBu et dBV.

Lu/mv ~ Lu/lV +2,22

FICHE 12 — Séries de Fourier — Analyse spectrale
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e Analyseur de spectre numérique

Dans le domaine des basses et tres basses fréquences, la plupart des analyseurs de
spectre sont des oscilloscopes numériques ou systémes d’acquisition munis d’un algo-
rithme de calcul, la transformation de Fourier rapide, en anglais FFT (Fast Fourier
Transform).

Mais attention, I’image du spectre présentée par I’analyseur FFT peut étre fausse si la
fréquence d’échantillonnage est incorrectement choisie. En effet, 1’échantillonnage a
la fréquence fg = 1/Tg d’un signal s(¢) « périodise » le spectre du signal échantillon-
né par I’analyseur. Ainsi, le spectre calculé par I’analyseur est le spectre du signal s(7)
(y compris les fréquences négatives) auquel s’ajoutent des répliques de ce dernier
décalées de kfr avec k € Z (Cas 1 — Fig. 12.7). Bien slir I’analyseur est con¢u pour ne
montrer que la partie correspondant au spectre du signal s(¢) d’origine (fenétre de
visualisation), a condition que la fréquence d’échantillonnage soit correctement choi-
sie. Si la fréquence maximale fyr.x | du signal est inférieure a la moitié de la fréquen-
ce d’échantillonnage fg /2 alors le spectre visualisé est le bon (Cas 1 — Fig. 12.7), mais
Si fmax 2 est supérieur a fg/2 alors le spectre visualisé n’est plus le bon. Sur I’exemple
présenté (Cas 2 — Fig. 12.7), les raies du signal (repere O+ pour Ofg + fwmin 2
0 /g + fmax) sont en dehors de la fenétre de visualisation ; par contre, on y trouve la
réplique (1—) sans information pertinente sur les fréquences. Pire, les spectres du
signal et d’une réplique peuvent se mélanger (imaginer un cas intermédiaire entre les
deux proposés) et brouiller totalement le spectre résultant.

k Amplitude
Ca S 1 . 1 Fenétre de visualisation
Correct 09 | (04) (1) (1+)
f
Pt < | | |
R — i ! : IS
'fE/2 'fMax1 'fMin1 0 fMin1 fMax1 fE/2 fE - fMax1 fE fE+ fMax1
k Amplitude
Ca s2: +Fenétre de visualisation
Incorre;ct (-14) | (1) (0+) @)
f Max2 > £ | | |
2 i ! | : L
'fE/2 'fE + fMaxZ 0 fE - fMaxZ fE/2 fMaxz fE 2fE - fMaxQ

Figure 12.7 Choix de la fréquence d’échantillonnage

Pour éviter des mesures et interprétations incorrectes, il faut respecter le théoreme de
Shannon suivant.
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Théoréme de Shannon : Un signal s(f) a spectre borné par fyax (fréquence maximale)
peut étre reconstruit & partir de son signal échantillonné s*(t) avec un pas Tg = 1/ fg, si
la fréquence d’échantillonnage est supérieure a deux fois la fréquence maximale du
signal : fg > 2 fuax

Remarque : Cette condition théorique suppose une durée infinie d’ob-
servation du signal. La durée d’observation pratique étant finie, on choi-
sira un rapport fg/fmax sensiblement supérieur a 2 pour augmenter le
nombre d’échantillons.

Parameétres essentiels :

— Nombre d’échantillons du signal (taille de I’échantillonnage) : N. Il peut étre
réglable afin de privilégier soit la résolution fréquentielle, soit le temps de calcul.

— Période d’échantillonnage (c’est la résolution temporelle) : 7g = 1/fg. La pério-
de d’échantillonnage dépend automatiquement du calibre de la base de temps ; il
faut donc surveiller I’affichage de la fréquence d’échantillonnage.

— Durée d’observation du signal échantillonné : D = NTg

— Etendue du spectre calculé et affiché (Shannon) : fg/2

— Résolution fréquentielle (c’est le plus petit écart de fréquence discernable) :
fe/N =1/D. La résolution fréquentielle est proportionnelle a la fréquence
d’échantillonnage et inversement proportionnelle aux nombres d’échantillons.
Elle est égale a I’inverse de la durée d’observation.

Conclusion : Bien souvent, seul un nombre important d’échantillons permet de visua-
liser a la fois toute 1’étendue et les détails du spectre ; mais le temps de calcul de la
FFT augmente avec le nombre d’échantillons.

Remarques :

— Seule la partie du spectre relative aux fréquences positives est affichée
(fenétre de visualisation) car le spectre d’un signal réel posseéde une
symétrie « hermitique », c’est-a-dire un module pair et une phase
impaire (voir le paragraphe « Compléments »).

— Un analyseur de spectre numérique permet aussi de calculer la phase
du spectre, ses parties réelle et imaginaire, le spectre de puissance du
signal, etc.

Onduleur de secours d’un avion

Un onduleur de secours d’un avion permet de reconstituer un réseau alternatif
115 V/400 Hz monophasé a partir d’une batterie délivrant une tension continue Up
(principe d’un onduleur autonome en pont, Fig. 12.8).
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Figure 12.8 Principe d’un onduleur autonome en pont

1. Commande « pleine onde » (fonctionnement Fig. 12.9). Dans ce cas, la tension
uap est rectangulaire. Son développement en série de Fourier s’écrit :

UpAR = 4& = sin[2p + Dwt]
T f=2p+1
e T/2 T oT

Ug b L
0 i

U -
| P on E i 0= wt=

Interrupteurs Ki | Kz | K | Kz |
fermés Ks K, Ks K,

Figure 12.9 Commande « pleine onde »

1.1. Exprimer la valeur efficace Uap de uap.

1.2. Donner I’expression de u;, fondamental de uap. En déduire 1’expression de sa
valeur efficace U;.

1.3. Quelle devrait étre la valeur de Ug pour obtenir U; = 115 V ?

1.4. Exprimer et calculer le taux de distorsion harmonique (THD) de uag.

2. Commande « M.L.I. — Onde 3 niveaux » (fonctionnement Fig. 12.10). Dans ce cas,
la tension uap est découpée. Son développement en série de Fourier ne comporte pas
d’harmonique pair, et les harmoniques 3, 5, 7, 9 et 11 sont annulés en choisissant
o A 18°%, ap & 27°, a3 ~ 37°, ay ~ 53° et as ~ 57° ; il s’écrit alors :

4Ug . 2,01 . 2,64 .
uag = —( 0,802 x sin (wt) — ETH x sin (13wt) — T x sin (15wt) + ...
T
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Figure 12.10 Commande « M.L.l. - Onde 3 niveaux »

2.1. Exprimer la valeur efficace Uap de uagp.

2.2. Donner I’expression de u;, fondamental de uap. En déduire 1’expression de sa
valeur efficace U, .

2.3. Calculer le taux de distorsion harmonique (7HD) de usp. Conclure.

Solution

1.1. Valeur efficace. On voit sur le graphique que :
usp = £Up = Unp = U
1.2. Fondamental. Il s’écrit (p = 0) :

4U, 40U,
Uy = —2 sin(0t) = U} = —2 ~ 0,9 x Uy
T T fz
1.3. Valeur de Ug pour obtenir U; = 115 V.

Ug ~ U1/0,9 ~ 127,8 V

1.4. Taux de distorsion harmonique de uap.

+00
2 Un
n=2

\/UﬁB_WAB)z_UIZ Uz
THD = = = |28 1 car (u =0
U[ U1 Ulz ( AB>

)
D’ou : THD = e 1~ 0,483

FICHE 12 — Séries de Fourier — Analyse spectrale
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2.1. Valeur efficace. A partir du graphique, on peut écrire :

90° —as + oy — a3 +ar —ay

Ug = Ui x (les @; étant en degrés)

90°
D’ou : Uap ~ \/g x Ug ~ 0,803 x Up
2.2. Fondamental. Il s’écrit :
_4Up

uy = — x 0,802 x sin(wt) ~ 1,02 x Ug x sin(wt) = U; ~ 0,722 x Ug
bid

2.3. Taux de distorsion harmonique de uap. Conclusion.

2 2
THD = U—AzB—m 0805 | ~0.487
U 0,722?

Les THD des commandes « onde pleine » et « M.L.I. — Onde 3 niveaux » sont quasi-
ment égaux. Par contre, la commande « M.L.I. — Onde 3 niveaux » repousse les com-
posantes qui distordent le fondamental sur des harmoniques de rangs plus élevés ce qui
facilite (dimensionnement et cofit) considérablement le filtrage de ceux-ci, I’objectif
étant d’obtenir un courant quasi-sinusoidal.

Filtre passe bas du 1€" ordre

Soit le filtre passif passe-bas du 1" ordre (Fig. 12.11). On applique en entrée la ten-
sion rectangulaire e(7) d’amplitude Enpx = 5 'V, de fréquence f; = 1 kHz, de rapport
cyclique y = 1/5 (voir Fig. 12.1) ; son développement en série de Fourier s’écrit :

+00 :
e(t) = yEMax(l +2) sinmyT) o (2nnf1z))
—= nyw
1. Exprimer la tension s(¢) en sortie du circuit.

2. Tracer le spectre d’amplitude unilatéral de s(¢) sachant que la fréquence de cou-
pure a —3 dB du filtre RC est fc = 2 kHz.

R is=0
— >
| I—

Figure 12.11 Filtre passe-bas du 1" ordre
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Solution

1. Tension en sortie du circuit. On est dans le cas d’un circuit électrique linéaire exci-
té par une grandeur périodique (voir le paragraphe « Méthodes »). La fonction de
transfert complexe du circuit est :

E 1+iflfc 1+ (f/fo)? e

En régime continu, on a: Eg = ¥ Enax = So = Eo = ¥ Enax
Pour I’harmonique de rang n, e, (t) = Ej; max c0s 2mnfit), d’ou :

T =

¢ fc= et ¢ = —arctan(f/fc)

1
2nRC

En Max
V1+nfi/fo)?

Et finalement :

s(t) =yE (1 + ZJFZO:O sin (ny ) cos 2rnfit + ¢ )>
N T Ao e

sp(t) = cos 2mnfit + ¢,) avec ¢, = — arctan(nfi/fc)

Remarque : Le filtre passe-bas modifie I’amplitude et la phase de
chaque composante sinusoidale (fondamental et harmoniques). En consé-
quence, le signal s(¢) est déformé par rapport a e(t). Il subit une distor-
sion d’amplitude et une distorsion de phase.

2. Spectres d’amplitude unilatéraux (Fig. 12.12). Tout calcul fait on obtient :

n 0 [ 1 2134|567 8|9 1011|1213 | 14| 15

A, de &(f) 1 |1,87/1,51{1,01|0,47| 0 |0,31/0,43/0,38/0,21| O |0,17/0,25/0,23/0,13| 0

A, de (1) 1 |1,67/1,07|0,56|0,21| 0 |0,10/0,12|0,09/0,05| 0 |0,03/0,04|0,03/0,02| O

(V) 4 A,de e(t) (V) 4 A,de s(t)
2 . 2 I,
\?‘ Y
1 T 1 N
i - f L. f
A Ty e s, A e
o,‘”[“‘“‘"]“]"ﬁ‘*;‘f”“r“w; -~ olwl“‘f"””_”w -
0 5 10  (kH2) 0 5 10  (kHp)

Figure 12.12 Spectres d’amplitude unilatéraux de e(t) et s(t)
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Redresseur non-commandé

Soit u la tension obtenue en sortie d’un redresseur non-commandé en conduction
ininterrompue (Fig.12.13). On note p I’indice de pulsation qui dépend du type de
pont et f1 la fréquence du réseau. La tension u de fréquence pf; s’écrit :

u(0) = Upax cos @ pour —m/p <O < 1/p avec O = wit = 2w fit

Le développement en série de Fourier de la tension u s’écrit :

+o00

u(®) = UMOy<1 + Y Kycos (npe)) avec K, = (—1)"*! x %
n=1 =g -1

La tension u est appliquée aux bornes d’un circuit composé d’une inductance L en

série avec une résistance R et une fém E (Fig. 12.14).

1. Exprimer la tension moyenne Uy a partir du chronogramme de u(7).

2. Pour un indice de pulsation de 2, 3 et 6, écrire le début du développement en série

de Fourier. Conclure.

3. En se limitant au premier harmonique et en supposant R < pLw;, exprimer le

taux d’ondulation B; du courant i.

4. Dans les conditions précédentes et pour un indice de pulsation de 2, 3 et 6, calcu-

ler L sachant que R = 1,5 Q, Iyioy = 20 A, Upmoy = 200 V, f1 = 50 Hz, et que I'on

veut une ondulation créte a créte du courant d’environ A/ & 2 A. Conclure.

UMax

Eoccooocl{=g=

o
S
o
a
)
D
I
8
=

Figure 12.13 Tension en sortie d’un pont non-commandé en conduction ininterrompue

i L R
NMV\_1—

| e %QTE

Figure 12.14 Charge R, Let E
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Solution

1. Tension moyenne.

p [P PUMax . . p .7
Umoy = (u) = E/ , Uhax €OS 6 = 2;: [sm@]ﬂTp/p = ;UMax sin ;
—n/p

2. Indice de pulsation de 2, 3 et 6. On remarque que plus I’indice de pulsation est élevé,
moins il y a d’harmoniques, et plus le signal se rapproche du continu.

P pfy (Hz) Type u(8)/ Unioy
u(d) 2 2 2
2 100 P2, PD2 =1+ —cos(20) — —cos(46) + —cos(66) — ...
Untoy 3 15 35
u(®) 2 2 2
3 150 P3 =1+ —cos(30) — —cos(66) + —cos(90) — ...
Unmtoy 8 35 80
u(®) 2 2 2
6 300 P6, PD3, S3 =1+ —cos(60) — ——cos(126) + —cos(186) — ...
Uwmoy 35 143 323

3. Taux d’ondulation. En se limitant au premier harmonique (n = 1), la tension u
s’écrit :

2
p*—1
Le principe de linéarité permet de traiter séparément le régime continu d’une part et le
régime alternatif (sinusoidal) d’autre part, le courant résultant i étant la somme
i = Ivoy + i1 (Fig. 12.15).

u(0) ~ Umoy(1 + Ky cos(pf)) avec K| =

Régime continu Régime alternatif (sinusoidal)

IMoy R i1 L R

TUMoy TE + TM = Uy, K cos (p6)

Figure 12.15 Principe de linéarité

— Régime continu : Ivoy = (Umoy — E)/R
— Régime sinusoidal : I} = U;/Z avec Z = \/R> + (pLw;)? et U, = KlUMoy/\/i
D’ou le taux d’ondulation :
11 Kl UMoy \/§ UMoy
ﬂ] N — = — X = 3 X
IMoy «/5 ZIMoy  Zal 1 ZIMoy

FICHE 12 — Séries de Fourier — Analyse spectrale 103



104

Si R? « (pLw;)?* alors Z ~ pLw, et par suite :

\/z « UMoy
(P2 - 1)17 LwllMoy

Br ~
4. Inductance. Elle se déduit de I’expression de Sy :

~ \/E UMoy _ 1 UMoy
T W=Dy Brohey >y Bifil
(p )P ﬂ]a)l Moy 7T«/§(p l)p ,Blfl Moy

Application numérique. L’ondulation créte a créte du courant A/ ~ 2 A correspond au
taux d’ondulation :

1 1 Al
,BI ~ 1 _ 1 Max _ ~ 3,5 %
IMoy ﬁ X IMoy 2\/§ X IMoy
D’ou
p 2 3 6
L (mH) 212 53 6,1

On remarque que plus I'indice de pulsation est élevé et plus I’'inductance nécessaire au
lissage est petite.
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Calcul
des coefficients
de Fourier

Obijectifs : Calculer les coefficients du développement en série de Fourier trigonomé-
trique ou complexe d'un signal réel (tension ou courant en électricité), le régime étant

périodique (permanent), et passer d’une écriture a une autre.

| A savoir

e Coefficients du développement en série de Fourier,
dits « coefficients de Fourier »

Ils sont donnés par les formules (indépendantes de t; et 6) :

1 H+T 0,421
apg = cy = —/ s(t)dt = — s(0)do by =0
T t 27‘[ 91
2 u+T 1 0,+2m
ap = _/ s(t) cos (nwt)dt = —/ s(0)cos (n0)df (n € N¥)
T J, 7 Jo,
2 H+T 1 0,42
b, = —/ s(t) sin (nwt)dr = —f s(0)sin (n)d6  (n € N¥)
T I T 9[
1 nh+T ) 1 6,42 )
cp = —/ s(t)e ldr = —f s(0)e 04 (n €
T h 27T 91
Avec: [0=owt|=|oT =2rx] et d=owd

13

¢ Limites des coefficients de Fourier

Les coefficients de Fourier tendent vers zéro lorsque le rang n tend vers I’infini. En
conséquence, on peut approcher un signal (en dehors des points de discontinuité) par
une somme finie de termes du développement en série de Fourier.
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Remarque : Les coefficients de Fourier de certains signaux ne tendent
pas vers zéro lorsque n tend vers I’infini. Par exemple, les coefficients
d’un « peigne de Dirac » sont tous égaux a une méme constante. De tels
signaux ne sont pas des fonctions au sens usuel mais des distributions qui
sortent du cadre de cet ouvrage.

On obtient un « peigne de Dirac » a partir de la tension rectangulaire
u(t) (voir Fig. 13.4 dans I’exercice ci-apres) en faisant tendre le rapport
cyclique vers zéro et I’amplitude vers I'infini tout en gardant 1’aire de
I’impulsion constante.

Il Méthodes

* Passage d’une écriture du développement en série de Fourier a une autre

Il s’effectue a partir des relations qui existent entre les différents coefficients de
Fourier (Fig. 13.1). Ces relations ne sont pas a retenir mais a établir au cas par cas, si
elles ne sont pas données, car des variantes de ces écritures sont aussi utilisées. Pour
établir ces relations, il suffit d’écrire I’égalité des écritures pour 1’harmonique de
rang n, et se souvenir des formules d’Euler et de Moivre.

. e 4 e7I¥ , et —e i
= cosx +jsinx | , |cosx=-——"—| , |sinx=-"—"
2 2j

el

(an! bn) — (An,“n) (anr bn) I (Cn’ Cfn) (Cn! C,n) I (Anran)

— 2 —ij
An=/a+ b} i An = 2|cy| =2\ /Gren

Ch =
cosap = an/ An 2
Sinan = 7bn/An C_p= c_n ®n = arg(cn) = _arg(07n)
(An,a,) —> (an>b,) (€, c—p) — (an, bn) (An,aty) —> (curc_y)
an = A,cosa an=Cn+Cp 2cy = Aneja"
b, = —Apsinap, bp =j(ch — c—p) 2c_, = Ape 1%

Figure 13.1 Relations entre les coefficients de Fourier

Exemple : Voir exercice ci-apres.
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¢ Choix de P’intervalle

Le calcul des coefficients est indépendant de I’intervalle [#1,7; + T] ou [6,,0; + 27]
choisi. En conséquence, un choix judicieux de #; ou #; permet souvent de simplifier
les calculs.

* Signal périodique pair (Exemple Fig. 13.2)

Si s, développable en série de Fourier, est pair alors s est développable en série de
cosinus.

Vi, 5(t) = s(—1) = by, =0 = s(t) = ap + Zan cos (nwt)

n=1

en tout point ¢ ou s est continu. Les coefficients peuvent alors étre calculés sur une
demi-période (attention aux bornes d’intégration : 1; = 0) :

7 T)2 4 T/2
ay = _/ s@ydt et a, = —/ s(t) cos (nwt)dt  (n € N¥)
T 0 T 0

* Signal périodique impair (Exemple Fig. 13.2)
Si s, développable en série de Fourier, est impair alors s est développable en série de
sinus.
o
Vi, s(t) = —s(—1) =>ap=0 et ap, =0 = s(t) = an sin (nwt)
n=l

en tout point ¢ ol s est continu. Les coefficients peuvent alors étre calculés sur une
demi-période (attention aux bornes d’intégration : f; = 0) :

4 T/2
b, = —/ s(t)sin (nwt)dr  (n € N¥)
T Jo
Signal pair : Signal impair :
Vi, s(t) =s(—t) Vi, s(t) = —s(—t)
4 s(1) A st
SMax +SMax
t
¢ 0
0 0 T 2T
'SMax |
0 T 2T !

Figure 13.2 Exemple d’un signal périodique pair, et d’un impair
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*  Symétrie de « glissement »

Si s posséde une symétrie de « glissement » alors le terme constant et les termes de
rang pair sont nuls.

Vt,s(t+T/2) = —s(t) =

4 to+T/2
ap =20 Arp+1 = T t s()cos[(2p + Dwt]dt
=0 0
azp et 4 T (pel)
byy =0 bypt1 = 7 / s@)sin[(2p + Dwt]dt
A

Graphiquement, en faisant « glisser » (Exemple Fig. 13.3) d’une demi-période la par-
tie du signal compris entre fy et o + 7/2, on observe une symétrie par rapport a I’axe

des temps.
s(t) [ L+T/2
Oww -
0 T/2 T

Figure 13.3 Exemple d’une symétrie de « glissement »

e Signal décalé temporellement

Si le signal s(7) est développable en série de Fourier, alors le développement en série
de Fourier du signal décalé s(t — t) s’obtient en décalant chacun des termes de s(7).

o0 —+00
s(t) = aop + Z A, cos (nwt + o) = Z cpel?t —

n=1 n=-—00

s(t—1) =ap+ ZA" cos (nw(t — 1) + ay)

n=lI

o0
=a0+ZAnCOS(nwt+otn —2mnt/T)

n=l1
Ou bien : st—1) = Z Cnejnw(tfr) _ Z cped@le —j2nt)T
n=—0o0 n=—oo

En conséquence, le spectre d’amplitude est indépendant de 1’origine des temps choi-
sie contrairement au spectre de phase qui en dépend. Cette remarque peut tre mise a
profit pour :
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1) Déduire le spectre de phase du signal décalé s(z — ) a partir de celui de s(¢) en
ajoutant —2nnt/T a oy pour chaque terme.
2) Simplifier le calcul des coefficients en suivant la procédure suivante :

— Décaler arbitrairement le signal s(#) de t pour faire apparaitre une symétrie afin
de simplifier les calculs.

— Déterminer le développement en série de Fourier du signal décalé s(t — 7).

— En déduire le développement en série de Fourier du signal s(f) a partir de celui
de s(t — ) sachant que s(¢) et s(t — t) ont méme spectre d’amplitude et que le
spectre de phase de s(¢) s’obtient en ajoutant +27nt/T a chaque terme de phase
des(t —1).

Remarque : Si on ne s’intéresse qu’au spectre d’amplitude, il suffit de
décaler arbitrairement le signal s(¢) de T pour faire apparaitre une symé-
trie, puis de déterminer le développement en série de Fourier du signal
décalé s(t — 7).

*  Dérivation
Si le signal s et sa dérivée s sont développables en série de Fourier, alors le dévelop-
pement en série de Fourier de s” s obtient en dérivant terme a terme celui de s.

+00
ds (t) : jnot
= Jjnw X cpe
dr =

400 _
sy =) el = s'(1) =

n=—00
* Intégration

Si le signal s est développable en série de Fourier et que sa valeur moyenne est nulle
(Smoy = 0 = ap = ¢o = 0), alors le développement en série de Fourier de / s(t)dt

s’obtient en intégrant terme a terme celui de s et en ajoutant la valeur moyenne de

[s(t)dt.

+00
s(t) = cpeinet T 4
n;oo " = /s(t)dt = Z .C—”eJ”w’+</s(z)dz>
n=—00 Jf’l(l)
aveccop =0 n#0

Relations entre coefficients

Etablir les relations permettant de passer de I’écriture trigonométrique avec un seul
cosinus a I’écriture complexe.
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Solution

On établit immédiatement que ¢y = ag et on écrit I’égalité pour le rang n :
A, cos (not + ay) = c,ed™l + c_,e Tt

En remplagant le cosinus par des exponentielles complexes, on obtient :

% (ej(nwt-l-ocn) 4 e—j(nwt—l—a,,)) — Cnejnwt +oc_,e —jnwt

— <Cn _ %ejan>ejnwt + (C—n _ %e—ja")e—jnwt =0

D’ou I’on déduit :

An

jo,
cp = —el%
2

et cp=—e M (= c_,=7)

2

A
Puis : Cp X C_p = T" , arg(cp) =a, et arg(c_,) = —ay,

Signal rectangulaire

Soit la tension rectangulaire #(¢) de période 7 = 1 ms, de rapport cyclique y = 1/5,
de niveaux 0 et Upx =5V (Fig. 13.4).

(V) & u(t) T=1ms y=1/5

t

y -
=t >

-2 -1 0 1 2 (ms)

o

Figure 13.4 Tension rectangulaire de niveaux 0 et5 Vet y=1/5

1. Déterminer la forme trigonométrique du développement en série de Fourier de la
tension rectangulaire u ().

2. Déterminer la forme complexe du développement en série de Fourier de u(¢).

3. Vérifier les spectres de u(¢) donnés en exemple fig. 12.1, fiche 12 précédente.

4. En déduire la forme trigonométrique du développement en série de Fourier de
u(t —yT/2) ainsi que ses spectres.
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Solution

1. Forme trigonométrique. Etant paire, la tension u(r) est développable en série de
cosinus (b, = 0).
1ot 20max V177 20w,
Max / dr = Max [t](})/T/Z
0

ap = — 1) =
o=7) MO="7% T

= ¥y Umax

:>UM0y=ao=lV

4 T/2 4U, - yT/2
ap = — / u(t) cos (nwt)dt = — / cos (nwt)dt
T Jo T Jo

AUy |:sin (na)t)]yT/z

T nw

0

AU ax S T/2 2Umax .
— gy = M sin (nwy T/2) = M gin (ny )
noT n
+00 :
t
D’ou : u() =y+2 Z Sminyr) (ny ) cos (nwt)
UMax =1 nim
t i in (2
Soit : ut) =y+2x Mcos(a)t)+Mcos@wt)+...
Umax T 2

2. Forme complexe.

COZQOZVUMax:>UMoy=C0=1V

T T
cn = L u(t)e "eldr = Unmax / v ¢ inorgy — Uhax [e —imer ]VT/ :
rJ, —yT)2 —jnwT —yT/2

E cn = ﬂ e_jnwyT/z — ejnwyT/Z — ﬂ e_jny” — ejﬂ]/?T
jnoT jn2mw

U, .
=y = ZMA in (nym) (¢, = a,/2 car b, =0)
niw

t 1 ¥ sin(yn) .
D’Ofl . u( ) - Z ( Y )ejna)[
UMax b n n

=—00
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3. Spectres. Le spectre d’amplitude unilatéral est la représentation graphique des raies
Ay = |ag| = |co| et Ay, = |ay| =2 X |cp| car b, = 0. Le spectre d’amplitude bilatéral
est la représentation graphique des raies |co| et |c,|. Le spectre de phase est la repré-
sentation graphique des raies des phases initiales «;, définies par :

cosay = ap/|ay|
{ ) ou oy =—o_, = arg(cy)

sina, =0
Par suite, pour n > 0, o, = 0° si cosar, = +1, c’est-a-dire si :

sin(n/5) > 0<= 0+ 2knw <nn/5 <mw+2kn < 04+ 10k <n <5+ 10k

Et a;, = 180° si cosay, = —1, c’est-a-dire si : 5+ 10k <n < 10 + 10k
Pour n = 5 4 10k, sin (n/5) = 0 et o, ne peut étre défini ; on fixe o, = 0°.
Tout calcul fait on obtient (A, et |c,| en volts, a;, en degrés) :

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 [ 11|12 ] 13| 14 | 15
A, 1 /1,87/(1,51(1,01|0,47| 0 |0,31(0,43(0,38|0,21| 0 |0,17/0,25|0,23/0,13| 0O
Ic, | 1 10,94/0,76/0,50|0,23| 0 |0,16(0,22(0,19|0,10| O |0,08(0,13|0,12/0,07| 0
a, 0 0 0 0 0 0 (180|180 |180 180 | O 0 0 0 0 0
a,— nx36 0 |-36|-72|-108|-144| 0 |-36|-72|-108|-144| 0 |-36|-72|-108|-144| 0

4. Tension décalée u(t — y7T/2).On a:

— +m i
w =y +22 Mcos(nw(l —yT/2)
n=1

UMax ni
avec nymw =nn/5
sin (ny )

=y+ZZTcos(nwt—nyn)

Les spectres d’amplitude sont inchangés par décalage. Le spectre de phase du signal
décalé u(t — yT/2) est obtenu a partir de celui de u(¢) en ajoutant —nsm /5 rad, soit

—n x 36°, a a, pour chaque terme (voir le tableau de la question précédente et Fig.
13.5).

(°) 4 Phase de u(t-T/10)

-180°

Figure 13.5 Spectre de phase de la tension décalée u(t—yT/2) avec y=1/5
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Signal triangulaire

Soit le signal triangulaire pair (voir Fig. 13.2) de période 7;. Son développement en
série de Fourier est :

s(t) %_’LZO"(sm (n7t/2)> S 1 i+°° cos[(2p + Dw;t]

nmw/2 2 72 = 2p +1)?

SMax

1. Tracer le signal s'(z), dérivée de s(z).
2. Déduire le développement en série de Fourier de s'(¢) de celui de s(7).

Solution

1. Chronogrammes (Fig. 13.6).

s(t) 2 s'(t)
— S
T,
t
0 HrHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH—
t 0 T 2T,
0 _ZSMax ! I1 !
0 T 2T, T

Figure 13.6 Signaux s(t) et s'(1)
2. Développement en série de Fourier.

S d s\ d(1 X [sin@r/2))’
SMax - a(SMaLx> B a(5 - 7,2:: (W) o (nwlt)>

1

too 400 2
Z ( sin (nﬂ/2)> sin (n(,()lt) — i Z M sin (na)lt)

/2 T =
Ou bien :
') i(s(t)) B i(l B i+°° cos[(2p + l)a)lt]>
Sva A \Sma /) dr\2 m i Qp+1)?
o Xsin[@p+ Dol 8 X sin[2p + Dant]
oty 2p+l Al 2p
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Puissances

Objectifs : Calculer et mesurer les différentes puissances d’un circuit électrique en régi-

me périodique permanent.

A savoir

Puissances et facteur de puissance dans le cas général ou la tension
et le courant sont périodiques (Fig. 14.1)

La tension u = u(t) et le courant i = i(¢) sont périodiques et développables en série

de Fourier. Notations :

o0
u(t) =Up Y _Upv2cos (ot +ay,) o Up= (u(t)) et Uy = Uner

n=1

o
i) =io Yy Inv2cos (nwt +ay,) ob Iy=(i(1) et I = Ly

n=1
Unité Définition et relations
Puissance instantanée watt (W) p(t) = u(t) X i(t)
P . oo
uissance
aciive 0 moyenne watt (W) P = Pyoy = (p(1)) = Uply + Z Unlnos ¢,
n=
P . It . +0O +0Q
uissance volt-ampeére o o 2 2 2
apparente (VA) S=Ul= <U0+Z Un) X <10+Z l")
n=1 n=1
Puissance volt-ampere
_ /g2 _ p2?
non-active (VA) N=v$§ P
Facteur

de puissance

114

P
7 s

Figure 14.1 Puissances - Facteur de puissance (convention récepteur)
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v
@n =aup —ay, est le déphasage entre uy, (1) = Uyv/2cos (not +ayy,) et
in(t) = I,,ﬁcos (nwt 4+ ayy,) ; uy est en avance de phase par rapport a i, si @, est
positif.
+00
U=Us=W®)= [UF+) Uy et I =Iw=/(20) =
n=1
e Puissances et facteur de puissance dans le cas ou la tension et le courant
sont périodiques alternatifs
Les définitions et relations du cas général ci-dessus restent valables. La particularité
de I’alternatif se traduit par : Uy =0 et [y = 0.
e Puissances et facteur de puissance dans le cas ou la tension est sinusoidale
et le courant périodique alternatif (Fig. 14.2)
La tension u = u(t) est sinusoidale et le courant i =i(¢) périodique alternatif
(Ip = 0) et développable en série de Fourier. Notations particulieres :
u(t) = U+/2 cos (wt+ay) ou U = Ugg
+00
i(t) = Zlnﬁcos (nwt+ag,)  ob Iy = L
n=lI
¢ = ay — ay; est le déphasage entre u(¢) et le fondamental i, (¢)
Unité Définition et relations
Puissance
active ou moyenne watt (W) P = Puoy = (P(1)) = Uhcosp1
Pui It-ampe -
uissance volt-ampére o >
apparente (VA) S=u=Uu Z I
n=1
Puissance volt-ampére-réactif Q= Ulsin o+ = Ptan
réactive (var) = vhsin gy = ¢
Pu It-ampe -
uissance Vvolt-ampere _ \/ﬁ _ 2
déformante -déformant (vad) b=vs P @=v Z In
n=2
Facteur P licosy,
, fop=—= ——
de puissance S /
Facteur P cos
de déphasage Ul 1
Figure 14.2 Puissances - Facteur de puissance (convention récepteur)
Tension u = u(t) sinusoidale et courant i = i(t) périodique alternatif
115

FICHE 14 — Puissances



Remarques (tension sinusoidale et courant alternatif) :

— La puissance active est transportée uniquement par le fondamental du
courant.

— La définition de la puissance réactive conduit a la relation :

U2112=P2+Q2

— La définition de la puissance déformante correspond simplement a la

cloture de : §?=P*+ Q*+D?

— Dans le cas ou c’est le courant qui est sinusoidal et la tension pério-
dique alternative, il suffit d’intervertir les roles de u et de i dans les
formules.

—L’unité de D n’est pas consensuelle. Selon les auteurs, on rencontre
VA, vad ou pas d’unité. Le choix ici adopté consiste a insister sur le
caractere particulier de cette « puissance ».

Il Compléments

¢ Puissance active

Seule la puissance active, moyenne de la puissance instantanée, correspond a une véri-
table puissance, transformée en puissance mécanique, thermique, chimique, etc.

* Puissance apparente

C’est I’élément essentiel du dimensionnement de la ligne et du générateur car un cir-
cuit nécessite un courant efficace (sous une tension donnée) pour son alimentation,
alors que seule la puissance active est transformée sous une autre forme d’énergie. Plus
la puissance apparente est grande par rapport a la puissance active, plus les pertes en
ligne seront importantes et plus le générateur devra étre surdimensionné.

e Puissance non-active

— En régime sinusoidal (tensions et courants sont tous sinusoidaux), la puissance
réactive caractérise les échanges d’énergie entre le générateur et le récepteur dus
ala présence d’éléments réactifs (bobines et condensateurs) stockant et restituant
de I’énergie sous forme électromagnétique ou électrostatique.

— En régime périodique non-sinusoidal, I’interprétation de la puissance réactive et
la frontiere entre puissances réactive et déformante ne font pas consensus dans la
communauté scientifique. On a choisi d’introduire ici, dans le seul cas particu-
lier d’une tension sinusoidale et d’un courant périodique alternatif (charge non-
linéaire sur un réseau délivrant une tension alternative sinusoidale), la définition
la plus rencontrée (Q et D) afin que le lecteur en soit averti ; malgré 1’impossi-
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bilité de donner des significations physiques claires a Q et D (voir I’exercice ci-
apres, « Gradateur sur charge résistive »). Il ne faut cependant pas ignorer qu’il
existe aujourd’hui plusieurs définitions de la puissance réactive pour le régime
périodique.

Il Mesures

Les appareils doivent étre capables de mesurer les valeurs efficaces de grandeurs
périodiques contenant des harmoniques. En conséquence, leur bande passante doit étre
suffisante. Par exemple, la mesure du taux de distorsion harmonique (THD) nécessite
la prise en compte des harmoniques jusqu’au rang 40 pour étre conforme aux normes.

* Analyseur de réseau électrique

Ils permettent les mesures des puissances active, réactive, et apparente, du facteur de
puissance, des tension et courant efficaces, des harmoniques, du THD, etc. Il faut
cependant bien connaitre les limites et les principes de calcul décrits dans la notice
technique d’un tel appareil pour éviter les erreurs d’interprétation. Enfin, il ne faut pas
oublier qu’il existe plusieurs définitions de la puissance réactive en régime périodique
(voir le paragraphe « Compléments »).

* Appareils élémentaires

— La puissance active se mesure a 1’aide d’un wattmetre qui indique la valeur
moyenne de la puissance instantanée p = ui (Fig. 14.3 ; voir aussi fiche 6, para-
graphe « Mesures ») ;

— La puissance apparente se calcule a partir des valeurs efficaces de la tension et
du courant mesurées par un voltmetre et un amperemetre (voir fiche 2, para-
graphe « Mesures ») : § = U

— La puissance non-active se calcule alors par : N = +/S% — P2,

— La mesure de la puissance réactive définie par Q = U I; sin¢; (cas ou la tension
est sinusoidale et le courant périodique alternatif) s’effectue avec un wattmetre
monté en varmetre, ¢’est-a-dire dont le circuit tension est branché sur une tension
en quadrature avec u car Q = Ul sing; = Ul cos (g1 — 1/2).

— Enfin, la puissance déformante se déduit des mesures précédentes par :

D=$?—P2- Q2

Exemple

Soit a mesurer les puissances actives et réactives d’une charge alimen-
tée par une tension simple, les autres phases étant accessibles et le sys-
teme de tensions étant triphasé équilibré et direct.
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— Le schéma (Fig. 14.3) permet la mesure de la puissance active P :
Vilycosgp, = P

— Le schéma (Fig. 14.4) permet la mesure la puissance réactive Q :

- — - — - —
Uy 1, cos <11 ,U23> = fsvlll cos <<11 , Vl) + (Vl ,U23))

= V3V, 1, cos (¢ — 7/2)

= \@Vlll sing; = Q«/§

La puissance réactive Q est donc égale a la puissance lue divisée par

V3.

i i

o W) 1 — o W)
) [0 @) [¢)
u o 2 u o
Vi ] il o /1\ ©
< 23 <
(@) 3 O

N I N
Figure 14.3 Mesure Figure 14.4 Mesure
de la puissance active de la puissance réactive

Redresseur a pont tous thyristors

Soit le schéma de principe (Fig. 14.5) d’un redresseur a pont tous thyristors. Le pont
est alimenté par le réseau qui fournit une tension sinusoidale de valeur efficace
U =400 V et de fréquence f = 50 Hz. Les thyristors sont considérés comme par-
faits : 7} et T3 d’une part, 7, et 74 d’autre part, sont commandés de maniere complé-
mentaire avec un angle d’amorgage noté «. L’inductance est de valeur suffisante pour
qu’on puisse admettre que le courant ig est parfaitement continu : is = Is. On obtient
alors les allures (Fig. 14.6) de us et i, et le développement en série de Fourier du cou-
rant d’entrée de I’installation i :

0) = 255 io L sinl@p + DO - )]

i0)=— sin -«
naprl

1. Exprimer la valeur moyenne de la tension a la sortie du pont us.

2. En déduire la valeur moyenne de la tension aux bornes du moteur ;.

3. Exprimer la puissance moyenne absorbée par le moteur.

4. Exprimer la puissance active absorbée par I’installation.
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5. Sans utiliser le développement en série de Fourier donné ci-dessus, dessiner 1’al-
lure du fondamental du courant i. Vérifier alors ’expression du premier terme du
développement en série de Fourier donné ci-dessus.

6. Exprimer la puissance apparente absorbée par I’installation.

7. Exprimer le facteur de puissance de I’installation.

8. Exprimer les puissances réactive, déformante et non-active absorbées par I’instal-
lation.

9. Application numérique. Calculer les expressions précédentes pour o = /3 rad,
puis o = 27/3 rad, et Is = 50 A. Commenter les résultats.

N © 3T

Us

o A AT "

Figure 14.5 Redresseur a pont tout thyristors - Schéma

U, b
|
| 0=wt
0 \ >
| /| !
I /| i
| / ’I'\ !
i RN // i i \
=~ Untax |-- oo e e
L N . .
T 2 I B s PR
0 T T T >
I : i
—lg | | : N -
P P P
0 o T 2n | 3n
' | 1 ]
Conducteursi TetTy i T,et T, : TietT l T,et T,

Figure 14.6 Redresseur a pont tout thyristors - Chronogrammes
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Solution

1. Valeur moyenne de ug. Par définition :

o+

1 U2
Usmoy = (us) = ;/ U~/2sin6dg = %[— cos 0]

o

202

D’ou: Usmoy = cos o

2. Valeur moyenne de uys. Loi des mailles :
us =uy +um = Usmoy = UL Moy + UmMoy
D’ou : Ummoy = Usmoy car Upmoy =0

3. Puissance moyenne absorbée par le moteur. En considérant le courant is = Ig
constant, on a :

Pyimvoy = (umis) = (um)Is = (us)ls = Usmoyls

202 x Ig
—C

D’ou: Primvoy = -

os o
4. Puissance active absorbée par I’installation. Plusieurs raisonnements sont possibles.
— On remarque que la puissance absorbée par I’installation est égale a la puissan-
ce moyenne absorbée par le moteur car tous les autres éléments sont supposés
parfaits. D’oli : P = Pyimoy
—On applique la définition : P = Ppyoy = (p(2)) = (u(t) x i(¢)). Comme
i=+4Ispoura <0 <o+, Ps’écrit :

Is (9T

v
P UN25sin60d0 = Uspogls Dot P = Pyimoy

o
5. Par définition, le fondamental i; du courant i s’écrit : i1(0) = I} max SIN (0 — ¢1).
C’est une grandeur sinusoidale de fréquence 50 Hz (celle du réseau). Les symétries
de i(6) conduisent a la représentation (Fig. 14.7) de son fondamental. On en déduit
que ¢, =«

+I 1 ,—\: ) i |
s e 1:\ 3 O=ot
0 : : -
’ RN s
_IS FI : \\~I\, i
0 o i 2n

Figure 14.7 Allure du fondamental i,
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On applique alors la formule obtenue lorsque la tension est sinusoidale et le courant
périodique alternatif (voir Fig. 14.2) :

2UA2 x I
P=Ulcosgp; =Ul cosa = Lcosa

2\/5 X Ig 41
b

= I = et i Max = —

Le fondamental du courant s’écrit :

i) = 4}% sin(@ —«) ce qui vérifie bien I’expression donnée.
6. Puissance apparente absorbée par I’installation. Par définition :
S=UI=Uls car I=,/(i?)=Is
7. Facteur de puissance de I’installation. Par définition :

P_zﬁ

= — = —cos«a
fo=35=—
8. Puissance réactive, déformante et non-active. Par application des définitions :
, 20V2 x Is
Q=Ulsing, = Q0 = ——"Sina
4

/ 8
D=.S2-P2—-0*=Uls - —=~0435x Uls
b4

8
N=+vS§>—-P2=UlI,/1 ——2cosza
T

9. Application numérique : o« = /3 rad, puis « = 27/3 rad, et Is = 50 A.

a() | Uy | PW) | SVA) f, LA | Qua) | Dwad) | N(vA)
60 180 9000 | 20000 | 0,45 45 15590 | 8700 | 17 860
120 | -180 | —9000 | 20000 | —0,45 45 15590 | 8700 | 17 860

Un facteur de puissance négatif correspond a une puissance active négative recue par
le pont. Pour & > 90°, le redresseur fonctionne en onduleur assisté, la MCC est géné-
ratrice et fournit de 1’énergie électrique au réseau. La forme du courant i; ne dépend
pas de I'angle « ; ceci explique que I;, D et S soient constants (voir fiche 13,
« Méthodes », paragraphe « Signal décalé temporellement »).
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Gradateur sur charge résistive

Soit le schéma de principe (Fig. 14.8) d’un gradateur 2 commande de découpage
des phases. Il est alimenté par le réseau qui fournit une tension sinusoidale
u = Upmax sin (wt) avec Ugg = 230 V. L'interrupteur €lectronique, supposé parfait,
est fermé a un instant fixé par 1’angle d’amorcage « et ouvert lorsque le courant i
s’annule. Pour une charge résistive R = 26,5 €, on obtient les chronogrammes
(Fig. 14.9), et le développement en série de Fourier du courant d’entrée de I’installa-
tion i :

+00
i(0) = aycos +bysing + > " izpr1(0)

p=1
U U
Avec: a; = —(_1 +cosRo)) et by = —2(2(n — o) + sin(20)))
2nR 2nR

1. Exprimer la valeur efficace de la tension u#s aux bornes de la charge. En déduire la
valeur efficace du courant i dans la charge.

2. Exprimer la puissance active absorbée par I’installation.

3. Exprimer la puissance apparente de la source.

4. Exprimer le facteur de puissance de I’installation.

5. Calculer Us = Usggt, I = Igg, P, S et fp pour oo = 0°, puis o = 90°. Commenter.
6. Ecrire I’expression du fonda-

mental i; du courant i absorbé par T G i<— Interrupteur

|
I’installation. Puis exprimer la i i {>1‘/ ! E electro:lque zc
valeur efficace /; du fondamental. > i A E
7. Exprimer les puissances réactive, = N )
déformante et non-active absorbées TC) ! e . Ug Ch%rge '
par I'installation. Les calculer pour | >~~~ )
o = 0°, puis o = 90°. Commenter. ¢ B

Figure 14.8 Interrupteur électronique AC

AQ a+mwr  a+2m
] (] [ | "
L L
RN TN
’ i ! EI | ! il i - U
L —
0 —f—% S — -
Vi A Pl | f=wt
’ LAY v 1\ . " |
i Vo .I 10 ] |
_UMax [ e S S

o
;l_
N
Q
W,
S|
N
Q

Figure 14.9 Commande de découpage des phases - Charge résistive
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Solution

1. Valeur efficace de la tension aux bornes de la charge. Par définition :

2 1 g 2 s 2 Ul%/lax o
USp = - Uy pax 81D “0d0 = or (1 — cos (20))do
o o

U2, 1 ™
= M g _ _sin(26)
2 2 o
Ubax o sin (2a) \/ o sin (2ar)
D’ou : Us = Usggr = -+ —— Ul - =4+ —"
ou S SEff NG - + . + .

Valeur efficace du courant dans la charge. La loi d’Ohm permet d’écrire :

Us U a  sin ()
l=—=—/1——+———
R R b4 2

2. Puissance active absorbée par I’installation. Elle est égale a la puissance moyenne
absorbée par la résistance car I’interrupteur électronique est supposé parfait. D’ou :

U? U? in (2
P=-5S_RI?="_ 1_3+M
R R T 21

3. Puissance apparente de la source. Par définition :

U? o sinQw)
S=Ul=— |1 —— 4 —"~
R 7{+ 2T

4. Facteur de puissance de I’installation. Par définition :

P o sin (2c)
ot i e

T 2

5. Application numérique. Pour o = 0°, I’interrupteur électronique est constamment
fermé ; la puissance active est maximale et le facteur de puissance vaut 1. Pour
a = 90°, I'interrupteur électronique est fermé la moitié du temps de chaque période ;
la puissance active est divisée par 2 tandis que la valeur efficace du courant est divisée
par +/2 ; le facteur de puissance vaut 1/+/2 ; cela résulte du fait que le courant n’est
pas sinusoidal.

(9 Us (V) | 1(A) PW) | S(VA) f,
0 230 868 | 2000 | 2000 1
90 163 614 | 1000 | 1414 | 0,707
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6. Fondamental du courant absorbé par I’installation. Il s’écrit :

i1(0) =aycosO + by sinf avec a; et by définis ci-dessus.

Valeur efficace du fondamental. On a :

I max = \/ai + b7 = I} = Ligg = |/ (a] + b)) /2

7. Puissances réactive, déformante et non-active absorbées par 1’installation. La ten-
sion étant sinusoidale et le courant périodique alternatif, on a :

Ul = P+ Q> = Q = JUI} — P?
Tout calcul fait on obtient :
U? 1-—cosQa) U? sin%(a)
Q = — X —- = — X —
R 2 R T

Par suite :

D=JST—PI—Q2 et N=4+S—P?

Application numérique.

(%) I,(A) | Qar) | D(vad) | N(VA)
0 8,68 0 0 0
) 5,16 637 771 1000

Remarque : Ici, il n’est pas facile de donner une interprétation physique
a Q dite puissance réactive ; aucune énergie n’est stockée dans une induc-
tance ou une capacité puisqu’il n’y en a pas dans le schéma étudié. Q ne
correspond donc pas a un échange d’énergie, mais représente le saut de la
puissance instantanée a la fermeture de 1’interrupteur électronique
(6 = «). En effet :

o o) 20
= = —— SIn
p R R

(lorsque I'interrupteur électronique est fermé)

= pat) =210 et pla)=0
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Systemes triphaseés
en régime sinusoidal

Obijectifs : Savoir ce qu’est un systéme triphasé équilibré ou déséquilibré, direct ou
inverse en régime sinusoidal permanent triphasé. Représenter un systéme triphasé tem-
porellement, sous forme vectorielle et en notation complexe.

| A savoir

e Systeme triphasé équilibré — Systeme triphasé déséquilibré

Trois grandeurs (tensions ou courants) sinusoidales de méme fréquence forment un sys-
teme triphasé équilibré si elles ont méme valeur efficace et sont déphasées entre elles
de 21/3 rad soit 120°. Autrement, elles forment un systéme triphasé déséquilibré.

e Systeme direct — Systéme inverse

Le systeme triphasé (g;,g2,¢3) est dit direct si g3 est en retard de phase de 2m/3 rad
sur g qui est en retard de phase de 2m/3 rad sur g;. Autrement, le systeme est dit
inverse.

* Représentation temporelle d’un systeme triphasé équilibré direct (Fig. 15.1)

2 4
81(1) = Gmax €08 (1), g2(F) = Gmax COS | @F — 3 ) 83(1) = Gmax cOs | of — 3

* Représentation vectorielle d’un systeme triphasé équilibré direct (Fig. 15.2)

Le module est égal a la valeur efficace G (voir fiche 3).
GMax
V2

-

2 4
57=[G;0],52=[G;—T”},G_g:[(;;—?”] avec G =

* Représentation complexe d’un systeme triphasé équilibré direct

Le module est égal a la valeur efficace G (voir fiche 4).

2 o 4 _i4m
@z[G;O]:G,@:[G;—?]zGe J3,@=[G;—Ti|=Ge 173

FICHE 15 — Systémes triphasés en régime sinusoidal
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+Gmax N

\ s \ 25
\ VI \ VAR BN
~ G ~ 0§ o
'GMax

730 /3  2T/3 T 4T3  t(s)
oy3 0 2m3 4w3 2n  8y3 O=ot (rad)

Figure 15.1 Représentation temporelle d’un systéme triphasé équilibré direct

\ Sens trigonométrique

Figure 15.2 Représentation vectorielle d’un systéme triphasé équilibré direct

* Propriété

La somme des trois composantes d’un systeme triphasé équilibré (g;,g2,g83) est nulle
a tout instant.

- = = —
Vigi+8+8 =0 G +G6:+G3=0 =G +G,+G3=0

Il Compléments

Pour simplifier écritures et calculs, on note a I’opérateur de rotation de +120°. On a
les propriétés suivantes :
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S
a=d% =¥ 6_12=Q=L1—l=e_j23_n a=1
l+a+a*=0 a—a*=+jV3
l—a=+3e¢s 1—a? = /36
D’ot g:eJZTn = [1;2%}

_ 1.271 G0l — G.er _ G'—4TL' _G
S R Aot R e R

47 4 —27
a’Gi=|1;— |x[G;0]=|G; —|=|G; — | =G>
— 3 3 3 —

Ainsi, en notation complexe, un systeme triphasé équilibré (G,G2,G3) s’écrit

(G1,a°G1,aG)) s’il est direct, et (G1,aG1,a>G) §'il est inverse.

Il Mesures

Un circuit élémentaire de repérage des phases a été présenté en exercices, fiche 3 par
la représentation de Fresnel, et fiche 4 par les nombres complexes.

Principe de détection d’inversion
de phases

Soit le systeme triphasé équilibré direct (G1,G2,G3) tel que :

.o _ 4w 21 GMax

G =G, G,=Ge '3 et G3=Ge '3 =Ge’3 avecG =
S = V5

Le principe de la détection d’in-

version de phases est donné G, e + D>

(Fig. 15.3). L’étude vise a établir —

les expressions prises par la sor- G —fiZ

: q @ e 3 — | oS

tie S pour les 6 branchements -

possibles de G, G4 et G, sur -

les 3 phases G, G et G3. G e e -

1. Exprimer la sortie S en fonc-

tionde G, G4 et Gy. Figure 15.3 Principe de la détection d’inversion

- — de phases
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2. Exprimer la sortie S pourp =1, g =2 et r = 3.
3. Exprimer la sortie S pourp =1, g =3 et r = 2.
4. Récapituler dans un tableau les 6 cas possibles en fonction p, g et r. Conclure.

Solution
1. Sortie S en fonction de G, G4 et G,.
S=G,—Gge V5 —G,e 5
2. Sortie Spourp=1,g=2etr =3.
S=G — Gze_j% — G3e+j% = G(l — e_jone_j% —e+j27ﬂe+j%>
=Gl —e ™ —eM") =3G
3. Sortie Spourp=1,g=3etr =2.
S=G|— G3efj% — Gzeﬂ% = G(l — e+jonefj% —ej2T7Te+J73T>
ST .
=G(l—e'3 —e™?3)=0
4. Le tableau (Fig. 15.4) récapitule les 6 cas possibles, les cas non encore traités pou-

vant se déduire des deux traités précédemment. En conclusion, si § = 3G alors le sys-
téme est direct, et si S = 0 alors le systeme est inverse.

p q r Sortie S Systéme
1 2 3 §$=3G Direct
3 1 2 S=3GeT Direct
2 3 1 S=3Ge 1% Direct
1 3 2 S$=0 Inverse
2 1 3 S$=0 Inverse
3 2 1 S$=0 Inverse

Figure 15.4 Les 6 cas possibles.
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16

Installations
triphasées en
régime sinusoidal

Obijectifs : Connaitre les propriétés des installations triphasées et les possibles cou-
plages, étoile ou triangle, d’un récepteur linéaire. Etudier le cas d’'un récepteur triphasé
linéaire déséquilibré en courant. On suppose ici que le régime est sinusoidal permanent
triphasé et, en conséquence, que les charges sont linéaires.

| A savoir
* Réseau triphasé (Fig. 16.1)

Un réseau triphasé comporte trois fils de phases et, éventuellement, un fil de neutre.

i1 Phase 1
°
T the i Phase 2
*
Uszq
v T Uz3 l i3 Phase 3
V2 @
T Vs in Neutre N
< *

Figure 16.1 Réseau triphasé
e Tensions simples ou étoilées — Tensions composées

Les tensions simples (ou étoilées) vy, va, v3 sont respectivement prises entre les phases
1, 2, 3 et le neutre N, tandis que les tensions composées u12 = vy — V2, U3 = V3 — U3,
u3; = vz — v; sont prises entre deux phases (voir Fig. 16.1).

En I’absence de défaut, on peut généralement considérer que (vi,v2,v3) et
(u12,u23,u31) sont des systemes de tensions triphasés équilibrés directs. En choisissant
v; comme origine des phases, on obtient alors les expressions rassemblées (Fig. 16.2)
sachant que les valeurs maximales et efficaces des tensions simples et composées sont
reliées par :

_ _ WMax = V\/E
Umax = VMax“/§ et U= V\/§ avec { UMax = U\/§
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Pour I’écriture des expressions des tensions composées
3et4.

: voir les exercices des fiches

Expressions temporelles

Expressions complexes

Systéme direct

B | (v1 = Vmaxcos(@t)

g— o7 W=V

B Vo = VyaxCos| @t — — _j2r

2 3 Yo=Ve '3 =a’V Vs, Vz,ﬁ)=(V,aZV,aV)
k=] 4]1’ _IM

S | | vs = Viaxcos Ot—— Vs=Ve '3 =aV

'_

(2]

§ Uq2 = UpaxCOS (wt+7—t>

o 6 B4

= = 6

£ x Yro = Ue® | (Urz, Uss, Usn) =

= 23 = UnaxcoS wt—E Upg = Ue™'2 = §2U—1 (Uyp, 8% Usp, aUsp)
o e ey = Tler =" e,
2 U Ve Uy = Ue™ & = al,

5 Uzt = UmaxCos | wt—— -

= 6

Figure 16.2 Systemes de tensions triphasés équilibrés directs

Représentation vectorielle des tensions simples et composées
pour des systemes triphasés équilibrés directs (Fig. 16.3)

Les tensions composées 12, i3 et u3; sont respectivement en avance de 30° sur les
tensions simples vy, vy et vs3.

\Sens trigonométrique

e

Figure 16.3 Tensions simples et composées - Systemes triphasés équilibrés directs

Electricité en 19 fiches :

régimes sinusoidal et non-sinusoidal




© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

Dans la suite du chapitre, les systémes des tensions (v4, o, v3) et (U2, Uog, Us1) SONt SUpP-
posés équilibrés et directs.

e Systeme triphasé de courants

Les courants de ligne i;, iy et i3 (voir Fig. 16.1) constituent le systeme triphasé
(i1,i2,i3) qui peut étre équilibré ou pas en fonction de I’installation.

e Installation triphasée équilibrée / déséquilibrée

Alimentée par un systéme de tensions triphasé équilibré direct, une installation tripha-
sée (ensemble de récepteurs triphasés et monophasés) est dite équilibrée si les courants
de ligne constituent un systeme triphasé équilibré direct ; sinon, elle est dite déséqui-
librée.

e Courant dans le neutre

Si les courants de ligne constituent un systeme triphasé équilibré alors le courant dans
le neutre est nul (ix = 0). En conséquence, la présence d’un courant dans le neutre
indique un déséquilibre de I’installation. Mais attention, en présence de plusieurs
récepteurs couplés en étoile pour certains et en triangle pour les autres sur une méme
ligne triphasée, 1’absence de courant dans le neutre ne garantit pas que 1’installation
soit équilibrée car le neutre n’est pas utilisé dans le cas d’un couplage en triangle d’un
récepteur triphasé (voir paragraphe « Méthodes »).

Il Méthodes

En régime sinusoidal permanent triphasé, un récepteur triphasé peut étre vu comme
I’association de trois dipdles monophasés.

e Couplage étoile d’un récepteur triphasé sur le réseau (Fig. 16.4)

Chaque dipdle est relié entre une phase et le neutre. Soumis a une tension simple, il
est traversé par un courant de ligne. La loi des nceuds permet d’écrire :

IN=1I] +i)+1i3
e Récepteur triphasé représenté par trois impédances en étoile
Chaque dipdle Dy est constitué d’une impédance Zi. On a :

% V.
—l,I:—zetI:

In=1 I I; avec I} == =
+ L+ Vi _1é _é I3

INIBs

FICHE 16 — Installations triphasées en régime sinusoidal
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Vi
D»

D3

V3

iN in N

Figure 16.4 Couplage étoile d’un récepteur triphasé

Danslecasou Z; = Z, = Z3,ona:

Vi avi aVi
L == , L =——=a’l) et 1 =— =al
Zr T 4 - T 4

En conséquence, le systeme triphasé de courants (iy,i»,i3) est équilibré direct, et on dit
qu’un tel récepteur est équilibré. Le courant dans le neutre est bien str nul :

=L+L+L=L(1+a+a=0
* Récepteur triphasé représenté par trois modeles de Thévenin en étoile

Chaque dipdle Dy est constitué d’une impédance Zj et d’une source de tension Eg en
série. On a :

IN=1+5L+ I P S I R e R L
IN=O7ThLT3 a Z 2 Z 3= Z3
Danslecasou Z, =2, =73, E, = a El,Eg—aEl,ona
Vi —E a’(V, — E a(V — E
L —1 1 , L= _7(_1 _1) = g211 et I3 = _—(_1 _1) =alj

En conséquence, le systeme triphasé de courants (i1,i»,i3) est équilibré direct, et on dit
aussi qu’un tel récepteur est équilibré. Le courant dans le neutre est bien stir nul :

I=L+bL+L=0L(l+a+a)=0

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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* Couplage triangle d’un récepteur triphasé sur le réseau (Fig. 16.5)

Chaque dipdle est relié entre deux phases du réseau. Les tensions appliquées aux
bornes des dipdles sont les tensions composées du réseau, et les courants de ligne sont
différents des courants de branche (ou de phase) dans les récepteurs. La loi des nceuds
permet d’écrire :

1= j1—J3
{iz =jh—Jji et iy+ir+i3=0 (cariln’y a pas de fil de neutre).
i3=J3— )2

j 1 i1 j1 D1

1 -
tho

i o Do

b3

i3 /3 Ds

Figure 16.5 Couplage triangle d’un récepteur triphasé
* Récepteur triphasé représenté par trois impédances en triangle

Chaque dipdle Dy est constitué d’une impédance Zx. On a :

U, Uy Usi
1== , h=—7 et si=—
AT R R
Dans le casou Z, = Z, = Z3,ona:
2
12 a“Up alp,
Ji==—/ , h= =a’J; et 5=—— =aJ
AT AT TR Rt T

Le systeme triphasé de courants (ji, j2,j3) est donc équilibré direct. Dot :
L =Ji—J3=(1—a)J; quisécritaussi [ = J;+/3e 37/

L=h—-L=@-DJ=a1-aJ =2l

~

| ~

s—h=@—-a),=a(l —a)J, =al

avec (tout calcul fait) 1) = (1 —a)Un/Z, =3V1/Z;
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En conséquence, le systeme triphasé de courants (i1,i2,i3) est équilibré direct, et on dit
qu’un tel récepteur est équilibré. Les courants de ligne iy, i, et i3 sont respectivement
en retard de 30° sur les courants de phase jj, j» et j3, et les valeurs maximales et effi-
caces sont reliées par :

Diax = I\/z
JMax = J\/§

Invax = IvaxV/3 | et | I =JV3| avec {

* Récepteur triphasé représenté par trois modeles de Thévenin en triangle

Chaque dipdle Dy est constitué d’une impédance Z et d’une source de tension Eg en
série. On montre similairement que, dans le cas ot Z, = Z, = Z3, £ = gzﬂ et
E;3 = akE,, le récepteur est équilibré.

* Diagrammes de Fresnel pour une charge triphasée équilibrée (Fig. 16.6)

_

> V1$ource= V10harge

/

1Ligne = I1Charge

Quel que soit le couplage :

(pSource: (pCharge = (P

Figure 16.6 Diagrammes de Fresnel — Charge triphasée équilibrée

* Schéma monophasé équivalent

Dans le cas d’une installation triphasée linéaire équilibrée en tensions et en courants,
on peut se ramener a un schéma équivalent monophasé (Fig. 16.7) entre phase et
neutre. Ceci est valable quel que soit le (les) couplage(s) de la (les) charge(s) consti-
tuant I’installation.

Remarques :

— Avec le schéma monophasé équivalent, les schémas sont plus simples.
Les grandeurs V et I sont toujours accessibles et mesurables (voir
fiche 17, « neutre artificiel »). Attention a ne pas oublier les multipli-
cations par 3 pour les puissances.

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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— La détermination des éléments du schéma équivalent s’effectue géné-
ralement par des essais triphasés (2 vide, en court-circuit, rotor bloqué,
etc.). Il faut donc faire attention au passage de 1’essai en triphasé au

modele monophasé.

— Pour une installation équilibrée (tensions et courants), le schéma tri-
phasé en étoile, d’impédance Z entre phase et neutre, est équivalent
au schéma triphasé en triangle d’impédance 3 x Z entre phases. En
effet, pour un récepteur couplé en triangle (voir ci-dessus), /; peut

aussi s’écrire :

hL=0-9Un/Z =3V\/Z, = V/(Zi/3)

Schéma triphasé en étoile Schéma triphasé en triangle
L 5 [ 43z
] 4 bl
———{ 11— —]
v, Uy
| Al
2 2 z l, J, 3Z
——e— D e
- o | —>—e=>1
v, 2 <—
L3 = 2z Uz
9_._:';‘
- l 3 Ja 3Z
v s b}
I N -3 3 LI
o U
Ya1
P Schéma monophasé équivalent
1P — P=3ViIcos ¢
——e— |— )
Q=3Visin ¢
s S=3VI
v fp=P/S=cos ¢
N V=2Zx1
@ —
0=, v)-A02

Figure 16.7 Schémas équivalents pour une installation triphasée linéaire

équilibrée en tensions et en courants

FICHE 16 — Installations triphasées en régime sinusoidal
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Récepteur triphasé

On alimente par le réseau triphasé équilibré 230/400 V, 50 Hz, neutre sorti, un récep-
teur triphasé constitué de trois dipdles couplés en étoile (voir Fig. 16.4).

1. Les trois dip6les sont des résistances égales a R = 150 Q.

1.1. Calculer les valeurs efficaces des courants de ligne 1;, I, I3 et celle du courant
dans le neutre Iy.

1.2. En supposant le neutre coupé, recalculer les valeurs efficaces des courants /i, I,
Iz et Iy.

2. Les dipoles D; et D, sont des résistances égales a R = 150 Q et le dipole D3 est
un condensateur C tel que Z¢c = R a 50 Hz.

2.1. Calculer les valeurs efficaces des courants de ligne 7, I, I3 et celle du courant
dans le neutre Iy.

2.2. En supposant le neutre coupé, recalculer les valeurs efficaces des courants 11, I,
15 et Iy, ainsi que les tensions aux bornes des dipdles. Conclure.

Solution

1. Les trois dipdles sont des résistances égales a R = 150 Q.

1.1. Le systeme triphasé de tensions (vq,v,v3) étant équilibré direct, le systeme tri-
phasé de courants (iy,ip,i3) est aussi équilibré direct car les trois résistances sont
égales (voir paragraphe « Méthodes »). En conséquence, les courants de ligne ont
méme valeur efficace et le courant dans le neutre est nul.

Vv
11212213212531,5314 et INZOA
1.2. Puisque Iy = 0 A, que le neutre soit coupé ou non ne change en rien les valeurs
efficaces des courants de ligne.
2. Les dipdles D et D, sont des résistances égales a R = 150 Q et le dipdle D3 est
un condensateur C tel que Z¢ = R a 50 Hz (Fig. 16.8).

i1 R
i L |

io 2 R o

R S
; h 38 ¢
Vo d Il
V3

in N

L 2

Figure 16.8 Schéma avec neutre relié
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2.1. Les courants de ligne ont la méme valeur efficace puisque les éléments ont la
méme impédance Z¢c = R = 150 Q et sont soumis a la méme tension efficace
V =230 V.D’ou :

En prenant la tension v (¢) pour origine des phases et en appliquant la loi d’Ohm aux
bornes de chaque élément, on a :

Vi v Va2’V

I, = :—:I7[=—:—_:azl t [z =
ATRTRTURTR TR TR

aV % o
=— g =Ja;=]a
Zceﬂ% R

INI[BS

En appliquant la loi des nceuds en N, on peut écrire :
IN=L+L+5L=0+a+jal

La Fig. 16.9 montre la représentation de Fresnel. Une mesure sur ce diagramme ou
I'utilisation de la calculette donnent : Iy ~ 2,17 A et Arg(Ix) ~ —105°.

Calcul littéral. Comme 1 +a +a*> =0, IN peut aussi s’écrire :

1 :—g(l—j)]:—ejz%xﬁx(%—%>xl

- o _m
=V2xe ™ xelF xe T 1

Soit finalement :
IN=V2x1=+2xV/R~2]17A

7
INzﬁxe_J% xI=>{
- Arg(Ix) = —7m/12 rad = —105°

Figure 16.9 Diagramme de Fresnel
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2.2. Si le neutre est coupé, la loi des nceuds s’écrit :
Lt h+l=0
Vi—VYon V2 — Von Vs — Yon

2:—etb:_

= b - ol Zc = —jR

avec I} =
—— @ —_
D’ou:

Vi+ V2 —2Von +j(Vs — Von) =0
Comme V, = a’V; et V3 = aV,, on obtient :

Vi(l +2*+ja) = Von(2 +))
Et finalement :

1+a®+ja
o ta i

SN T 4

L’utilisation de la calculette donne : Von ~ 145,5 V et Arg(Von) ~ —131,6°
Calcul littéral. Vo peut aussi s’écrire :

1—j 2 (- 2—jr—l—arcanl
VON = —avl—‘]. = —e']( T+ 3 4 t 2) X Vl
=R T4 Vs -

{M =230 x /2/5~145,5V
Arg(Von) ~ —2,3rad ~ —131,6°

La tension entre O et N n’est donc pas nulle ! On en déduit alors les courants de ligne :

Vi —Von .

I = % - (2,1840,73j) A =[2,29 A; 0,32 rad]
V2 — Von .

L= B = (—0,12-0,60j) A =[0,61 A; —1,77 rad]
Vs — Von .

= == = (-2,05 - 0,12j) A = [2.06 A: ~3.08 rad]

- —J

Tensions aux bornes des dipdles :
R x I =V — Von = (326,5 + 108,8)) V = [344,2 V; 0,32 rad]
RxhL=V,—Von=(-18,5-90,3) V=[92,2V; —1,77 rad]
Zc x I3 =V3—Von = (—18,5+308)) V =[308,6 V; 1,63 rad]

En conclusion, les dipdles dans chaque phase ne fonctionnent plus sous leur tension
nominale.
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Systéme déséquilibré
par un incident

On alimente par le réseau triphasé équilibré 230/400 V, 50 Hz, avec neutre, trois
dipoles identiques couplés en étoile (voir Fig. 16.4), chaque dipdle étant constitué
d’une résistance R = 33 Q en série avec une inductance L = 200 mH.

1. Exprimer et calculer le courant complexe /; de ligne.

2. Exprimer et calculer le courant complexe /x dans le neutre si, a la suite d’un inci-
dent, I’inductance d’un des dipdles est court-circuitée.

Solution
On prend la tension simple V| comme référence des phases.

1. Courant complexe I}
Z =R+ (Lw)?>~T71Q

Z:R+jLa):Zej§":[Z;<p]:>{
¢ = arctan(Lw/R) ~ 1,09 rad ~ 62,3°

Soit :
Z~(334+62,83))Q~ [71Q; 1,09 rad]
D’ou :
I = Q — | = L = |:Z ; —<p} ~ (3,24 A ; —1,09 rad]
- Z —  Zek¥ V4

2. Si une inductance est court-circuitée, le récepteur est déséquilibré et le courant dans
le neutre n’est plus nul. On suppose I’inductance du dipdle branché entre la phase 1 et
le neutre court-circuitée.

Loi d’Ohm :
V V % V- \%
11::1:_’1222222 .etI\::3=_ -
— R R — Z Zel® - Z Zel¥
Loi des nceuds :
\% Vv Vv Vv
IN=L+bL+L5L=— —(a’ =———e ¥
IN=L+L+1 R+Zel‘/’@ +a) R Z°

Tout calcul fait, on obtient :

In~ (5,46 +2,87j) A~ [6,17 A; 0,48 rad]
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17

Puissances
en régime sinusoidal
triphasé

Objectifs : Calculer et mesurer la puissance absorbée par un circuit électrique linéaire
en régime sinusoidal permanent triphasé.

On se reportera a la fiche 6 pour la définition des puissances et le théoreme de
Boucherot, et aux fiches 15 et 16 pour les principes des systemes triphasés et les sché-
mas des couplages étoile et triangle d’un récepteur.

| A savoir

Le théoreme de Boucherot est applicable. En conséquence, les puissances actives
d’une part, et réactives d’autre part, consommées par les dipdles s’ajoutent ou, dit
autrement, les puissances apparentes complexes consommées par les dipdles s’ajou-
tent.

Il Méthodes

* Si le récepteur triphasé n’est pas équilibré ou n’est pas alimenté sous un systeme
de tensions équilibré, seules les formules générales sont applicables (Cas général
Fig. 17.1). On note respectivement :

01 = oyl — i1, P2 = Q2 — Ao, 93 = o3 — o3 les déphasages entre les tensions
simples vy, vz, v3 et les courants de ligne iy, 12, i3 ;

V) =ay2 —aj1, V2 = a3 — @jn, W3 = @31 — o3 les déphasages entre les ten-
sions composées U1z, U3, 3] et les courants de phase ji, jo, j3.

* Sile récepteur triphasé est équilibré et alimenté sous un systeme de tensions équi-

libré (= systeme de courants équilibré) alors les formules se simplifient (Cas
équilibré Fig. 17.1). On a:

V=Vi=V=V; U=U;p=Uy=Us
I=L=5L=1 J=Lh=h=J;
=91 =p =3 V=Y =V, =1, (et =W)

U=VJ/3 J=13

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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Cas Récepteur couplé en étoile | Récepteur couplé en triangle
S=85+S5+85 =P+jQavec
Puissance apparente général S =V X E S1 = Upp X £
complexe S So=Vo X b Sp = Uz X
en volt-amperes (VA) S3= V5 x E S5 = Uz X £
équilibré S =3Viel? S = 3Ujel"
P= PMoy =Pi+Po+P3= Re(§) avec
PU i général Py = Vilicosg; Py = UrpJicos
uissance ac II\;e Pg = V2/QCOS(P2 Pg = U23JZCOS\II2
ou moyenne Ps = Vslscos P3 = Us1JscosW:
en watts (W) 3 3/3C0S@3 3 31J3 3
P = 3Vicos ¢ P = 3UJcosW¥
équilibré
= \/§Ulcosw = \/§Ulcos\ll
Q=Q+ Q+ Q3 =Im(S) avec
Pui L général Qi = Vihising, Qi = Usadssinyy
wsTance feactllve (? Q> = Vahsing, Qo = Usgpsind,
en volt-ampére-réactifs Qs = Vslssings Qs = Us; JasinWs
(var)
Q = 3Vising Q = 3UJsin¥
équilibre
= \/3Ulsing = \/3Ulsinw
L S=VPP+ Q=8|
général
Puissance apparente S (Attention ! S #S1 + S; + S3)
n volt-ampeéres (VA
en volt-ampéres (VA) S—3v S-3u)
équilibré
=3ul =\/3ul
i P
général fo = —
Facteur de puissance S
équilibré fo = cosg ‘ fo = cosW

Figure 17.1 Puissances en régime sinusoidal triphasé (convention récepteur)

Il Compléments

Si le systeme est équilibré en tension et en courant, la puissance instantanée pour un

couplage étoile p = vyi| + va2iy + v3i3 est égale a p = 3V [ cos ¢ qui est la puissance

FICHE 17 — Puissances en régime sinusoidal triphasé
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active. De méme, p = u12j; + u23jo + u3z; jz est égale a p = 3U J cos W pour un cou-
plage triangle. Autrement dit, la puissance fluctuante (voir fiche 6) est nulle ce qui
constitue un avantage important pour les machines triphasées : ces dernieres fourniront
ou absorberont un couple constant (pas de couple fluctuant alternativement freinant
puis entrainant), d’ou pas de vibrations ou résonances mécaniques.

IV Mesures

¢ Création d’un neutre artificiel

Si on dispose d’une ligne a trois fils (sans neutre), on peut toujours créer un point
neutre artificiel en connectant en étoile trois résistances égales de grande valeur — typi-
quement 100 kQ — (Fig. 17.2). Ainsi, le point neutre d’une installation triphasée est
toujours accessible a la mesure. Certains wattmetres integrent ce montage.

Figure 17.2 Création d’un neutre artificiel

« Utilisation d’appareils triphasés

Puissancemetre numérique triphasé

Ce type d’appareil integre un grand nombre de fonctions : puissances active, réactive,
et apparente, facteur de puissance, tension et courant efficaces, fréquence, etc.
(voir fiche 6). Selon I’appareil, la mesure peut se faire sur un systeme équilibré ou pas.

« Utilisation de wattmeétres monophasés

On montre que la puissance apparente complexe évaluée sur la ligne d’alimentation
s’écrit :

SLigne = SCharge :h X E"'ﬁ X E"'E X E
D’ou:  Prigne = Pchage = Vil1c0s @1 + Valy cos 2 + V33 cos @3

OLigne = Qcharge = Vil sing; + Valp singy + V313 sin g3

Electricité en 19 fiches : régimes sinusoidal et non-sinusoidal
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En conséquence, on mesure les puissances absorbées par I’installation sur la ligne
d’alimentation.

Mesure de la puissance active (Fig. 17.3)

Py, P, et P3 sont respectivement les valeurs indiquées par les wattmetres W, W, et
Wj3. On suppose le systeme des tensions (vy,v;,v3) équilibré direct.

Schéma Puissance active Cond|t_|oln§
de validité
! &W‘ 3 Charge
Montage 5 _@— 3 équilibrée (*)
a trois = P=P;+P,+Ps ou pas.
wattmetres 3 o W, S
& Ligne a 4 fils.
N e |0
Charge
équilibrée (*)
Montage ! {@— @ ou pas.
(0] D
a deux 2 @ §’§ P=P+P,
wattmeétres k/f og Ligne a 3 fils ou
3 ¢ i courant nul dans
le neutre.
1 4@— p Charge
3 S S
otge | e
aun g P =3P, i
& (9]
wattmeétres 3 5 Ligne &
N S 3 ou 4 fils.

(*) Charge équilibrée signifie que le systtme de courants est équilibré, le systeme de tensionS étant supposé
équilibré.
Figure 17.3 Mesure de la puissance active
Mesure de la puissance réactive (Fig. 17.4)

Py, P, et P; sont respectivement les valeurs indiquées par les wattmetres W, W, et
W3. On suppose le systeme des tensions (vy,v,v3) équilibré direct.

Mesure du facteur de puissance

Si on ne dispose pas d’une pince multi-métrique, on détermine le facteur de puissan-
ce a partir des mesures des puissances par : fp = P/S = P// P2+ Q2.
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Schéma Puissance réactive Condltllo‘n,s
de validité
W,
Montage 83 Py + Py + Ps Charge
a trois W, 8 _g = équilibrée (*)
wattmatres AC)L O V3 ou pas.
3 . W,
; g \
Montage w 58 Charge
adeux |2 (w.) 58 Q=3P — Py) équilibrée (*)
wattmétres k’f og seulement.
(w)
Montage f\/‘ 3
3 [2]
aun . 8 Charge
wattmétre £ Q=/3P équilibrée (*)
(monté S seulement.
en varmétre) g

(*) Charge équilibrée signifie que le systeme de courants est équilibré, le systtme de tensions étant supposé
équilibré.

Figure 17.4 Mesure de la puissance réactive

Systéme déséquilibré
par un incident

On alimente par le réseau triphasé équilibré 230/400 V, 50 Hz, avec neutre, trois
dipdles inductifs identiques de résistance R = 33 Q et d’inductance L = 200 mH,
couplés en étoile (voir fiche 16, deuxieme exercice).

1. Calculer les puissances active et réactive consommeées par le récepteur.

2. On réalise un montage a 2 wattmetres. Calculer les indications des deux appareils.
3. Calculer les puissances active et réactive consommées par le récepteur si, a la suite
d’un incident, I’inductance d’un des dipoles est court-circuitée.

4. A-t-on le droit d’utiliser la méthode des 2 wattmetres pour mesurer ces puis-
sances ?

5. On veut relever le facteur de puissance du récepteur (équilibré) a cos ¢’ = 0,93 en
connectant trois condensateurs identiques entre phases. Calculer leur capacité.
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Solution
1. On applique le théoreme de Boucherot :
P=P +P,+P;=3RI’ct Q=0+ 0, + Q3 =3Lowl?
Si I ~ 3,24 A (voir fiche 16, solution du deuxieéme exercice), on a :

P~ 1040 Wet Q ~ 1980 var.

Remarque : Si on donnait la résistance r entre deux phases (et celle-ci
est toujours mesurable en pratique), la puissance active serait donnée par :

3 .
P = 5” 2. Cette formule est valable quel que soit le couplage du récep-
teur triphasé équilibré.
2. Les puissances actives mesurées avec la méthode des deux wattmetres sont :

- —> - —> R
Py = Uyslycos (11 ,U3) et P, = Upslpcos (I ,Uas) (voir Fig. 17.3)

— —> - — — —>
avec: Uy =Up, I} = L, (I} ,U3) = (I, Vi) + (V1,U3) = ¢ — /6 ~ 32,3° et
(1.02) = (L., V3) + (Va,Uny) = 9+ 7/6 ~ 92,3°

Dou: PL=1091 Wet P, & =51 W.

La puissance active P, est négative car le facteur de puissance de la charge inductive
est inférieur a 0,5.

Autre solution utilisant les relations de la méthode des deux wattmetres. On a :

1
{P=P1+P2 Pr=3(P+0/V3)~ 1091 W

= 1
Q0 =V3(P - P) Pzzi(p_Q/ﬁ)x:—SIW

3. Si une inductance est court-circuitée, le récepteur est déséquilibré. On suppose I’in-
ductance du dipdle branché entre la phase 1 et le neutre court-circuitée. On applique
le théoreme de Boucherot :

P=P +P+P;=RUI}+2I*) et Q= 0r+ Q03 =2Lwl?

\% %
avec I} = 7 courant dans la phase 1, et I = Z courant dans les phases 2 et 3.
Sily 6,97 Aetl =~ 3,24 A (voir fiche 16, solution du deuxiéme exercice), on a :

P ~~2296 Wet Q~ 1319 var.
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4. On ne peut utiliser la méthode des 2 wattmetres, ni pour mesurer la puissance acti-
ve car le courant dans le neutre n’est pas nul, ni pour mesurer la puissance réactive car
la charge n’est pas équilibrée.

5. Le facteur de puissance du récepteur est fp = P/S = P/\/ P2+ Q% ~ 0,46. On
applique le théoreme de Boucherot :

P'=P+Pc
{ ) avec Pc =0, Q = Ptang et Qc = —3CwU?
0'=0+0c¢
P(t — tan ¢’
Don: €= PP C) 0-5E goit € & 10 uF
3wU?

Installation déséquilibrée
élémentaire

Une installation de chauffage est constituée selon le schéma (Fig. 17.5) ou
R =143 Q. On n’a représenté qu’un tiers du montage de mesure.

1. Calculer la valeur efficace des courants, les puissances dissipées dans les résis-
tances et la puissance totale dissipée dans la charge.

2. Construire le diagramme de Fresnel.

3. Calculer les puissances actives et réactives mesurées sur la ligne par les appareils.
Conclure.

G
[

Réseau (0— 400 V)

Figure 17.5 Installation

Solution

U
1. I =12=I=E~2,78A et Py =Pry=RI’~1110W
Puissance totale dissipée dans la charge : P = 2Pg; ~ 2220 W

1
L=—(-Ujs—U
3 R( 13 23)
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U
avec U3 = [U;—z] = —(\/g—j) et Uy = [U; —z] = —jU
— 6 2 — 2
U UJ3 2rn
o = —(— N=|—;= it I; ~ 4,82
Dot: I 2R(ﬁ+3j) [R 3}501“ 82 A

2. Diagramme de Fresnel (Fig. 17.6).

Sens trigonométrique

Figure 17.6 Diagramme de Fresnel

3. Puissances actives.
Py = VIcosg avec ¢; = /6 rad soit P} ~ 555 W
P>, = VIcosg, avec ¢ = —m /6 rad soit P, = 555 W
P; = VIscosg; avec p3 =0 soit P~ 1110 W
Autotal, Py + P, + P3; =2220W =P
Puissances réactives. Le wattmetre W, mesure le produit scalaire :
U T = Uiy cos (—p1 +7/2) = /3 x VIisin (g1) = /3 x Q)
Ona: Q= VIsing; =332 var
Q> = VIsing, = —332 var
Q3 = VIzsings =0 var
Au total, Q1 + Q, + Q3 = 0 var
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Champs tournants

Obijectifs : Connaitre les procédés de création d’'un champ magnétique tournant en régi-
me sinusoidal triphasé équilibré. Comprendre le principe de fonctionnement des machines
alternatives triphasées synchrones et asynchrones.

| A savoir

e Création d’un champ tournant

11 existe deux procédés :
— la mise en rotation d’une « roue polaire », ¢’est-a-dire d’un aimant permanent ou
d’un bobinage alimenté en courant continu, et
— I’alimentation d’un bobinage triphasé fixe par un systéme triphasé sinusoidal
équilibré (voir théoreme de Ferraris ci-dessous).
* Théoreme de Ferraris

Soient trois bobinages, dont les axes Ox;, Ox, et Oxz sont décalés entre eux de
2 /3 rad (Fig. 18.1), alimentés par un systéme triphasé équilibré de courants :

i1(t) = Ivax cos (wt)
i2(t) = Iyvax cos (ot — 21 /3)
i3(t) = Iyax cos (ot — 41 /3)
Chaque bobinage crée dans la direction de son axe un champ magnétique :
—_—
H, () = Hyiax €08 (1) X ]
H ﬁ
H(t) = Hypax cos (wt — 21 /3) X ux>
% _9
H3(t) = Hypax cos (wt — 4w /3) X uxs
ol u—ﬁ s u—x_z et IEE désignent respectivement les vecteurs unitaires sur les axes Ox,

Ox;y et Ox;3.
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On montre alors que le champ résultant H(#) = H,(t) + H»(t) + Hz(t), de module
constant 3 Hyx /2, tourne a la vitesse angulaire dite vitesse de synchronisme §2s =
dans le sens inverse.

Sens direct
. Sens inverse

Figure 18.1 Bobinage triphasé

Géneéralisation : Dans le cas d’un bobinage triphasé multipolaire
(p paires de pdles) alimenté par un systeme triphasé sinusoidal équilibré,
le champ tourne a la vitesse de synchronisme £2s = w/p.

Remarques :

— En permutant deux phases, par exemple les phases 2 et 3, on inverse
le sens de rotation du champ.

— En pratique, le bobinage, réparti autour du stator, permet d’obtenir
une répartition sinusoidale du champ dans I’entrefer. Ce champ est
radial et prépondérant sur le champ dans les parties ferromagnétiques

(Hair K MUFer) -

¢ Fém induite

Un champ 2 p-polaire tournant a la vitesse §2 devant un bobinage fixe monophasé y
induit une force électromotrice e(t) (loi de Lenz-Faraday) alternative sinusoidale de
pulsation w = p§2 (ou de fréquence f = w/2m). La valeur efficace de cette tension
est: E = KNf Py ou N est le nombre de conducteurs actifs du bobinage, f'la fré-
quence (en Hz), ®pax le flux maximal sous un pdle (en Wb), et K un coefficient voi-
sin de 2 qui dépend de la machine. Pour un ensemble de 3 bobines identiques (on
passe de I’'une a I’autre par rotation successive de 27 /3p), c’est un systeme de trois
tensions alternatives sinusoidales triphasées équilibrées qui est induit.
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e Transfert d’énergie dans I’entrefer de la machine

On considere un champ tournant Hg, 2p-polaire, a répartition sinusoidale tournant a
la vitesse §2, et un bobinage triphasé, tel que défini ci-dessus, alimenté par un syste-
me triphasé équilibré de courants (iy,i»,i3) de pulsation w.

Cet enroulement crée un champ tournant Hp a la vitesse w/p ; il est le siege d’un sys-
teme triphasé équilibré de fém (e;,e,,e3) induites par le champ tournant Hg, et donc
d’une puissance électromagnétique instantanée p(t) = eji; + exiz + e3is.

La valeur moyenne de cette puissance (et donc du couple électromagnétique corres-
pondant) est non-nulle a condition que £2 = w/p ; pour qu’il y ait transfert de puis-
sance électromagnétique entre le champ tournant et le bobinage, il faut que les deux
champs tournants Hg et Hp soient synchrones.

Il Compléments :
principes des machines alternatives

Les machines synchrones ou asynchrones assurent une transformation réversible entre
énergie mécanique et énergie électrique.

* Machine synchrone triphasée

L’inducteur, situé généralement au rotor, est un aimant (petites machines), ou un bobi-
nage alimenté en courant continu : il crée un champ tournant 2p polaire.

— Fonctionnement en générateur : la roue polaire, entrainée a la vitesse §2 (turbine,
moteur thermique), induit des fém dans le bobinage triphasé statorique. Celui-ci
étant fermé sur une impédance triphasée, des courants induits de pulsation
o = p§2 circulent et créent (Ferraris) un champ tournant statorique a la pulsation
25 = w/p = §2 : les deux champs sont bien synchrones. La puissance méca-
nique d’entrainement est transférée au stator sous forme électrique ; le couple
électromagnétique est résistant et s’oppose a I’emballement du dispositif d’en-
tralnement.

— Fonctionnement en moteur : le stator, alimenté par un systeme triphasé équilibré
de tensions a la pulsation w, crée un champ tournant a la vitesse £2s = w/p. Si
le rotor tourne a la vitesse §2 = £2s, alors il y a échange d’énergie. La puissance
électrique regue du réseau d’alimentation est transférée au systeme mécanique
entrainé par le rotor. Le moteur est dit synchrone car sa vitesse est constante et
ne dépend pas du couple résistant opposé par le systeme entrainé. Le couple élec-
tromagnétique est moteur. Le transfert de puissance ne pouvant se faire qu’a la
vitesse de synchronisme, ce moteur ne peut démarrer spontanément. II faut donc,
par exemple, lui adjoindre un variateur de fréquence qui permettra aussi de faire
varier sa vitesse.
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e Machine asynchrone triphasée

Le stator (inducteur), constitué¢ d’un bobinage triphasé est alimenté par un systéme tri-
phasé équilibré de tensions a la pulsation w et crée (Ferraris) un champ tournant au
synchronisme §2s = w/p. Le rotor, bobinage triphasé en court-circuit (rotor bobiné),
est donc le siege de courants induits qui s’opposent a la cause qui leur donne naissan-
ce : la variation de flux du champ statorique au travers des bobinages rotoriques. Un
couple est ainsi engendré et le rotor tourne dans le sens du champ tournant (pour mini-
miser la variation de flux) a une vitesse §2 (par rapport au stator) inférieure a §25. Le
glissement, défini ci-dessous, ne peut pas étre nul pour qu’il y ait échange d’énergie
entre le stator et le rotor.
s — 2

g o

Le rotor voit défiler le champ statorique a la vitesse relative (par rapport a lui-méme)
$2Re1 = 25 — 2 = gS§2s. Des courants de pulsation wre|1 = p§2re1 = gP8§2s = gw, y
sont induits. Un champ tournant a la vitesse §2re| = Wre1/p par rapport au rotor est
créé (Ferraris). Par rapport au stator, ce champ glisse donc a la vitesse (composition
des vitesses) :

Re1 + 82 = (25 — 2) + 2 = $25

Les champs statorique et rotorique sont bien synchrones : il peut donc bien y avoir
transfert d’énergie dans I’entrefer. Le couple électromagnétique est moteur.

Le moteur a cage se comporte comme le moteur a rotor bobiné. Il est le plus répandu
car il est robuste, peu cofiteux et démarre spontanément. Sa vitesse se reégle avec un
variateur de fréquence.

En génératrice, cette machine est de plus en plus utilisée (éoliennes) mais elle a besoin
d’énergie réactive pour fonctionner.

Principales vitesses de synchronisme

Calculer les 5 premieres vitesses de synchronisme en tr/s et en tr/min pour une fré-
quence de 50 Hz.

Solution

w
2¢ = — enrad/s = ng = i en tr/s
4

p
p 1 2 3 4 5
ng (en trls) 50 25 16,7 12,5 10
ns (en tr/min) 3000 1500 1000 750 600
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Machines synchrone
et asynchrone

1. Soit une machine synchrone utilisée en alternateur. On veut f = 50 Hz. Calculer
la vitesse de rotation de la turbine pour p = 1 ou p = 2 (turbo alternateur de centrale
thermique conventionnel ou nucléaire) ou p = 28 (groupe hydraulique).

2. Pour un moteur asynchrone, on a mesuré n = 720 tr/min au fonctionnement nomi-
nal a f = 50 Hz.

2.1. Calculer le nombre de paires de pdles et le glissement.

2.2. Dans le cas d’un pilotage scalaire (U/f = cste), le glissement ne dépend que du
couple résistant. Calculer la vitesse de rotation pour f = 20 Hz, 40 Hz, 60 Hz au
couple nominal.

Solution

1. On applique ng = f/p en tr/s

p 1 2 28
ns (en tr/s) 50 25 1,78
ng (en tr/min) 3000 1 500 107

2.1. D’apres I’exercice 1, la vitesse de synchronisme immédiatement supérieure a
n = 720 tr/min pour f = 50 Hz est ng = 750 tr/min, ce qui correspond a p = 4. Le

TSR 0,04 soit4 %.

glissement est égal a g =
ns
2.2.0nan = ng(l — g) avec g = 0,04 au couple nominal.

f (en Hz) 20 40 60
ns (en tr/min) 300 600 900
n (en tr/min) 288 576 864
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Régime 19
non-sinusoidal
triphasé — Puissances

Objectifs : Calculer et mesurer les différentes puissances d’un circuit électrique en régi-
me périodique triphasé et connaitre les problemes liés a la présence de charges non-
linéaires (voir fiche 1). On se reportera aux fiches 6, 14 et 17 pour la définition des puis-
sances, les mesures et le théoreme de Boucherot, et a la fiche 12 pour le développement
en série de Fourier d’un signal périodique.

| A savoir

e Puissances dans le cas général ou les tensions et les courants sont périodiques,
les systemes de tensions et de courants étant équilibrés ou pas (Fig. 19.1)

Notations :
v, Uz et vz sont les tensions simples

i1, I et i3 sont les courants de lignes

Unité Définition

Puissance instantanée watt (W) p = vii + vaiz + v3i3

Puissance active ou moyenne | watt (W) P = Pyvoy = (p)

Figure 19.1 Puissances (convention récepteur) — Cas général

e Puissances et facteur de puissance dans le cas fréquent ou les tensions sont
sinusoidales et les courants périodiques alternatifs, les systemes de tensions et
de courants étant équilibrés (Fig. 19.2)

Notations :
V est la valeur efficace des tensions simples vy, va, v3

vy = Vﬁcos[(a)t —2(q — )m/3) +ay;] pour g =1,2,3
I est la valeur efficace des courants de lignes iy, i, i3

o0
ig = ZIHnﬁcos [n(wt —2(q — Dr/3) +apme]  pour g = 1,2,3

n=1
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Z Ifm (courant périodique alternatif)

n=1

Iy est la valeur efficace du fondamental (harmonique 1) de iy, i2, i3
ou1 = oy — oy est le déphasage entre vy (resp. vz, v3) et le fondamental de i;

(resp. iz, i3)

Unité Définition et relations
Puissance
active ou moyenne watt (W) P = 3Vly1cos(¢h1)
Puissance apparente volt-ampére (VA) S=3VI
Facteur P
) fo=—
de puissance S
Puissance volt-ampeére-réactif Q = 3Vhysin(@ 1)
réactive (var) = SV siNt@h
Puissance volt-ampere N
déformante -déformant (vad) b=v8& — (P +@)
Facteur cos(@) = P
de déphasage PH) = 3Vl

Figure 19.2 Cas ou les tensions sont sinusoidales et les courants alternatifs

Remarque : La puissance active est transportée uniquement par le fon-
damental du courant.

Il Compléments

* Origines des probléemes

Les harmoniques des courants sont générés par la multiplication des appareils de
faibles puissances tels que les ordinateurs, 1’éclairage (lampes a décharges, tubes fluo-
rescents), les gradateurs de lumiére, les téléviseurs, etc., mais aussi les variateurs de
vitesse des machines a courant continu ou alternatif, les alimentations a découpage, les

fours a arc, etc...
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* Conséquences des harmoniques des courants

—Ils provoquent un échauffement des transformateurs, des machines tournantes,
des batteries de condensateurs. Le phénomene peut étre aggravé, voire destruc-
teur, si certains harmoniques coincident avec des fréquences de résonance du cir-
cuit.

—IIs perturbent le fonctionnement des circuits de contréle-commande (courants
faibles). La cohabitation des cébles « courants forts » et « courants faibles » doit
étre particulierement étudiée.

— Ils engendrent des vibrations dans les matériaux (machines tournantes, transfor-
mateurs), les usant plus rapidement.

— IIs créent un échauffement supplémentaire des cables. Le conducteur neutre peut
également étre le siege d’un courant élevé (voir I’exercice ci-dessous) et peut se
révéler sous-dimensionné, surtout si des charges absorbent des courants conte-
nant ’harmonique 3.

¢ Solutions

Les solutions dépendent évidemment de la nature des problemes, mais globalement les
courants harmoniques peuvent étre atténués par filtrage, sachant que celui-ci est d’au-
tant plus délicat que le rang des harmoniques est faible. Or beaucoup de charges géne-
rent ’harmonique 3, qui est source de nombreux problemes. Comme solutions, on
peut citer :

— Commande des convertisseurs favorisant les harmoniques de rang élevé (comme
par exemple la commande MLI des onduleurs) pour un filtrage plus aisé.

— Couplage adéquat des transformateurs permettant de supprimer les harmoniques
3 car pas de neutre coté réseau : triangle / étoile ou triangle / zig-zag.

— Filtrage passif des harmoniques.

— Augmentation du diametre du fil de neutre : sa section doit étre adaptée. Par
exemple, si TDHI; > 33 % (rangs 3 et multiples de 3) alors sa section doit étre
supérieure a 1,45 fois la section d’un fil de phase ; cas fréquent d’une charge
redresseur-condensateur (alimentation a découpage, variateur de vitesse, etc.).

— Utilisation d’un fil de neutre pour chaque phase.

— Filtrage actif : On intercale sur le réseau au plus pres de I’équipement pollueur
un équipement « compensateur d’harmoniques ».

— Conception de I’équipement : L’équipement est congu pour ne plus polluer le
réseau. Par exemple, un redresseur a absorption sinusoidale (le courant réseau est
sinusoidal et en phase avec la tension).

— D’une maniere générale, a partir de 10 kVA, on préfére utiliser un réseau tripha-
s€ a un réseau monophasé car, en régime équilibré, les harmoniques 3 des cou-
rants triphasés sont en phase : il n’y a donc pas de courant contenant I’harmo-
nique 3 qui circule entre deux phases. Mais attention a la section du neutre car
les harmoniques 3 des courants s’ajoutent dans le neutre.

FICHE 19 — Régime non-sinusoidal triphasé — Puissances
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Il Mesures

Les méthodes de mesures vues dans la fiche 17 restent applicables a condition que les
appareils puissent mesurer les valeurs efficaces des grandeurs non sinusoidales, donc
contenant des harmoniques. Leur bande passante doit étre suffisamment élevée.

e Cas ou la charge est équilibrée, le systeme de tensions sinusoidales
étant équilibré direct et les courants périodiques alternatifs (Fig. 19.3)

On calcule la puissance apparente S a partir de la mesure du courant en ligne I faite
avec un amperemetre TRMS et la mesure de la tension simple V faite avec un volt-
metre. La puissance active P se calcule a partir de la mesure faite avec un wattmetre
W, . La puissance réactive Q se calcule a partir de la mesure faite avec un wattmetre
W, monté en varmetre. On en déduit alors la puissance déformante D (voir fiche 14).

S=3VI OL

P =3W > . @—

0 = W3

D =./S?— (P2+ 0?) 3 @
N

®

Charge triphasée
équilibrée

Figure 19.3 Montage de mesure — Charge équilibrée

Charge triphasée non linéaire

Une charge triphasée équilibrée non linéaire, type salle informatique, est alimentée
par un systeme de tensions équilibré (Fig. 19.4). On donne une approximation du
chronogramme du courant i;(#) sur la phase 1 de valeur maximale I = 24,5 A, et
celui de la tension simple v;(#) de valeur efficace V; = 230 V (Fig. 19.5). La série
de Fourier du courant i;(z) est :

) _ 4] [ . T
i1(t) = ;(sm (E) cos (wt)

I . (3«7 1 . (57
—|—§ sin <E> cos Bwt) + 3 sin (E) cos (Swt) + .. )

1. Calculer la valeur efficace /; du courant dans la phase 1.

2. Déterminer le chronogramme du courant ix dans le neutre. Déterminer sa fré-
quence et sa valeur efficace In. En déduire le rapport des valeurs efficaces In/I;.
Conclure.
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3. Donner I’expression temporelle du fondamental i;5; du courant dans la phase 1.
Calculer sa valeur efficace Iy .

4. En déduire le taux de distorsion harmonique du courant i;.

5. Calculer ing1 = i1m1 + f2m1 + i3m1 et la valeur efficace correspondante.

6. Calculer les puissances active, réactive, apparente, déformante et le facteur de
puissance pour la phase 1.

7. En déduire les mémes grandeurs relatives pour 1’ensemble de I’installation tripha-
sée.

8. Proposer un montage de mesure. (Rappel : les trois phases sont équilibrées).
Indiquer les valeurs lues sur les appareils.

9. Donner I’expression temporelle des 3 harmoniques de courant de rang 3 : ijn3,
ion3, i3g3 puis de ings = i1g3 + iop3 + isp3 et la valeur efficace correspondante.
Conclure.

10. Donner 1’expression temporelle des 3 harmoniques de courant de rang 5 : igs,
ions, i3ps puis de ings = i1u5 + ans + i3ms et la valeur efficace correspondante.
11. Généraliser : Quels sont les rangs des premiers harmoniques du courant iy ?
Tracer le spectre d’un courant de phase et de in.

I
S Charge 1
3 .
< 12
I Charge 2
= L
™ i Charge 3
in i

Figure 19.4 Charge triphasée non linéaire

s — i) --=-y (1)

/6

Figure 19.5 Chronogrammes

© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.
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Solution

1. Valeur efficace du courant dans la phase 1 :

2 /12 272 [7/12 272 T I
I = _/ it(0)do = —/ =, /—x—==—~10A
7 Jo 7w Jo T 12 6

2. Les chronogrammes des courants sur les phases 2 et 3 ont la méme allure que celui
de i;(t), mais ils sont décalés respectivement de —2m/3 =—120° et de
—4m /3 = —240° par rapport a i;(¢). Le courant dans le neutre est : iy = ij + iz + i3
d’ou le graphique (Fig. 19.6).

]I; } : } | 1 | 1 Il 1 1
‘ 0 0 =wt

Figure 19.6 Chronogramme du courant dans le neutre

v

On voit que la période Ty = T/3, d’ou : fx = 3 f = 150 Hz. La valeur efficace est :

612 [7/12 617 7 I
In=.— dd=,/]—x —=—=~17,3 A
T Jo F14 1 V2

NG

In
Le rapport des valeurs efficaces est : — = ~— = /3

L 2
Alors que les systemes de tensions et de courants sont équilibrés, le courant dans le
neutre n’est pas nul, il est méme plus élevé que le courant en ligne ! D’ot un risque de
fusion du neutre et d’incendie, si le neutre n’est pas dimensionné en conséquence.

3. Fondamental et valeur efficace de iy;.

' Hon (X (wt) ~ 8,07 cos (wr) et I Mo (Z) ~5.7A
= —SIn{ — | COS ~ B COS (w c = —SInn\|\ — ~ ,
LIH1 . 12 (& 1H1 71\/5 12

4. Taux de distorsion harmonique du courant ij.

12
THD = | — 1~ 1,44 soit 144 %
IlHl
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5.0na:
i1g1 = Ly cos (wt), oy = by cos (wt — 2w /3) et isy; = I[3y) cos (wt + 21 /3)
avec Iy = hyy = L. Dol :
iNgt =it +iom s =0 = I =0

6. Puissances et facteur de puissance pour la phase 1. Le développement en série de

. . — =
Fourier du courant iy; montre que : @11 = (Ilm, V1) =0,dou:
Py = Vi cos (pu1) = Vilim & 1311 W 01 = Vilipg sin (¢1a1) = 0 var
Sy = ViI; ~ 2300 VA Dy =,/S? — P} ~ 1890 vad
fo = P~ 0,57
P — Sl £

7. Pour I’installation, on a :

P =3P ~3933 W 0 =0var

S =38 ~ 6900 VA D=S2=P2=3/8?— P2~ 5670 vad
f _P_ P05

P_S_Sl ,

8. Le montage de mesure proposé (Fig. 19.3) convient car la charge est équilibrée.
Attention cependant, de nombreuses pinces multifonctions ne donnent pas D et calcu-

lent Q par +/S? — P? ce qui est inexact si le courant n’est pas sinusoidal. Valeurs lues
sur les appareils : V. =230 V, I =10 A, W; = 1311 W, W, = 0.

9. Harmoniques de rang 3.

. 41 . (3w

itz = — sin [ — ) cos Bwt) =~ 7,35 cos (Bwt)
3 12

. 41 . (3w

irys = —— sin | — ) cos 3(wt — 21 /3)) ~ 7,35 cos Bwt)
Ris 12
41 3

a3 = —— sin | 2= ) cos 3wt + 27/3)) ~ 7,35 cos 3wr)
3 12

41 . (3
Dol :  ings = i1ps + iops + i33 = — sin (%) cos Bor) ~ 22 cos (wt)
T

4] 3
I =——sin| — |~ 15,6 A
w=r50(%)
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Les harmoniques de rang 3 (a 150 Hz) s’ajoutent en phase dans le neutre, ce qui
explique I'importance du courant efficace dans le neutre (Ix =~ 17,3 A).
10. Harmoniques de rang 5.

. 41 . [(5mw
itngs = — sin | — ) cos (Swt) ~ 6,03 cos (Swt)
S 12

a1 . (5
s = 5—sin (TZ) cos (5(wt — 27/3)) ~ 6,03 cos (5wt — 107/3)
T

41 5
i3H5 = 5 sin <I_Z) cos (S(wt 4+ 21 /3)) ~ 6,03 cos (Swt + 107/3)
T

D’ou: inps = iigs + i2ns + isgs = 0. Les harmoniques de rang 5 s’annulent.

11. Généralisation : les rangs des harmoniques du courant ix sont impairs et multiples
de 3, soit les rangs : 3, 9, 15, 21, etc. La décroissance est assez rapide (en 1/n), et
I’harmonique 3 est prépondérant. La (Fig. 19.7) montre le spectre du courant de phase
qui alimente la charge et du courant dans le neutre absorbé.

Courant efficace Courant efficace

de phase (A) de neutre In(A)
A A
15,6
5,7 |
5,2 5,2
4,26 3,12
I I.____A S -
T T T T T —> T 1 T T T 11 T T T 11 T
Ol ¢ "af 5f 7f of 11f 0 3f of 15¢

Figure 19.7 Spectres du courant de phase et du courant de neutre absorbé
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