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Calcul vectoriel

1.1. REPRESENTATION D’UN POINT DANS L'ESPACE

On se placera toujours dans un repére orthonormé Oxyz, de vecteurs unitai-
reséx, €y, €.

1.1.1 Coordonnées cartésiennes

- e - - -
r=0M = Xx& + yéy + z&; :
Si M se déplace, on a: M (z,y, 2)
N TNA pad A A % e
dOM = dM = dx&x + dyéy + dze, o v )
2 .
OM =x2+4+y24+ 22 H

(dOM)2 = dx2 + dy? + dz2

1.1.2 Coordonnées cylindriques

Vecteurs unitaires: &, &), & ;

On définit M par sa coordonnée z et par les coordonnées polaires r, 6 de son
projeté sur le plan xOy.

Y . - | Xx=rcosé
OM_ref“eZ{y:rsine ]
dOM = dr& +r df & + dz&, o Meed
2 o y ,
—
OM :r2+22 r ¢

(dOM)2 = dr2 + (r df)2 + dz2 .
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2 Calcul vectoriel

1.1.3 Coordonnées sphériques

Vecteurs unitaires : &, €, €,.
On définit M par lalongueur
r = OM et lesdeux angles ¢ et 6.
X =Tr sinfcosy
oM =r§ { y=rsinfsing
Z=r cosé
dOM = drg +rsinfdp8, +r do &

2
OM =r2

=T

(dOM)2 = dr2 + r2sin?0d 2 + r2 dg?

M

Bien distinguer la coordonnée polaire r = OM et la coordonnée sphérique
r=O0M.

1.2. VECTEURS

Dans cet ouvrage, la norme d’ un vecteur V, habituellement écrite ||\7|| sera
désignée tout simplement par lalettre V pour ne pas surcharger I’ écriture, sauf
necessité.

1.2.1 Somme de deux vecteurs

= \71 + \72 0 v,
= X16 + Y1€y + Z1& "

< <
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1.2 VECTEURS 3

Vo = XoBx + Y8y + Z2&;
= (X1 + X208 + (Y1 + Y2)By + (Z1 + Z2)&
1.2.2 Produit scalaire v

S=V;-Vo Sestunscaaire
Par définition S= V1 Vo cosa

«

ou I’angle « est défini par o = (\71,\72).

* Le produit scalaire de deux vecteurs perpendiculaires est nul.
» Pour les vecteurs unitaires €, €y, €, on a:

= =2 = =

& By =86 € =6 &=0
& & =6 =6 &=1

Expression cartésienne du produit scalaire

S=(X16x+Y18y+Z18;) - (Xo8+Yoly+Z26,) = X1 X2+ Y1Y2 + Z1Z5

Exemple 1. Travail d’une force

Si F est laforce et d le déplacement,
ona:W=F.d= Fdcosa

Si F Ld, letravail est nul.

S a=(d,F) et aigu, le travail est
positif, il s'agit d’un travail moteur.

S « est obtus, le travail est négatif, il
S agit d'un travail résistant. M d

1.2.3 Produit vectoriel P

P=ViAV

Par définition, P est un vecteur

— perpendiculaire au plan (\71,\72),

—orienté de telle sorte que le triedre “
V1, Vs, P soit direct,

=



4 Calcul vectoriel

—denorme V1V2 |Sina|
ol o=V, Vo).

* Le produit vectoriel de deux vecteurs paralléles est nul.
* Pour les vecteurs unitaires &, €y, €, on a:

BN =B AB =8 A8=0
[8ngy] =&y n&| =18 A&l =1
Expression cartésienne du produit vectoriel :

P = (X18 + Y18y + Z18&) A (Xo8x + YaBy + Z2&)
= (Y122 — Yo2Z1)€ + (X2Z1 — X1Z2)&y + (X1Y2 — X2Y1)&;

Exemple 2. Moment d’ une force par rapport a un point O

A,
On écrit : R
F
Mo=OMAF ol
I o
O \\\
. e = S~ )
Le produit vectoriel OM A F est tou- »Y
jours orienté de telle sorte que le triédre P o
et o
oM, ? Mo soit direct. It

1.2.4 Vecteurs polaires et vecteurs axiaux

Un vecteur polaire est indépendant du sens positif ou négatif de I’axe qui
constitue son support.

Par exemple, une force est un vecteur polaire (on dit aussi « vecteur vrai ») : le
choix d’un sens pour son support ne modifie en rien sa direction, ni son sens.

Un vecteur axia (on dit auss « pseudo-vecteur ») se distingue du vecteur
polaire dans la mesure ou, une fois que sa direction et sa norme sont fixés,
C'est le sens de rotation autour de son axe-support qui finit de le déterminer.
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1.3 CIRCULATION D’'UN VECTEUR 5

Cela correspond au choix du triedre direct pour exprimer le produit vectoriel

OM A F . Il arrive d’aiIIeuLs gu’un vecteur axial soit représenté avec une
fleche \_/ (par exemple /).

1.3. CIRCULATION D'UN VECTEUR

. - . o 2 LT =
Soit un champ de vecteurs V (M) et un déplacement élémentaire MM’ = dM

, . =
noté aussi d¢ .

m Circulation élémentaire v

dé=V.dM | (scdaire) (1.2

M M

Coordonnées cartésiennes:
V = Vxé + VyBy + Vz&,

dM = dx & +dyéy + dz&;

d ‘€= Vxdx + Vydy + Vzdz

Coordonnées cylindriques : z

=V & +Vyp& + Vz& " e

2l <
=

=dr & +r dié +dzé& e
d€¢= Vydr + Vygr df + V7 dz 0
Coordonnées sphériques:: P
V=V&+Vypd+V,8&, .
d_l\/l)zdré(+rd9ég+rsin9dgoé¢ o " ! y

d €= Vr dr + Vyr df + Vyr sinfdy .
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m Circulation sur un chemin

On considere un trajet AB sur une courbe (C). Il convient de fixer le sens de
parcours sur la courbe (C).

B
‘Gp= [ ~de= [ NV.dM (12 '
AB AB
A
Si le chemin est fermé: (C)
= f V- dM (L.3)

Par exemple, si le champ de vecteurs est un champ de forces, la circulation
n’'est autre que le travail.

1.4. FLUX D'UN VECTEUR

Soit un champ de vecteurs Y, (M) et une surface é émentaire ds.

m Flux élémentaire

db=V.dS=V.NdS| (14)

ol N est le vecteur unitaire normal a la
surface dS, gu’il convient de bien orienter,
en tenant compte des conventions qui vont
étre préci sées.

m Flux a travers une surface ouverte

Soit (C) le contour sur lequel s appuie la
surface (S).

Une fois_ (C) orienté, le sens du vecteur
unitaire N est défini par la regle du tire-
bouchon (sens dans lequel avance le tire-
bouchon quand on le tourne dans le sens
positif choisi sur (C)).

Onaadors:
cp://dep:/fv.ﬁds (1.5)
S S
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1.5 ANGLE SOLIDE

Si la surface est fermée, on ne peut pas
définir le contour (C). Par convention N
est orienté de I'intérieur vers |’ extérieur.

Exemple 3. Champ a symétrie sphérique

Int.

Ext.

Calculer le flux du vecteur V(M) = f(r)& atravers une sphére de centre

Oetderayonr.
On atout simplement :

@:#V-NdS:ﬂ f(r)ds
S S

:47rr2f(r)

car f(r) est constant quand on se déplace sur la

sphere.

1.5. ANGLE SOLIDE

m Angle solide élémentaire

Par définition I’angle solide d2 sous lequel on voit une surface élémentaire

ds a partir d’un point donné O est :

Y-S
4o — ds'zef _ dSC‘Z’SO‘ (1.6)
r r

Dans le cas ou I’élément dS est pris sur la sphere de centre O et derayon r,

on atout simplement :

ds

ds - ds
d2=—5N.-& = — .
iz T2 o
Exemple 4.
. 1 Ay 2 )
* Espace entier : Q:—Z# dS=7T—2:47r stérad.
r<Jfs r

» Demi-espace entier : 2 = 2 stérad.



8 Calcul vectoriel

* COne de demi-angle au sommet ag :

dS = 2ar sSinar do
= 2mr2sina da %’
\'

ap ‘
// / 27 SN o do
ST

= 2m(1 — cosap)

1.6. OPERATEURS VECTORIELS

1.6.1 Gradient

L’ opérateur gr_a)d (ou encore V, opérateur vectoriel polaire nabla) associe a
of of af)

une fonction scalaire f (x, y, z) un vecteur de composantes ( ax’ 3y’ 3z

of of of

: df = —dx+ —d —d
Comme o ay y+
on en déduit
df=(gTe?df>.d_|v1 (1.7)

relation que I’ on utilise pour définir le gradient dans un systeme de coordon-
nées quelconques.

Coordonnéescartésennes: f = f(X,Y, 2

r_a)df—ﬂ* +ﬂ* +ﬂ*
g = x> ayey 57"~

Coordonnéescylindriques: f = f(r, 6, 2)

—> — - — - — -
grad f = (grad f)r & + (grad f)p €& + (grad )z &
dM =dr & +rdié + dzé&
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1.6 OPERATEURSVECTORIELS
On en déduit :

df = (gﬁa f .m’> — (grad f) dr + (grad f)sr dd + (grad ), dz
of  of . af

Or df=—d ﬁde-l——d
of
ar | &
— of "
grad f = Y €
of | &
3z

Coordonnées sphériques: f = f(r, 0, )

Un calcul analogue au précédent donne :

(2

or &
— of
f=| 2 |a
grad rof <
1 of é{p
\rsndoy )

Propriétés:
L es surfaces de niveau sont définies par

f(x,y,z) = cte.

Direction du gradient :

Soit une surface de niveau f (X, y, z2) = A.
Pour un point M se déplacant sur cette surface, on a:

—

df:(gT;?df>.dM:o

_9 R .
Le vecteur grad f est donc normal ala surface de niveau.
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Sensdu gradient :

Soit deux points M1, Mo sur deux surfaces de niveau voisines f = \p
e f=X>\.

Ona df=)\2—>\1=<gr_a)df)-M1M;2>O

o Levecteur grad f est orienté dans le sens des valeurs croissantes de f.

Circulation d’un gradient :

f(B)
“Ga= | gﬁdf-mzf df
f

AB (A
/ﬁ (gr_a’df)-mzf(s)—f(A) (1.8)
AB

Elle est égale alavariation delafonction f et ne dépend pas du chemin par-
couru.

Cette relation facilite parfoisle calcul delacirculation d un vecteur lelong du
chemin. Encore faut-il que ce vecteur soit un gradient. On montre que, pour
gu’un vecteur V soit un champ de gradient, il faut et il suffit que les dérivées
partielles croisées de ses composantes soient égales deux a deux, soit :

Vx  dVy aVy  aVy  aVy  aVx . :
= , = , = (voir exercices)
dy — ax’ 9z ay  oIx oz

Dans le cas particulier d’un parcours fermé, on a:

<€AA=7§(gr_a’df>-dTv|’=o (1.9)

1.6.2 Divergence

L’ operateur div (ou encore v ) associe a un vecteur Vle produit scalaire de
V par ce vecteur

dvV =V.-V (scaaire)
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1.6 OPERATEURSVECTORIELS 11

Coordonnées cartésiennes :
N aVs oV oV
divV = —=X + y + z
X ay 0z

Coordonnées cylindriques:
On montre que div Y, peut se mettre sous la forme condensée suivante :
- 1oV V, A

=+ |: (rvr) + 9] + z

divV =
r or 26 0z

Coordonnées sphériques::
Une expression simplifiée de div V est donnée par :

Gyy o LAV 1 a(sng 1 8V,
r2 . or rsng a0 rsing oy

Divergence et flux d’un vecteur :

Par definition, la différentielle du flux de V atravers une surface fermée (S
est reliée aladivergence de V par :

d® = divV dr (1.10)

ou dr représente un volume élémentaire : la divergence d’ un champ vectoriel
représente le flux de ce vecteur sortant de I’ unité de volume.

On en déduit :
cb:ﬂ V.%:///T)dideT
S

Cette formule, dite de Green-Ostrogradsky (voir paragraphe 1.8) facilite par-
foisle calcul du flux d’ un vecteur atravers une surface fermeée.

1.6.3 Rotationnel

L’ opérateur rot (ou encore V A) associe & un vecteur V le produit vectoriel de
V par ce vecteur :

otV = VAV
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Coordonnées cartésiennes :
aVz  dVy\ _
& €& & ay 9z |
— -~ 0 d 0 oVx  aVz | .
otvV=|— — —|=| -5 168
X dy 0z 0z dX
Vx  Vy Vg My _ 9Vx &,
X ay
Coordonnées cylindriques::
—> 7, 18VZ an
otVy =-— - —
(Fot Vr 30 9z
—> 7, 8Vr 8VZ
rotV)y = — — —
( e 0z ar
— - 110 oVr
rotV); = - — - —
( )z . [ar( 0) 89]

1 [a(€nOVy) Vv
a6 oy

_ 1 oVy 10(rVy)
S rsinfap r  or

17a(rVy Vs
r ar 20

(Tot V), =

Rotationnél et circulation d’un vecteur :

Par définition, ladifférentielle de lacirculation de V sur un contour fermé (©)
est relié au rotationnel de V par :

—

de= (61\7) .d5 (1.12)

ou dSest un élément d’ une surface quelconque (S)
qui s appuie sur (C).
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1.7 RELATIONSVECTORIELLES 13

Cette relation permet de définir la coordonnée du rotationnel dans une direc-
tion quelconque de vecteur unitaire i.

On en déduit :
=f v [[ (mv) @
©) (S

Cette formule, dite de Stokes (voir paragraphe 1.8), facilite parfois le calcul
de lacirculation d’'un vecteur le long d’un contour fermé.

1.6.4 Laplacien
L’ opérateur Laplacien (noté A) est défini par :

32 92 32
ax2  9y?  9z2

Il peut s appliquer a une fonction scalaire :

Af__azf_+82f_%82f
C9x2 9y 92

OuU a un vecteur :

aZV_+aZV_+aZV

ax2  ay2 972

= &AVx + &yAVy + &AV,

AV =

L’intérét de tous ces opérateurs vectoriels est d’ une part, de permettre une
écriture concise des éguations dites «locales» (exemple: éguations de
Maxwell), et d’ autre part, de faciliter les calculs, grace aux relations vecto-
rielles qui existent entre eux, et aux transformations intégrales qu’ils per-
mettent d’ effectuer.

1.7. RELATIONS VECTORIELLES

L=
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f et p étant des fonctions scalaires, on a:

grad(fp) = f grad p + pgrad f (1.14)
div(fA) = (grad f) - A+ f div A (1.15)
div(AAB) =B .rot A— A rotB (1.16)
rot(fA):(gr—a)df)/\,&—l—fﬁ)t,& (1.17)

div(grad f) = Af (1.18)
div(rot A) = 0 (1.19)
rot(grad f) = 0 (1.20)

rGL(Tot A) = grad(div A) — AA (1.21)

1.8. TRANSFORMATIONS INTEGRALES

Théoréme de Stokes (ou du rotationnel) :

f A.dl =f/ rOtA - dS[(S) sappuiesur (C)] (1.22)
C (S

Théoreme de Green-Ostrogradsky (ou de la divergence) :

ﬁf A.dS= / / divA - dr (1.23)
Sfermée (n

[(T) volume englobé par (S)]
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1.8 TRANSFORMATIONS INTEGRALES 15

Formule du gradient :

/f/ gTz?dde:# fds (1.24)
@ S

Formule du rotationnd :

/f/ ot Ad :# dSA A (1.25)
(M S
Exemple 5.

On considére le champ vectoriel 4

= (ax + by)& + (cx + fy)&, Y IR
et le contour fermé ABC D A précisé sur lafigure. "ﬁ@ N
Vérifier le théoréme de Stokes en calculant la y 11
A B

circulation de V sur ce contour.

Onad une part :

S = 1 1 0 0
‘€=j£ V. de =/ axdx+/ (c+ fy)dy+/ (ax+b)dx+/ fydy=c—b
C 0 0 1 1

et d autre part :
// t\7-d_§=// V. Nds
(S (S
et comme:
rot(V)=(c—bg e N=&
il vient :
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Exemple 6.

=}

On considére le champ vectoriel a

symétrie sphérique: V =ar et la

sphéere derayon r centréeen O.

Vérifier le théoréme d’ Ostrogradsky

en calculant le flux de V atraversla

surface de la sphére. (8)

On a d'une part

o=, 7w [[ s
S

— ar S= 4rar3
D’autre part :

- 2 BAY/

divv = -\, + - T —2ata=23a
r ar

On en déduit :

// divV dr = 3a// dr = Bairr?’
&) () 3

— 4rar3
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EXERCICES

1.1. On considére le champ vectorid :
A = (3x2 + 6Y)& — 14yz8, + 20xZ%§,
Calculer lacirculation de A entre les points (0, 0, 0) et (1, 1, 1) le long des chemins
suivants::
a) le segment de droite joignant ces deux points,
b) les segments de droite allant de (0, 0,0) a (1,0, 0) puisde (1,0,0) a(1,1,0) et
enfinde (1,1, 0) jusqu'a (1, 1, 1).
Ce champ vectoriel est-il un gradient ?

1.2. Soit le champ vectoriel :

—

V(M):% aec OM =rg
Calculer lacirculation de V lelong de:
a) la spirale logarithmique d’ équation polaire :
r=ae’, entre 6, et 6

b) la cardioide :
r =a(l+ cosh), entre 0O e .

1.3. On considére le champ vectorid :
V = (2x — )& + (2y — X)& — 428,
Montrer que ce champ est un gradient, et déterminer la fonction scalaire ¢ dont il

dérive par lardation  V = grado.

1.4. Un champ de vecteur E, dans I" espace orthonormé &, &y, €,, est caractérisé par
Ses composantes :

yz
E—( X ) ol f ne dépend que de x et v.
f(x.y)
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1) Déterminer la fonction f pour que le champ E dérived’un potentiel V tel que:
E = _gradV

2) Déterminer alors le potentiel de V.

3) Quelle est la circulation du champ E entreles pointsA(0,0,0) et B(1,1,1) ?

o

1.5. 1) On considére le champ vectoriel a symétrie sphérique : V= 2 Montrer que
1 -
ce champ dérive de lafonction scalaire f = — par larelation V = gr_a>df (r).

2) Calculer div (32) o id (%) .
r r

1.6. Calculer le flux du champ de vecteurs :
V(M) = 4xz8, — y28, + yz&,

a travers la surface du cube limité par x =0,
x=1,y=0,y=1,z=0,z=1.

1.7. Calculer le flux du champ vectoriel :
V(M) = x28 + Py — 2208 + (2xy + Y28 g

a travers la surface totale de I'hémisphére S
limitépar z=,/a? — x> —y? etz=0. o ¢ y
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1.8. Soit le champ vectoridl : z
V =278 + 38, + 2xy&,

1) Montrer que le flux de V sortant atravers|’ hé-
misphére de centre O et de rayon R est le méme y
gue leflux rentrant atraverslabase constituée par R
le disgue de centre O et derayon R du plan xOy. -

2) En déduire le flux sortant atravers |’ hémisphére.

-

. = r - N
1.9. Déterminer leflux du champ devecteursV = K r—3(r = O_I\/I)) atravers une sur-

face fermée contenant I’origine O. Méme question pour une surface fermée ne
contenant pas le point O.

1.10. Vérifier le théoréme de Stokes pour le 3

champ de vecteurs V = 2y& + 3x& — 228, (5)

dans le cas ou S est la surface de |I"hémisphére

supérieur d’ équation x> +y?> +272=9,et (C) le 0 3
contour sur lequel s appuie cet hémisphére.

CORRIGES

1.1. A = (3x2 4 6y)& — 14yz8, + 20xy%8,

a) Sur le segment de droite joignant (0, 0,0) et (1,1,1),ona: x =y = z. On peut
donc écrire:

b))
I
/\
>
=
I
o~
ke
~~
w
X
N
+
()]
X
p—
o
=l
w |
S~
A
H
£
)
o
X
+
o~
ke
N
o
X
w
o
X
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b) De(0,0,0) 4(1,0,0):y=0 z=0
dy=0 dz=0

de(1,0,00a(1,1,00: x=1 z=0
dx=0 dz=0

de(1,1,0 a(,11): x=1 y=1 dx=0 dy=0

1 20
‘G = / 20%dz = =
0 3

20 23
<€=<€1+<€2 <€3_1+_ =
3 3
Comme la circulation entre les deux points (0,0, 0) et (1, 1, 1) dépend du che-

min suivi, A n'est pas un gradient.

—1|—1¢

oM

1.2. Ona: V = oM =

=&
a) Lelong de la spirale logarithmique r = ae?, on a:

d€=V.dM =& - (dr& +r di &)
=dr = ak’ds
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‘“= ak " do = [ae]?
_ a(ekgl _ g
b) Lelong de lacardioide r = a(l+ cosé),ona:
d€¢=V-dM = dr = —asin g df

(52/ —asingdj = [acosH]]
0

=—2a

1.3. Pour montrer que V est un gradient, il suffit de vérifier que les dérivées croisées
de ses composantes sont égales deux a deux.

Ona:

V = (2x — y)& + (2y — x)& — 428,

Vy =2X—Y Vy =2y —X V, = -4z
oV, V
X1 hz_l
ay aX
oV V. -
-~ =0 —Z2=0 V est bien un champ de gradient.
9z ay
V.
—Z2_0 8_\/":()
ay 0z
* Détermination de lafonction ¢.
dep dp dep
Ona: dp = —dx + —d —dz
PE T YTz
et auss : dg0:gr_a>d<p-m:\7-m
On adonc
ad
a—i:Zx—y = o =x2—yx+ f(y,2)
dp of
L =X+ — =2y —X f =y2+9(z
3y +8y y = y-+9(2
dp 99
F_B _q4 =-224C
0z 0z z — g i

ou C est une constante arbitraire.
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On en déduit finalement :

p=x2—yx+y?>—-222+C

1.4. Le champ E est défini par :

E = yz& + 2x& + f(x,Y)&

1) Pour que E soit un gradient, il faut que les dérivées croisées de ses composantes
soient égales deux a deux, soit :

dEx _ 9Ey . e
=_ Z = zZ qui est vérifié identiguement
3y ox = q q
38_Ev _ f’ai o, of
z y Y 1 conditions nécessaires
9E, 9y ., f_
X 0z aX
ot =X == f =xy+9g®X)
ay - = Xy g
of dg dg
—=y+ = = =0 =C
X ax ) = dx =9

Lafonction f doit donc étre de laforme:

f=xy+C

2) Pour déterminer le potentiel V, on écrit que E = —gr_a>dV. D'ou:

oV
E Xz v Xz ou - u (2
= = —_—— —_— =V
Y oy ay
LAY au
E = = = = _— —_ —
z=Xy+C x Xy o7 == v Cz+cte

On en déduit :
V = —xyz— Cz+ cte

3) Circulation entre les points (0,0, 0) et (1, 1, 1)
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N V(B)
¢= [ _E.dM = — Agr_a)dv-d_l\/l>=—/ dv
AB AB V(A

¢=V(0,0,00—V(1,1,1)=1+C

1.5. 1) Soit V = rer—z asymétrie sphérique :
. & — . . af . df_
Ona: r—z_gradf(r)_a—rur_d—rur
Olf—1:>f(r)— 1—|—cte
a  r2 oo
(&
2) Cdlcul dediv (—2>
r
Ona: r’=x2+y>+7°
rd=rdx+ydy+zdz
X
Vy = = o _x
r ax r
- & y oy
=T _lv=2 a_7
V= E y r
z ar  z
V:— _— = =
27 r8 3z r

ox  r3 rér rs
aVy  r2—3y? 0V, r?+437
ay  rb 9z~ r5
A 3r2_3 2 2 2
div<%)= (x5+y +7) _,
r r

sauf pour r =0 o0V n'est pas défini.

« Calcul de rot <re(_2> :

On peut faire un calcul direct, en utilisant la définition de |’ opérateur rot.

-

Il est plus simple de remarquer que, re(—zétant égal agr—a)d f, on peut appliquer larela

tion vectori€lle:
—>

E)t(grad f) = 0
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Par conséguent, rot (

| e
N——
I
ol

sauf pour r =0 ol V n'est pas défini.

1.6. V(M) = 4xz8 — Y28 + yz&,
a)Face x=1:dS=dydz n=¢& z

1 1
<I>1=/ 4zdzf dy=2
0 0

b)Face x=0:dS=dydz n=—8&
@2:0 1

c)Face y=1:dS=dxdz N:éy

1 1
<I>3=—/ dx/ dz=-1
0 0

dFace y=0:dS=dxdz N=-8§ = ®;=0

5

e Face z=0:dS=dxdy N=—-§ = ®5=0
fyFace z=1:dS=dxdy N =&

1 1 1
<I>6=/ydy/ dx = =
0 0 2

1 3
(Dtota|=2—1+§=§

1.7. Lasurface totale est constituée par la surface de I” hémisphére plus la surface de
la base (surface fermée).

z

On peut calculer leflux directement, maisil est plus

ds
commaode d' utiliser le théoréme de la divergence.

V = x2%8 + (x2y — )& + (2xy + y?2)&, 0

cp:// V-Eézf// div V dr .
©) ™ :

dvV=22+x24+y2=r2  dr=r2sinfdidr dy
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D'ou: d):///r“sin&drd&dgo

a 7—2T 2r
:/ r#dr sn&d@/ dp
0 0 0
5 2na®
X X £ 5
ds
= 0V aVy 3V
dvv=—Z2X4+-—2Y4_2-90
ax 9y | 9z
0
Soit S la surface totale de la demi-sphére (hémis- a v
phére + base) et 7 le volume de cette demi-sphére.
x N

L e théoréme de la divergence permet d' écrire :

%zﬂ V.Ndszf/ divV dr =0
(©) (n

@ (sortant) + & (sortant) = 0 —> @ (sortant) = & (rentrant) =0

hémisphére disque hémisphére disque
2) On en déduit :
X =r1 cosf
d (sortant):// 2xy dS avec y=rsné
hémisphéere disque dS=rdrdo

d):// 2r3sin® cosf do dr
disque

2T R
=2/ sinecosede/ r3dr =0
0 0

- r

1.9. V=K

|

=K

q
-
N

a) Si la surface fermée contient I’ origine, on ne peut pas appliquer le théoreme de
Green-Ostrogradsky car div V n'est pas définie en O. |l faut faire un calcul direct :

q>=// V. Nds= K// 5. ]
S '

—K/ dQ2 = 4rk
S
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b) Si la surface ne contientpas le point O, on a:

dvE — 0

CD:// \7'I<IdS=/f/ divV dr=0 puisque s =
€] ™ r

1.10. Théoréme de Stokes:
()

/ EZ:/ otV - d S
©) (S y

V = 2y& + 3x& — 7%&,
(C)

<

%

a) Calcul du rotationnel : on aici otV = €.

dS=dSN dS=R?’snfdddy N =4&

T 27
%;”:f/ﬁtV-NdS: RZ/Z sinfcosfdd | dy
s 0 0

=7R?=9r

b) Calcul direct :
—> N < o .

On a: d = Rdaé, ou €, est le vecteur unitaire

porté par latangente a (C). y

€, = —(Sin )& + (cosa)éy
. R
- = .
V. dl = -2y(sina)Rda + 3x(cosa) R da
() €

avec X = Rcosa et y = Rsha

On en déduit : E= / V. dl
C
2

2m
E= —2R2/ Sinzozda+3R2/ cos? o dav
0 0

= —27R%? + 37R? = 7R? = 9r.
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Champ électrostatique
dans le vide

2.1. CHARGES ELECTRIQUES

Dans tout phénomene physique intervient un «objet » dont la structure
confére certaines propriétés a |’ espace qui I’ entoure. Dans le cas de la gravi-
tation, I’ objet est constitué par une masse. En électrostatique, I’ objet est une
charge, mesurée en coulomb (C) dans e systéme international.

Il existe deux types de charge électrique; les charges de méme nature se
repoussent tandis que celles qui sont de nature différente s attirent. Les unes
sont dites « positives » et sont mesurées par un nombre positif, les autres sont
dites « négatives» et sont mesurées par un nombre négatif (cf. paragra-
phe 2.2). Toute charge est multiple de la charge élémentaire :

e=16-10"19¢C

L es atomes sont constitués de particules chargées, a savoir :

—les électrons: (e7) responsables de la conduction électrique dans les
métaux

charge: ge= —e=—1,6-10"1°C
masse : me = 9,1- 10731 kg

—lesprotons: (H™)
charge: gp =e=1,6-10"°C
masse: mp = 1,67 -10~% kg
ains que lesions et les porteurs de charge dans les semi-conducteurs qui peu-
vent étre des électrons ou des « trous » (absence d’ électrons).
On distingue :

* les charges ponctuelles : supposées sans dimension, ce qui est analogue a
I” hypothése du point matériel en mécanique.
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* les distributions continues de charge : hypothese d’ une charge macrosco-
pique permettant de définir une charge infinitésimale dq, a laquelle on peut
appliquer les formules établies dans le cas d une charge ponctuelle, avant
d’intégrer sur la distribution.

On définit ainsi les densités :

dg

—linéique sur un fil : =g [C-m™]]
d
— surfacique (ou surperficielle) sur une surface: o = d—g [C-m~?
. d
— volumique dans un volume : p= d—q [C-m~9
T

auxquelles correspondent respectivement les charges infinitésmales A dl,
odSet pdr.

2.2. LOI DE COULOMB

Soit deux charges q et g’ placéesen M et M’ et distantes de r. Ces charges
peuvent étre positives ou négatives, mais dans le cas de la figure, nous suppo-
serons qu’ elles sont de méme signe.

!

- Ve - q
Laloi de Coulomb permet de déterminer la Uiy Fyp
M

force Fyy- exercée par g sur g’, ou encore la r

force IEM exercée par q’ sur g, ces deux for- q
ces étant égales et opposees, conformément M
au principe de I’ action et la réaction.

Cette loi s écrit :

2 qq’ -
Fvr = K Umw (2.1)

2 qq’ 1
ou Fv = K—-Umrm avec K=
r2 Areq

=9.109 s,
Um M est le vecteur unitaire porté par le support de MM/, orienté de M vers
M’, (on dit dans le sens qui va de la cause vers |’ effet).

Laforce est répulsive si les charges sont de méme signe, €elle est attractive
s elles sont de signes contraires.

Cetteloi traduit I’interaction entre les deux objets q et q'. Les notions de champ
et de potentiel permettent de préciser les propriétés relatives a un seul objet.
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2.3. CHAMP ET POTENTIEL

2.3.1 Cas d'une charge ponctuelle

La seule présence d une charge ponctuelle g au point M (comme d'ailleurs
d une masse ponctuelle m, dans le cas de la gravitation) permet de définir
deux propriétés en un point M’ de |’ espace environnant :

— une propriété vectorielle, le champ électrostatique :

Ey = K%UM/M 2.2)

—une propriété scalaire, le potentiel électrostatique (défini a une constante
pres) :

Vi = K? +cte 2.3)

— et une relation entre les deux propriétés :

EM :—g_re?dVM ou de—éM-m

(2.4)

Le champ électrique est orienté vers les potentiels décroissants (cf. para- E.:
graphe 1.6.1).

2.3.2 Lignes de champ et surfaces équipotentielles

Leslignes de champ, qui sont les courbes tangentes en chaque point au champ
E, sont ici des droites passant par la charge ponctuelle q placée en M. Ces
lignes sont orientées centrifuges ou centripétes suivant que q est respective-
ment positif ou négatif.
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Les surfaces équipotentielles V = cte sont des spheres centrées en M. En
effet, sur ces surfaces, on a:
di i LE

dV=<gTa)dV)-af=—I§- —0 —

2.3.3 Cas d'un systéeme de charges

Lorsgue n charges ponctuelles existent simultanément en des points My,
Mo,...,Mp, le principe de superposition permet d’ écrire :

— pour le champ résultant en un point M (avec ri = MjM = 0):

- O -
Ev =K Z r_IZUMiM (2.5)

V=K I (2.6)

Dans le cas de distributions continues de charges, on aura de méme :

— pour un fil chargé uniformément :
B

- Ade A
Em = .~ Upwm de
AB T r u
Ade r
VM = P A
AB T
— pour une surface chargée uniformément :
= CTdS i
EM:K// —-Umwm ds r M
S 7
P Unpny

VM:K// 0dS ()
S T

— ¢t pour un volume chargé uniformément :

d ;
M_K/f/ 2 T w
S p
d P
=k [f] 2 .
mn T !
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2.3.4 Utilisation des symétries

Si, en un point donné M, il passe un plan (M) laissant la distribution des char-
ges invariante par réflexion dans ce plan, alors le champ en M doit étre inva-
riant dans cette réflexion : E est donc contenu dans le plan de symétrie (M).
Si il passe par M deux plans de symétrie distincts, E est donc dirigé suivant
la droite d'intersection des deux plans: il suffit donc de calculer la coordon-
née de E sur cette direction de droite. _

Si en M passent trois plans de symétrie formant un triedre, alors E est nul en
ce point.

Des considérations de symétrie peuvent dans certains cas particuliers faciliter
enormément les calculs des champs et des potentiels résultants.

(Voir exemples d' applications et exercices).

2.4. FORCE ET ENERGIE POTENTIELLE ELECTROSTATIQUES
De fagon générale, la présence d’ une charge g en un point M ot le champ est
E setraduit par une interaction caractérisée par deux propriétés :

— une propriété vectorielle, laforce exercée sur la charge q (cf. en particulier
I"expression (2.1) delaloi de Coulomb) :

F=qE 2.7)

—une propriété scalaire, |I'énergie potentielle définie a une constante prées
comme le potentigl :

Ep=0dVm (2.8)
— et une relation entre les deux propriétés :
F = —grad Ep (2.9)
* L’interaction entre deux charges est réciproque. On a || IEM = ﬁMr||,

ce qui vérifiele principe de I’ action et la réaction pour un systéme isolé.
* L’ énergie potentielle Ep definie ci-dessus peut étre vue comme
—I'énergie de g’ dans le champ de q,
—|"énergie de g dans le champ de ¢/,
— I’ énergie potentielle du systeme isolé, constituée par les deux charges
degetq’.

Le probleme de la géneralisation de Ep a un systeme de n charges (n > 2)
sera examiné par la suite (chap. 5.).

=
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2.5. CIRCULATION DU CHAMP ELECTRIQUE

Soit un parcours AB orienté de A vers B. B
. . = P E
La circulation du champ Ep sur un élé "
—_— , A
ment de parcours d¢ s écrit : "
M

d¢=Ey - dl 4
— _gradVyy - df = —dVyy

On en déduit les relations :

m
o
S
Il

|
o
<

m
o
~
Il
<
>
[
<
w

(2.10)

.[A/-B

Notez que la circulation du champ de A vers B est égale alavaleur initiale
moins la valeur finale du potentiel.

Et en particulier, sur un parcours fermé :

f E. 4 =0 (2.12)
©)

« Lacirculation de E est indépendante du parcours choisi, puisqu’elle ne
dépend que de la différence de potentiel entre A et B. Le potentiel étant
défini & une constante pres, on voit que le choix de cette constante n’in-
tervient pas dans la différence de potentiel.

« Par contre, lacirculation de E dépend du sens de parcours choisi : ¢’ est
ce sens qui fixe le signe de la différence de potentiel. Il faut donc tou-
jours orienter le parcours avant de calculer la circulation de E.

2.6. LOI LOCALE ET LOI INTEGRALE

m Forme locale

Laloi E = —gr—a>d V permet de déterminer E enun point quelconque si V est
connu en ce point (ou I'inverse). Elle présente un caractére général, libéré de
toute considération de symétrie susceptible d’ apparaitre al’ échelle globale.
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Cette loi peut s écrire sous une autre forme, également locale: en effet,

sachant que rot (gr_a)d V) = 0, on peut écrire :

IGtE=0 (2.12)

Le champ électrique E est dit irrotationnel.

m Forme intégrale

. - —
Laloi /A E-dl =Va—Vpg
A
> —> ,
ou encore 7{ E-d¢ =0 ((C) contour fermé)
©)

peut permettre le calcul de E enun point, maisil faut passer par un calcul a
I’ échelle globale. C' est dire que cette loi intégrale ne présente de I’ intérét que
s I’on peut mettre en évidence des symétries permettant de faciliter le calcul

(par exemple lorsque E est uniforme et peut sortir du signe / ) . Danscecas,

la deuxiéme méthode peut s avérer plus rapide que la premiére.
D’autres lois locales et intégrales seront revues par la suite (théoréme de
Gauss par exemple).

2.7. EXEMPLES D'APPLICATION

Exemple 1. Comparaison entre force électrostatique et force de gravi-
tation dans I’ atome d’ hydrogéne

On donne la constante de gravitation G = 6,7 - 10~ S.I. et le premier rayon de
I’ atome de Bohr ag = 0,53- 1071 m,

Dans I’atome d’ hydrogéne, un électron (charge —e) décrit une orbite circulaire de
rayon ag autour d’un noyau constitué d'un proton (charge +e). Il s agit de compar
rer les forces éectrostatique (Fe) €t gravitationnelle (Fy) entre ces deux particules.

Qg 9109(1,6- 107197

a3 (0,53-10-10)2
mimy  6,7-10711(9,1. 10731 (1,67 - 107%)
ad (0,53 - 10-10)2

=3,7-107%N

=81-10"¢N
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Laforce éectrostatique est environ 2 - 1039 fois plus grande que la force de
gravitation. Cette derniére est donc tout a fait négligeable.

.. Pour les particules « élémentaires » (électrons, protons, ions,...) on néglige
~ toujours les forces de gravitation ou de pesanteur devant les forces électro-
statiques.

Exemple 2. Champ créé par un fil circulaire portant une densité de
. d —
charge uniforme \ = d_? en un point M de son axe (OM = z).

On suppose A > 0.

1) Calcul direct du champ E

A chague éément d¢ du fil, on peut faire
correspondre un éément d¢/ symétrique
par rapport a O.

Par raison de symétrie, seule la compo-

sante de dE sur I'axe Oz intervient : E
est porté par €.

Il est plus éégant de remarquer que tout plan contenant Oz est plan de
symétrie pour la distribution de charge et contient donc E (qui est un vec-
teur polaire). En un point de I’ axe, E appartient a I’intersection de ces

plans: il &etdoncselonl’axeﬁz. B4
On a successivement :
dE; = dE cosa
_ K dq z 0 » 2
" 21 R2(2+ R2)1/2
avec dg = \d¢
KAz 2rR R A Rz
Ep= —— o d e E= €
2= 21 RO)I2 fo 2e0(RZ+ 22327
2) Calcul direct du potentiel
K dq K\ d¢

T 2+ R)2T 2L RYY2
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K\ 27R VA
= > d¢
(22 + R?)1/2 /o

AR

V =
@ 2:0(R2 + 72)1/2

3) Calcul du champ a partir du potentiel

AR

= —>
= 2:0(R2+ 2172 +Cte E=-gadV

On a successivement :

oV oV
7T o Ey=-— =0
IX

X

vV ARz
dz  2:0(R? 4 72)3/2
ARz o
> S2\3/2Z
2e0(R2 + 22)3/

zZ—=

Ew =

Exemple 3. Champ créé par un disque de rayon R portant une densité
dg
ds

On suppose o > 0. Calculer le potentiel et en déduire le champ.

de charge surfacique uniforme ¢ = —, en un point M de son axe Oz.

On peut considérer |e disque comme engendré par un fil circulaire de rayon
r et d’'épaisseur dr, quand r variede O a R.

De la sorte, on peut appliquer les résultats de
I” exempl e précédent.

Pour trouver la correspondance des densités
de charge, on écrit que la charge 27r A portée
par le fil de I’exemple précédent est mainte-
nant portée par le fil de méme rayon maisd’ é-
paisseur dr. On a donc la correspondance :

2rt A — 2nr dro et A — odr
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1) Calcul du potentiel
B AR
 250(R2 + 72)1/2

v fR rdr
250 Jo (r2/z2)1/2

1/21R
/]O

est a remplacer par

= 2102+ 23
2:0
. g

280[(R2 + Y2 7]

2) Calcul du champ

En faisant le méme calcul directement, ou
- —
en passant par E = —grad V, on trouve:

é— oz 1 1 R
=20 lid T Rt D2|*

Remarque :

 On peut noter la discontinuité du champ
E au passage par le point O(z = 0).

* Le champ créé par un plan portant une
densité de charge o peut se déduire du

résultat relatif au disque, en faisant ten-
dre R vers!’infini.

On trouve :

Champ électrostatique dans le vide

or dr

dv =
2:0(r2 + z2)1/2

Vv

— o
l F=——¢
2g :

* Le calcul direct du champ E créé par un disque chargé superficiellement,
en un point M de son axe, sera propose comme exercice.

Exemple 4. Potentiel créé par une sphere de centre O et de rayon R,
chargée uniformément, en un point M extérieur a la sphere.

1) Sphére chargée en surface

Soit o la charge surfacique.
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On a successivement :
dq
r
dS=2rRsindR df
dqg = c2rRsndRdd

Q .
= —gnfdd
5 sin

oll Q = 4nr2s estlacharge totale portée par la sphére
r2 = R?4+r2 - 2Rr cos
2r1drq = 2Rr sinf dd

dvpy = K dg = 0qdS

. Q . dr]_
VM =K 5 Snbdb e ag
KQ r+R Q
VM = — dri =K =
M= 2R r—R 1 r

Tout se passe comme s la charge Q de la sphere était concentrée au
centre O.

2) Sphere uniformément chargée en volume

Soit p la charge volumique. On peut considérer |a sphére comme engendrée
par une cogque sphérique de rayon a et d’ épaisseur da, quand avariede O aR.

Ainsi, on peut appliquer les résultats de a).

Ona:
Kd
dVy = Tq dq = 4na? pda
K 4 R
Vv = Wpf 2 da R
r 0
4 R ) ,
=K éﬂ'pT 0 ° |
_k 2
r
. 4 4 ) .
ou Q= §7TR p estlacharge totale portée par la sphere.

La encore, tout se passe comme si toute la charge Q de la sphére était ponc-
tuelle et située au centre O.
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Remarque :

* L’ application du théoréme de Gauss permettra de retrouver tous ces résul-
tats plus rapidement (voir chapitre 3).

* Le calcul du champ créé al’intérieur de la sphére précédente sera fait en
utilisant ce théoréme.

2.8 DIPOLE ELECTROSTATIQUE

On considére deux charges —q, +q placées aux points A et B, distants de a.
Ce systeme, appel € dipdle électrique ou doublet éectrique, constitue un objet
en soi, qui crée un champ et un potentiel dans I’espace environnant. Le
modéle théorique du dipble trouve son application dans la polarisation des
molécules conduisant a |’ approximation dipolaire de la matiére.

Les calculs du champ et du potentiel créés par un dipble se font toujours en
des points tres éloignés du dipble OM > a.

2.8.1 Calcul du potentiel a grande distance

1 1 MA-MB y u

W =K — ) =Kgoo > 7’
M q(MB MA) IVMB. MA Y

Comme OM =r > a,ona:

a a
MA:r—i-EcosQ MB:r—Ecosa

MB-MA ~r?2
.y 0 0 Ly
VM_ancose A o B !
= 2
r a

On définit le moment dipolaire :
B =qAB = qaliag

On peut noter que q est toujours la valeur absolue de la charge et que p est
orienté de la charge négative vers la charge positive.

Vg = K —L = (2.13)
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2.8.2 Calcul du champ électrique a grande distance

E = —gradV
aV  2Kpcosé
Er=———=—— 214
r ar r3 ( )
10V  Kpsn#é
== 2.15
o r a6 r3 (215

m Expressions cartésiennes

Le potentiel et le champ présentent évidemment une symétrie de révolution
autour de |'axe support de ﬁ pris ici comme axe Ox. Comme
cosf = x/(x2 + y2)1/2 on trouve :

kX
T (x24y2)3/2

eV _ 3x2 1
T Tox T P Gy T @1 y2)32
3cos?f— 1
I
oV 3xy
E = == K e —
Y ay ID(x2 +y2)5/?

3sinfdcoso
r3

1 1
Lorsqu’on s éloigne du dipble, le potentiel décroit en 2 (comparé aF par

1 .1
une charge ponctuelle ) et le champ en 3 comparé a 2 )

Lafigure ci-aprés indique I’ allure des lignes de champs (en trait plein) et des
lignes équipotentielles (en pointillés) dans le plan xOy.
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2.8.3 Force et couple exercés par un champ électrique sur un dipéle

a) Cas d’un champ uniforme

Soit 6 I’angle de AB (support du moment

dipolaire p) avec I'axe Ox pris dans la iq T
o L2 e, R
direction du champ appliqué E. y
0 e
« Force résultante sur le dipdle 0 !
A E

F=Fg+Fa=QE& —qE& =0

A —q e

Laforce résultante est nulle, mais le moment résultant ne |’ est pas, IEA et IEB
constituent un couple.

* Moment résultant :

=1l

I

>

T
w

|

>

T
>

>
o]
M
+
>
o]
mu
Il
QI
>
o]
m

N L N L
N N

= =

I'=+PAE=—pEsinig
Ce moment tend & aligner le dipdle parall&ement au champ E (6 = 0).

Dans le cas d’ une molécule assimilée a un dipdle, le point A représente le
barycentre des charges négatives et le point B le barycentre des charges
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positives. Le moment dipolaire moléculaire aura tendance a s aligner avec
le champ E. On dit gue la molécule (ou la substance) se polarise.

« Energie potentielle du dipdle dans le champ E:

Ep =qVe —qVa =q(Vg — Va)

Or le champ appliqué E et lié aVg — Vp par

> —> AV AV | Vg — Va.
E=—-qgadV=——8&=——&=——""——
g axex Axex acosf
On en déduit :
Ep = —aqE cosd
soit Ep:—pEcosez—f)-E

L’ énergie potentielle est minimum lorsque 6 = 0, indiquant que le dipble est
en équilibre stable quand il est orienté parallélement au champ appliqué.

b) Cas d’un champ non uniforme

Dans ce cas, les forces Fg et F ne sont plus égales et opposées. 11 en résulte
une force qui va déplacer le dipdle dans son ensemble. On aura donc un mou-
vement de tranglation de centre de masse O du dipdle, en plus du mouvement
de rotation autour de O.

Laforce résultante est liée 1’ énergie potentielle par :
F = galEp
On auradonc :
—

F =grad (- E)
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EXERCICES

2.1. On place quatre charges ponctuelles aux sommets ABCD d'un carré de coté
a =1 m, et de centre O, origine d’un repére orthonormé Oxy de vecteurs unitaires

& et @,

On donne: A J B
h=q=10°C G =—29 o !
gz = 2q Js = —(Q ) €y

1 z! ! I T
K=-—=9.10°SI. o
4reg i
1) Déterminer le champ éectrique E au cen- 7

tre O du carré. Préciser ladirection, le sens et

° (a,) , (g5)
lanormede E.

2) Exprimer le potentiel V créé en O par les quatres charges.

3) Exprimer le potentiel sur les partiesdes axes x'x et y'y intérieures au carré. Quelle
est, en particulier, lavaleur de V aux points d' intersection de ces axes avec les cotés
ducarée(l,1’,JetJd)?

2.2. 1) Calculer, en tout point M de I espace, le champ électrique E créé par un fil
rectiligne AB de longueur finie 2a, portant une densité linéique de charges A > 0.

Soit O laprojection de M sur ladroite AB, on M

posera:
Y
OM =y, OA=xa OB=xp o 2a
2) On examinerales cas particuliers suivants : o Ty
a) le point M est dans |e plan médiateur de AB,

b) lefil aune longueur infinie.

2.3. On considére un disque de rayon R, de centre O, portant une densité de charge
surfacique o > 0.

1) Retrouver, par un calcul direct, le champ E créé par le disque en un point M de

—_—
son axe Z0z(OM = z > 0) & partir du champ éémentaire d’E créé par la charge
élémentaire dg = o dS (voir exemple 3 du paragraphe 7 pour une autre méthode).
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2) Que devient ce champ E lorsque le rayon du disque R tend vers Iinfini ?

3) On considére un plan infini portant une densité de charge surfacique o > 0, percé
d'un trou circulaire de centre O et derayon r.

Calculer le champ Eenun point M de I’axe Z Oz du trou.

2.4. 1) Un conducteur creux hémisphérique de centre O et de rayon R est chargé
uniformément avec une densité de charge surfacique o > 0.

Calculer le champ E; créé au point O.

2) On considére maintenant une distribution de charge en volume ayant la forme de
I’ hémisphére ci-dessus et portant une charge volumique uniforme p. En considérant

la distribution volumique comme engendrée par la distribution surfacique de la 1"
guestion lorsgue le rayon de cette derniére varie de O a R, calculer le champ élec-

trique Ex créé au point O.

3) Retrouver ce dernier résultat par un calcul direct.

2.5. A) On assimile la molécule de SO, aun
ensemble de trois charges ponctuelles dispo- ¢,
sées comme I'indique la figure. La charge (—%
positive S(+2q) représentant I’ atome de sou-
fre est située a la méme distance L des deux
atomes d’ oxygene, situésen Oz et Oy, portant I
chacun une charge —q. On désigne par a o,
I"angle entre les deux liai sons soufre-oxygene (—q)

et on adopte le systéme d’' axes Qxy représenté v
sur lafigure. L' origine Q est située au milieu

des deux atomes d’ oxygene.

S (2 M
Q «a (29) y

1) Montrer que cette distribution de charges éectriques est équivalente a un dipdle.

2) En déduire le moment dipolaire p delamolécule SO, en précisant son orientation
et sanorme.

AN.: «o=120° L=1432-10"m g=0,29-10°C

B) Etant donné un point M situé sur I’ axe Qy a une grande distance de S, on désire
justifier I’ approximation dipolaire pour M = 20L par exemple.
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1) Calculer directement le champ Ejy créé en M par les trois charges.

2) Cdculer le champ E’M créé au point M, en remplagant les trois charges par le
dipdle équivalent.

3) Comparer les résultats obtenus.

2.6. Dans |’ espace ou régne un champ éectrique uniforme E, on considére sur un axe

x'Ox paralléle & E deux points A et B tels que AB soit dans le méme sens que E.

1) Quelles sont les surfaces équipotentielles ?

2) Quel est le potentiel en un point M de M

I’ espace situé ala distance r de O et tel que B r

I'angle (OB,OM) = 6. ’ 0 /
3) Onplace lescharges —q et +q respectivee 4 0 3 :
ment en A et B.

a) Montrer que le dipole AB est en équilibre stable.

b) Quel est |e potentiel résultant en M ?

C) Montrer gu'il existe une sphére de centre O, sur lagquelle ce potentiel reste cons-
tant. Calculer numériguement le rayon de cette sphére ?

d) Quelle est lavaleur constante de ce potentiel ?

Ondonne: q=10'C AB=1cm E=72V.-m!
K =9.10° S..

2.7. A) En premiére approximation, une molécule d' eau
peut étre considérée comme formée de deux ions H et H

union O disposés comme I’indique lafigure. Calculer
le moment dipolaire pa de cette molécule sachant que

les distances entre O%~ et les deux ions HT sont toutes
les deux égalesalA.

Lo ; , ; . 104°
B) On considere une molécule d’eau A, placée au point

O. Elle est assimilable a un dipble électrique permanent
de moment pa dont le centre est en O.

En un point M, situé sur |'axe de la molécule A, a une
distance r, on place successivement : H*
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1) Une charge électrique q > 0. Quelle est P4
laforce exercée par lamolécule A sur cette  —2¢ o +2¢ M
charge ?

2) Un dipéle de moment p orienté selon OM .

a) Quelle est I’ énergie potentielle du dipdle p dans le champ électrique Ewm crééen
M par la molécule A ? (On supposera que r est suffisamment grand pour que le
champ Ewm puisse étre considéré comme constant autour de M.)

b) Quelle est laforce alaguelle est soumisle dipdle ? On préciserasadirection et son
sens.

3) On considere un dipdle induit p dont I'intensité est proportionnelle a I’ intensité
du champ Ewm, soit P= ﬂEM (on supposera toujours EM constant autour de M).

a) Quelle est I’ énergie potentielle d'interaction de ce dipdle avec lamolécule d eau ?
b) A quelle force est-il soumis ?

4) L’interaction dipole-dipdle peut-elle suffire a expliquer la stabilité du systéme de
deux molécules ? Justifier votre réponse.

CORRIGES

2.1. 1) Détermination du champ E en O.
Y

Soit E;, E», E3 et E4 les champs créés en O 5 B

respectivement par les charges Qu, Qp, . :3 6= 2

) .
03, Qa- :
Ona: By e, . E
R N N N N z 0 T x
E=E+E+E3+E4 . i
. . El El
Par raison de symétrie :
= = = D a ¢
Ei+ Es= —-2E; cosgey 4=—q —5 4=+ 2q
Z/,
2 2
_ ok A Y2
az 2
2Kq .
= V&
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On ade méme:

= = T 492
E Ez3 =2E,cos-¢e, = 2K — —
2+ E3 2 4ey 2 2 €y
9 5z amit -
=4K?\/§ey soit :
- 2KQ .
E= ?\/Eey
Le champ résultant E est donc :
—dirigé suivant I’axe y'oy ;
— dans |e sens positif de |’axe y'oy ;
2K
—denorme E = a—2q\f2.
AN.: E=9-10°x108x2/2=2546V -m

2) Détermination du potentiel V en O :
Soient Vi, Vo, V3 et V, les potentiels créés par les charges g1, 02, g3 €t g4 en O.

2Kq
V=Vi+Vo+Vs+Vg=—+[1-2+2-1
1+ Vo+ Vaz+Vy aﬁ[ ]

soit ; V=0

3) Variation du potentiel sur les axes x’Ox et y' Oy

A B A B
(Jr (1) (_ 2(1) (7 Q) 71 TB (7 2‘])
T4 Tp I
, M I
X X
0 0
TD 7'(’v ’V'D 7‘(7
J
D c , C
(-9 (+ 29) (-9 Yy (+29)

Cas a Cas b
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a) Sur I'axe x’Ox, on a:
MA=MD e MB=MC

1 2+2 1
MA MB MC MD

V:Kq[ } dou V=0

L’ axe X’Ox est une équipotentielle V =0
| et |’ éant sur I’axe, on a V)=V =0.

b) SurI'axey’Oy,ona: MA=MB e MC=MD

1 1
VZKQ[W‘W\}

1 1
2172 2973
soit V=KqH(y—a)2+az] —[(y—a2)+aﬂ ]

En deux points symétriques par rapport a O, sur I’axe y’' Oy, les potentiels sont oppo-
S6s:

V(y) = =V(-y)
5
S MesenJ ona JA:% et JC:%,soit:
2 2 2K 5-5
-l 5205
a/5 a a 5
S MestenJ, adorsV(J)=-V(J).
A.N.: V(J) = —99,5 volts V(J) = 99,5 volts
2.2. 1) Calcul du champ E en M.
Soit dE le champ créé par un élément de . !
fil de longueur dx autour de P. M
A dx N 0
(ﬁ =K PMZUPM 0,
Dansletriangle PMO, on a: 0, Rl .
X do dx I
tanf = — - 0 A dz B
y — cos?d y
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K \dd
et y:PMcosG:(ﬁ: A tpm
KA KA %
dEx = ——sinfdf = Ey = —— singdg
aE y Y Joa
K KA [%
dEy = —)\cosede — Ey= _ka cos 6 df
y Y Joa
En posant 0= (MO.MA), 05 = (MO.MB)
KA KA
Ex = —(cosfg — cosfp) = — ( y — y )
KX . . KA
Ey = —(sinflg —sinfp) = — X8 — XA
2) Cas particuliers
a) M sur le plan médiateur de AB
Ex=0
XA =—Xg — Ey = 2KA _ Xs
Y /X3 +y2
b) Lefil aune longueur infinie:
Xp —> —00 Ex =
== 2K\
Xg —> +00 By=——
2.3. 1) Tout plan contenant Oz est un plan de y
symétrie, donc sur I’ axe E//6>z. %
Le champ créé par un élément de surface dS al
est: e
N 4s ) S Upy
d2E _ Ka—z L_ij R do ,
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avec dS—drrdd e PM=_2
COS

- Kr dr do

d’E = = o OS2 v

Le champ dE; créé par la couronne comprise entre les deux rayonsr et r + dr est :

2T
Krdraco§a d9=K27rrdr
72 0 72

o cos® o

dEZ -

On a, pour tous les éléments de la couronne :

r da ar
tana = - = > = —
z Ccos? o z

da

o cos®
cos? o

2

dE; = K 2 z(tana)z
V4

= K270 sina do

Le champ E; créé par le disque de rayon R est donc :

E; =K 27rcr/

0

o Z .

(i e
20 (Z2+12)2

2) Quand R tend vers!'infini, alors:

Qo

sina do = i(1— COoS ap)
220

- o
E 0 4
— 28062

3) D’ aprés e principe de superposition, le champ E créé par le plan percé d’'untrou est :
é = él + Ez

z

ol E; est le champ créé par le plan infini chargé

avec une densité +o,
0

E, est le champ créé par le disque chargé avec une
densité —o, P

- o - o z o
E=—Kk —_ 1 é
250 + |: 250 ( (22 + I’2)1/2>:| €

o z 5
2e0 (24122 *

E =
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2.4. 1) Cas d' une distribution surfacique hémisphérique

Par symétrie, le champ E, produit par |I'hé P
misphére, portant une densité surfacique o > 0, a 6
le sens du vecteur unitaire & porté par I’ axe OXx.

On pose: OP=R - 0:; x
PH = Rsind Ey
La charge élémentaire o dS, prise sur la couronne
de rayon H P, contribue au champ total par :
ds .
dE; =K %cos@ avec dS=27rRsnéRdd
o 2rR?
dE; = — sind cos6 dd
17 4rep R2

= i25in90059 do = <z sin20dd
460 4'50

Ei=— sn20df = —[—cos 20
1= o /O o [—cos20];

- o .
E:—
1 loek

2) Cas d' une distribution volumique hémisphérique

Pour trouver la correspondance entre les densités de charge surfacique et volumique,

on écrit que la charge 27120 portée par la distribution surfacique précédente est
maintenant portée par la demi-coquille de rayon r, d épaisseur dr, donc de volume

dr = 2#r2dr, soit
21t 20— 2nr? drp et o=pdr
Champ créeé par cette coquille au point O :

> o . —  pdr
E = — —> d = —
1 4€oeX 2 4609x

On en déduit pour le champ total :
R

= p _ _ pR,

Ex= —/ dr & = —&x
2 480 0

3) Calcul direct

R dq cos

(ﬁIKd—gUOM:dEXI 5
r r
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dr étant I’ éément de volume autour de M, on a:
dq=pdr
avec dr=rsnfdy rdédr

dg = pr2siné dr df dy

R % pas
Ex = Kp/ dr/ sinf cosd do dy
0 0 0 0 M
= KpR2 21 20 do ¢ Y
= KpR2mw 5 ESII’] dE . ’
1 /2
= KpRr [_E cosze] = KpRm
0 z z

Par raison de symétrie, E est dirigé suivant OX. En effet, tout plan contenant Ox est
plan de symétrie pour la distribution de charge :

L e champ éectrique d’ une distribution sphérique uniforme (sphéere compléte) au cen-
tre O est nul par symétrie, que la distribution soit surfacique ou volumique.

2.5. A) 1) Ladistribution de charges est équivalente a un dipdle:

-2q=0
— le barycentre des charges positives est en S et celui des charges négatives en 2.

2)p=2q905

p=29QRS=2q Lcos%

1
AN.:p=2x0,29- 10719 x 1,432. 10710 % > =0,415-107%® Cm.;

01

(-9

E.

0 y 5(2(1) , 2 y
P aL E, Mg
09
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B) 1) Soit Eile champ créé par I’ atome de soufre et E,, Esles champs créés par les
deux atomes d’ oxygene.

g =2 g __Kdg E Ka_;
1= SMZey 2= O M2 O1M 3= VL O2M

O1M = O,M
E, et E3 sont donc symeétriques par rapport aqy.

qa 2Kq

Em=E;+ (E,+E
M l+( 2+ 3) sz 01M2

cosd ey

QS\?
@) QM — Q92 =QM2(1—- —
r = ( ) ( QM)

QO
M2 =QM?2|1
et O |: +(QI\/I> :|

Le point M étant situé a grande distance de 2, on peut poser :

S—qu«l g—cl\;lzsz«l
1

SM2 QM2
1

1 OM2 = oM

12

(1+229)

2(1 - €2)
2

cosh~1— 2
2

2Kq . 3 .
~——6/(1+2s—-1 soit :
QMZ y|: + €1 +25 j|

> 2Kq 3 2\ =

1 V3
AN. : - = _ Y2
=20 2T

Em = 3,18 105(1 + 0,056) = 3,35- 10V - m!

2) Le champ créé par le dipble (—2q, +2q) dont les charges sont placées en 2 et en
Sest:

Ewm

11
—2Kq|— — —|&
M q[SMZ QMZ]ey
2K 2K g
QM2[1+ 20— 108y = = 12018,
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= 4Kq
=W = oMt
AN. : Ey = 3,18 105 Vm?

3) A ladistance @M = 20L, I’ erreur relative effectuée en utilisant I’ approximation
dipolaire est :
AE  Ew-Ej, 33

— i~ = 0,056
E Em 2x 22 ’

L’ approximation dipolaire serameilleure pour une distance M bien supérieure a20L.

2.6. 1) Le champ dectrique E étant uniforme E
et paralele a AB, les surfaces équipotentielles M

V = cte sont les plans perpendiculaires a E, r E,
donc a AB (voir paragraphe 3). 0

2) _dV=E.dl ou A o B
E = E cosfi, — E sinfg

et df =dr b, +r do i

V(M) r
—/ dV:/ E cosé dr
V(0) 0

D’ou V(O) — V(M) = +Er cosé
V(M) =V(O) — Er cosf

3) a) Le dipdle est soumis a un couple de forces de moment :

-

f‘:ﬁAE:qATé/\E:f) (car ﬁ//ﬁ)

Ledipble est donc en équilibre ; I équilibre
est stable car, lorsqu’ on écarte |égerement
le dipble de sa position d’ équilibre, le cou- A

qF

ple de forces (QE, —qE) tend &1'y rame- 0 B

ner. —qb
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b) Le potentiel résultant en M est :

VM = Vipole + Vechamp E

Kpcosé
Vv = priz-i-vo— Er cosé
c) Surface équipotentielle:
Kpcosé
priz — Er cosf = Cte

K
cos 6 (r_zp — Er) = Cte

Pour que larelation ci-dessus soit valable quelle que soit lavaleur de 8, il faut quela
constante soit nulle, ce qui donne :

» cosf = 0 : le plan médiateur de AB est une équipotentielle de potentiel Vo.

Kp p\ /3
erd3= = r= (?) cequi correspond aune sphere de centre O et derayon r.
9 x 109 x 10-°\
A.N. : r = - o0~ - 075 m
%)

d) Sur la sphére le potentiel V est constant et égal a Vo.

H+
2.7. A) Moment dipolaire de lamolécule H,O :
- —, - «a o'
Pa = 2|e| OO’ = 2|e| OH cosa - Uy 0>
AN.: cosa = c0s52° = 0,615
H+
pa=2x1,6-10"19 x 10710 x 0,615 = 19,68 - 10-2° C.m
B) 1) Force exercée par lamolécule A sur la
charge +q placéeen M: F =q- Ea iy 24 v F
Sur I’axe du dipdle, on a: - 0' = +q

Lacharge g étant positive, laforce F est répulsive.
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Corrigés

2) a) Energie potentielle du dipble placéen M :

- , U
Ep=—-p-E=—(plr) - <2KpAr—3> =" 3
b) Force alaguelle est soumis le dipdle placéen M :

Pap . .
u = —Uu attractive
dr r4 r ( )

3) a) Energie potentielle du dipdle induit.
Comme p = BE, ona:

_BK?4pR _ 48KZpR

— _BE — 2 _
Ep=—PE = —fE? = -— ¢ = ——¢

b) Force alaguelle est soumis le dipdle induit :

(attractive)

4) L'alure de la courbe de I’énergie poten-
. : 1 . 1
tielle qui est en 3 (2° question) ou en ~6
(3° question) montre que dans les deux cas la
position d'équilibre est I'infini ; le dipdle
induit est attiré par le premier dipdle.

Pour rendre compte de la stabilité du systéme
de molécules, il faut introduire, dans |’ énergie
potentielle, un terme de répulsion acourtedis-
tance.



3

Théoreme de Gauss

3.1. FLUX DU CHAMP ELECTRIQUE
CREE PAR UNE CHARGE PONCTUELLE

Soit une charge q placée au point O.
Le champ créé par cette charge en un point M, a une distance OM =r est
donnée par :

- q .
Rappelons les propriétés suivantes de ce

champeni'
r2’

Q.
<
me
I

0 (voir Exercice 5 chapitre 1)
0

sl

me
|I

car E est un gradient.

Circulation de E le long d’un contour (C) fermé:

7§ E.d =0
©)

Pour le calcul du flux de E atravers une surface fermée (S), deux cas peuvent
se présenter :

a) g n’est pas englobée par (S)

Soit dS et dS' deux éléments de surface découpés par I’ angle solide d2 issu
de O.

Ona: dd —=E.dS qzé(-KIdS = —KqgdQ
' _E.a9 -k 3& . Nds =
do’ =FE' -dS = rlze( N'dS = —KqdQ
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=4
|

S

ds

Au total doT =dd+dd' =0 = =0

D’ailleurs, d’ apres le théoreme de la divergence, puisque div E =0, o0n peut

écrire également :
@://Ed‘é:// divE dr = 0
S T

en remarquant que E est toujours défini dans le volume (7).

b) q est englobée par (S)

=

-~

Dans ce cas,
I (&
divE = Kqdiv (r_z) -

N’ est pas défini en O.

ds 0 ds”

N
(5)

L e théoréme de la divergence n’ est donc pas applicable (voir Exercice 9 cha-
pitre 1).

= K el
Ona: d» —E.ds :r—qé-Nds — Kqdo
/ =/ e Kq-' XU

Au total (cf. chapitre 1 exemple4) & = // KgdQ2 = 47Kq
S

. _ 1
soit : P = a puisque K = ——
€0 Ameq
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3.2. THEOREME DE GAUSS

On considere plusieurs charges g, les unes a

I’intérieur du volume 7, les autres a |’ extérieur. g .
3
. NETE (6] & 4y
Si g est al’intérieur : &; = — (r)
€0 ()

Si g est al’extérieur: ®; =0

Par conséquent, le flux du champ résultant atravers (S) n’est di qu’ aux seu-
les charges intérieuresa S

O = / / E.dS= > a4 (chargesintérieuresuniquement) | (3.1)
S i €0

Intéré& du théoréme de Gauss

Par rapport au calcul direct du champ E, le théoréme peut présenter des avan-
tages si des considérations de symétrie s avérent favorables: par exemple:

E L KI(E ‘N = 0) en tout point de la surface ou encore norme de E cons-
tante.
3.3. LOI LOCALE ET LOI INTEGRALE

Soit une surface (S) fermée, contenant une charge Q répartie uniformément
dans le volume 7 qu'’ elle entoure, la densité volumique étant p.

Onaadors:
- 1 .
@:// E-d_éz—/// par = Jint (3.2)
(S €0 (1) €0

Cette écriture constitue la forme intégrale du théoreme de Gauss.
L e théoréme de la divergence permet d’ écrire par ailleurs :

cp:f/éd‘é:f/ div E dr
S T



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

3.4 CONSERVATION DU FLUX LE LONG D’UN TUBE DE CHAMP 59

De cesrelations, on déduit laforme local e suivante pour |e théoreme de Gauss :

dvE =L (33)
€0
Cette deuxieme loi locale de I’'éectrostatique (comme la premiere

E—_gradV ou rotE =0) présente un caractére générd, ele ne fait
intervenir gue le point considéré indépendamment de toute symétrie globale.

3.4. CONSERVATION DU FLUX
LE LONG D'UN TUBE DE CHAMP

L, (G)
Un tube de champ est constitué par tou- ’ 7
tesleslignes de champ qui S appuient sur @) ’
un contour fermé: contour (Cq) sur la E, Ny

figure, qui devient (Cp) un peu plusloin, &

dans le sens du champ. )
1

Si le tube compris entre (C1) et (Co) ne contient aucune charge, ona: p = 0.
Comme aucun flux ne sort de la paroi latérale du tube, on a:

Diype = P1 (sortant) + P, (sortant)
- / / / L dr=0
(1) €0

D’ aprés|’ orientation des vecteurs Kll et Klz, on voit que @1 (sortant) est néga-
tif, alors que @5 (sortant) est positif.

Si on choisit d’ orienter les deux normales dans le sens de E, on peut définir
desflux W1 et W5 de méme signe, telsque ¥ = —d1 et Wy = d5. On peut
alors écrire:

W = Wo

gui exprime a |’ échelle globale que le flux est conservatif a travers les diffé-
rentes sections du tube.

A I’échelle locale, en I’ absence de charge, la conservation du flux de E Sex-
prime simplement par :

divE =0
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3.5. EQUATIONS DE POISSON ET DE LAPLACE

En présence d’' une densité volumique de charge, on peut écrire les deux lois
locales:
E = —gadV . )
ol P — div(—gradV) = —
dvE =— €0
€0

Or div(grad) = V-V = A. On en déduit :

AV +2 —0| (équation de Poisson) (3.4)

€0

et danslevide:

AV =0 (équation de Laplace) (3.5

3.6. CONDITIONS DE PASSAGE A L'INTERFACE
ENTRE DEUX DISTRIBUTIONS DE CHARGES DIFFERENTES

Soit deux points My et M2 infiniment voisins du Ny
point M pris sur I'interface séparant les deux distri- M B = n
butions. &
En ces points, on a respectivement : 4 m c

E1=Ei7 T + Ein Npo D M
Eo = Eor T + Eon Np2

ol T est le vecteur unitaire porté par latangente en M al’interface, et le est
le vecteur unitaire normal al’ interface, orienté du milieu (1) verslemilieu (2).
On veut exprimer que la circulation de E le long du contour fermé éémen-
taire (C) représenté sur la figure est nulle. En supposant que la contribution
des cOtés AD et BC est négligeable devant celle des cotés AB et DC, on peut
écrire:

% E.dl =0=E;y AB— E;;CD  avec AB=CD
©)
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3.6 CONDITIONS DE PASSAGE A L' INTERFACE ENTRE DEUX DISTRIBUTIONS...

on en déduit :

Eir = Eor

(3.6)

61

La composante tangentielle de E se conserve, malgré la discontinuité de p

sur I'interface.

Supposons maintenant que I’ interface porte une

charge surfacique o.

On considere le parallélépipede éémentaire
represente sur |a figure, et on cherche a détermi-
ner le flux de E sortant de ce parallélépipéede.

La contribution des densités volumiques p1 €t po
a ce flux étant un infiniment petit du 3¢ ordre
comparée a la contribution de la densité surfa-
cigue o qui est du 2° ordre, on peut ignorer les
charges volumiques et écrire :

CD:f E-d_ézEzNS—E]_NS
(Stotale)

L e théoréme de Gauss s exprime par :

on en déduit :

oS
d=—
€0

N N o -
Eon — Ein = —Np2
€0

(3.7)

La composante normale de E subit une discontinité proportionnelle a la
densité surfacique o. Elle ne se conserve que s I'interface ne porte pas de

charges.

Le calcul du champ E au voisinage d’'un plan infini chargé, effectué dans
Iexemple 3 du chapitre 2, a montré que ce champ est donné par

E = iz— N12 de part et d’ autre du plan.

On retrouve bien la discontinuité égale ¢ a2 en traversant le plan chargé.

€0

|
il

i
-
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3.7. EXEMPLES D'APPLICATION

Exemple 1. Champ crée par un fil rectiligne infini chargé d' une densité
linéique

La distribution de charge est invariante par
rotation autour du fil et par transation paral-
lele au fil : le potentiel et le champ ne peuvent
donc dépendre des coordonnées cylindriques ,
petz:

dv .

V=V(r) e I§=—gr_a>dV:—We(

Le champ électrique est donc radial.

Pour calculer le champ en M, on peut alors choisir comme surface fermée
d'intégration (S) un cylindre de révolution autour du fil, de rayon r et de
hauteur h (surface de Gauss).

Le flux sortant par les bases de (S) éant nul, on a:

c1>:# EoTé:// EdS:E// dS = 27rhE
(S (Slat.) (Slat.

s dint _ Ah
€0 €0

Le théoréme de Gauss S écrit donc :

h -
27rhE = A— — E= A g
€0 2meqr

Le potentiel en M se déduit de E par

E=-gadV =— dvV=-Ed

A
D'ou: V:—/Edr:——lnr—i—cte
27eQ

Les lignes de champ sont des droites radiales, et les surfaces équipotentiel-
les des cylindres coaxiaux, de révolution autour du fil.

Notez qu'il n’est pas possible ici de choisir la constante de sorte que le
potentiel soit nul &l’infini : ceci est dO ala présence de charges al’infini.
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Exemple 2. Champ créé par une sphere chargée d’ une densité volu-
mique p uniforme

Ce probleme a déja été résolu par un calcul direct dans |’ exemple 4 du cha-
pitre 2. Le calcul était limité aun point M al’ extérieur de la sphere. Il s a
gitici de |’ étendre a tout point de I’ espace.

Par suite de la symétrie sphérique, on peut considérer que V = V(r) et par
conséquent que E = —Q?;dv = —(dV/dr)& est radia d’'une part, et ne
dépend que de r d autre part.

1) Champ al’extérieur : OM > R.

Soit (S) la surface de Gauss passant par le
point M extérieur (sphére de rayon r).

Ona:
# Eext dS = Eext# dS = 471 2Eext
(S)
w4 R
EMZ—TF—p
€0 3 co

L e théoréme de Gauss donne donc :

b2 = 2B — E R & = 2
71 = —TT— = =
ext 0 P ext = p 380', 2 r 2

3

expression déja trouvée par le calcul direct.

2) Champ al’intérieur : OP < R.

Soit (S) la surface de Gauss passant par le point P intérieur (sphére de
rayon r).

> —
On aencore: # Eint - dS = 4nr 2Ejpy
()
st _ 4 r°
€0 3 ¢p -
0 ¥y
L e théoréme de Gauss donne cette fois :
4 r3
Anr2Ejpy = —m—p ";g """""""" -
3 £p 0 |
> or o !
Eint = —U : > 7
int 360 r 0 R
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D’ou lavariation de E en fonction de r représentée sur lafigure.

3) Calcul du potentiel

Le champ E étant radial, dV = —E - o = —Edr. A I’ extérieur, on a:
pR® [ dr _ pR3

Vext = — | Eextdr = — =
et / ext 30 ) 12 3eqr

Lorsque r—o0 V—0 — Ci=0.
A I'intérieur :

Vint = —/ Eijnt dr

p
=-L [rd
3EO/rr

La continuité de V ala surface de la sphére donne :

3 2 2
pR pR pR
= — C Co=""
3R 6 2 o 2T,
R2 r2
Finalement : Vin=p—|1- —

Exemple 3. Application de I’ équation de Poisson

Retrouver |'expression du potentiel V (r) créé par une sphére chargée d’ une
densité volumique p en intégrant I’ éguation de Poisson.

L’ éguation locale de Poisson s écrit :

AV =-L"
€0

Par suite de la symétrie sphérique, on a:

23V 9%V 13%(rV)

AV = —— S
roor a2 r or2
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Par suite de |’ absence de chargepour r > R, ona:

132V

r>R: - ( )=O
ror2

C_og 120V
roar2 g

La 1" équation donne :

B
rv=Ar+B — V=A+?

e B
V(r) éant nul al’infini = A:o:vz?

La 2¢ équation s écrit :

32(rV) r ArV) pr2
or2 o or 200
3 2
r r D
—rV=-t_joriD=v=-0tc+—
6eo 6eo r

V() éantfinien r=0=D=0
Il reste donc a déterminer les deux constantes B et C.

o, B R2
ContinuitédeVenr = R: AL +C
R 550)
o oV B R
ContinuittdeE = —enr = R: _:p_
ar RZ2 3¢
. R3 R2
On en déduit ; B= """ c=P™
6<0 2<0
D’ou finalement :
pR3
pourr > R: Vet=—
30
ourr < R: V, _pR2 1 re

Ce sont les mémes expressions que celles obtenues en appliquant le théo-
reme de Gauss.
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On pourrait de méme retrouver les expressions du champ E(r) apartir de la

loi de Gauss locde:
divE = L
€0

divE =0 al'extérieur

al’intérieur

en prenant, par suite de la symétrie sphérique (cf. 1.6.3)

divE = r—2d—r(r Er)

3.8. RECAPITULATION

L es exemples d application présentés jusgu’ici montrent que la détermination
du champ E créé par des charges dans le vide peut se faire en suivant trois
méthodes différentes :

1) par un calcul direct, en partant de I’expression du champ créé par une
charge ponctuelle ou par un éément différentiel de charge, et en la sommant
ensuite sur la distribution de charge,

2) en appliquant le théoreme de Gauss, si la symétrie de la distribution de
charge est élevée (sphérique, cylindrique, plane),

3) en appliquant les équations locales, en tenant compte des conditions aux
limites.

On peut résumer les lois locales dans le vide de la maniére suivante :

Relation entre champ et potentiel : E = —gr_a>dV

Le champ E et irrotationnel IGtE=0

Théoréme de Gauss: div E = %

Equation de Poisson AV + gﬁ =0

Equation de Laplace °

(en I’ absence de charges) : AV =

Conditions de passage entre - -
o Eir =Eor

deux distributions : EZN _ ElN _ go le
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EXERCICES

3.1. Parmi les distributions de charges suivantes, quelles sont celles pour lesquelles
on peut appliquer le théoreme de Gauss pour le calcul du champ éectrique ?
Exprimer alors ce champ en précisant sa direction et son sens::

1) fil delongueur ¢ de densité linéigue de charge M.
2) fil infini de densité linéique de charge ).

3) circonférence de densité linéique de charge A.

4) disque de densité surfacique de charge o.

5) plan infini () de densité surfacique de charge o.

6) sphere de rayon R chargée uniformément :
a) en surface avec une densité surfacique o ;
b) en volume avec une densité volumique p.

Dans le cas de la sphere, donner I'allure des courbes E(r) et V(r).

3.2. 1) On creuse dans une sphere de centre O; et
de rayon R une cavité sphérique de méme centre

R
O et de rayon T Il 'y a pas de charge dans la

I~

cavité. Dans le volume sphérique restant, la den-
sité volumique de charges est p, = cte > 0. 0
En utilisant le principe de superposition, détermi- i
ner |I’expression du champ éectrique E(r) et le

potentil V(r) qui en résulte (en prenant

V (c0) = 0) dans les trois cas suivants :

ar < —
) 4

R
b)— <r <R
)4
or>R

Donner I'alure des courbes E(r) et V(r). ?

L, ; R
2) Lacavitéest centréeen O, tel que O; O, = 5
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Exprimer :
a) le champ en un point M intérieur a la cavité en fonction de r{ = O1M et

N —_—>
r, = O2M. Que peut-on en conclure ?

b) Le champ en un point N extérieur alasphérederayon Renfonctionder; = O;1N

et ro = O,N.

3.3. Une sphére de centre O et de rayon R porte une charge +3q (g > 0) répartie
uniformément dans son volume avec une densité uniforme p. A I'intérieur de la
sphére se trouvent trois charges ponctuelles, chacune égale a —q, placées aux som-
mets A, B et C d’un triangle équilatéral ayant O comme centre de gravité.

1) Déterminer le champ électrique E; créé en A par 4
les deux charges B et C, en fonctionder = OA.
R
2) En utilisant le théoréeme de Gauss, déterminer le "
champ éectrique E, créé en A par la distribution o
volumique de charges.
c B

3) En déduire I’ expression de r pour que la charge
placée en A soit en équilibre.

4) Déterminer le potentiel électrostatique Vi crééen A par les charges ponctuelles —q
placées en B et C. Caculer le potentiel V, créé par la distribution volumique de
charges sachant que V,(0) = 0. En déduire le potentid total Va au point A.

3.4. On considére une certaine distribution de charges positives et négatives a symé-
trie sphérique de centre O, telle que le potentiel électrique V(M) gqu'elle crée en un
point M distant de r du point O soit de laforme (potentiel dit écranté) :

A
V(M) = m exp(—r/a)

ou A et a sont des constantes positives.

1) Quelles sont lesdimensionsde A et de a ?

2) Calculer le champ E(M) correspondant, en tout point de |’ espace (excepté O).
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3) A partir de I’ expression de ce champ sur une sphére de centre O et de rayon r,
déterminer la charge interne Q(r) contenue dans cette sphére. En déduire la charge
totale de la distribution.

4) Calculer la densité volumique de charge p, aladistance r, en précisant son signe.

5) Montrer gqu’'au point O, il existe une charge positive finie, dont on précisera la
valeur en fonction des données. Quelle est alors I’ expression du champ au voisinage
deO?

6) Comment peut-on finalement décrire la distribution de charge proposée ?

3.5. Exprimer le champ éectrique créé en tout point de R
I"espace par une distribution volumique de charge

p(> 0) répartie uniformément entre deux cylindres R,
coaxiaux de longueur infinie de rayons respectifs R; et

R (R1 < Ry,

1) en utilisant le théoréme de Gauss,

2) apartir del’équation locale:

divE = 1
€0

3.6. Une sphere de centre O et de rayon R contient une charge Q répartie uniformé-
3Q

47 R3

1) Exprimer |e potentiel en tout point de I’ espace en utilisant les équations locales de

Laplace et de Poisson.

ment avec une densité volumique p =

2) En déduire le champ électrique E(r).

3) Retrouver |’ expression de E(r) en appliquant le théoréme de Gauss.

CORRIGES

3.1. 1) Fil de longueur finie : non, on ne peut appliquer le théoréme de Gauss.

2) Fil delongueur infinie : oui. Dans ce cas, la surface de Gauss est un cylindre ayant
pour axe lefil. Soit h et r respectivement la hauteur et le rayon de ce cylindre, r étant
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la distance du fil au point M ou I'on calcule le
champ électrique. Pour des raisons de symé-
trie, ce champ est radial. On a:

Ah
27rhE = 20 h o
€0 r
soit _ A
N 2meqr
A>0 E est dansle sensde i, N
N —> E =
A<0 E est opposé a iy 2meof

3) Circonférence : non.
4) Disgue : non.
5) Plan infini. On peut appliquer le théoréme de Gauss : la distribution est invariante

par trandation quelconque parallée au plan et V ne dépend donc que de la distance
Z au plan.

> \V
Par conséguent, le champ E = —gr_a>d V = —?j—zéz est perpendiculaire au plan (7).

Tant que le calcul est fait en un point M tel + E,
gue () puisse étre considéré commeinfini, E
est uniforme de part de d'autre de 7, seul son
sens change. En effet, si I’on prend pour sur-

1
M

face de Gauss un cylindre de hauteur h et de s g
surface de base S, symétrique par rapport a . °
(m), (voir figure ci-contre), on a: N
5 o g S R
#E-NdS: Gnt __, ops— 22 v
€0 €0 By =~k
g
dou: E=—
2c0

Le sens de E indi gué sur lafigure correspond
aoc > 0. Lessensde El et I§2 changentsi o < 0.

6) Dan le cas de la sphére creuse ou pleine, on peut appliquer |e théoréeme de Gauss.
Dans les deux cas le champ radia ; centrifuge si o (ou p) > 0, centripéte s o
(oup) <0

Dans les deux cas, la surface de Gauss est une sphérederayonr = OM. On a:
— — E i —
//E-NdS: G N=g

€0
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2 N
oit : 4ar2E = 29t
€0
a) Sphére chargée en surface (on suppose Py 7
cr. > 0): R M
sr>R: 0 r
> - o Rzﬁ
eor
sr<R:
X0n=0 — Eint =0
- , > dv
En utilisant larelation E = _d_re“ on trouve:
o R?
Va(t =——++ Cl
g I
o R?
Vext(00) =0 = C1 =0 = VeXt:g_T
0
Vint = CZ
Lacontinuité de V (r) sur la surface implique que:
o
Vint =—R
€0
Allure des courbes V(r) et E(r) :
V(r)  E(r)
V(r)
2R
=0
o E(r)
o
(0] R r

. L - o . .
On note une discontinuité de E, d’'une valeur —, a la traversée de la surface de la

€0
sphére.
b) Sphére chargée en volume (on suppose p > 0) :
s r>R: s YRy — E » R
> R: int = = = ——
int 377 P ext 30 rzer
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. 4 . .
s r<R: o= -7R}p = Eintzirer
3 30
D’'ou:
p R®
Vet = — — +C
ext 30 T +Cs
p R
Vet(00) =0 = C1=0 = Vea=-——
360 r
2
pr
et Vi = —— — C
int 30 2 + Co

Lacontinuité de V (r) alatraversée de la surface s écrit :

_LR2+02:LRZ

680 360
3pR?
Co =
+Co 6o
dou: Vit = - (3R2 —1?)
6o

Allure des courbesV(r) et E(r) :

On peut noter que, dans ce cas, le champ est continu alatraversée de la surface de la
sphére.

On remarque que, aussi bien dans le cas de la sphére chargée en surface que dans le
cas de la sphére chargée en volume, le calcul de Ee revient a considérer la charge
totale Q portée par la sphére comme placée au centre O de cette sphére.
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RZ
Casa) Eet = 3—2 Q = 47R%s
eor
1 Q
E —
et 471'60!’2
3
p R 4 3
) et 3eg 12 Q 37T p
1 Q
E —
& 471'60!’2

3.2. Principe de superposition : En tout point M, le champ est la somme des
champs créés I’un par la sphére (O1, R) portant la charge volumique py, |’ autre par

R R : - .
la sphére (Ol’Z) portant la charge volumique —pq. En utilisant les résultats du

—
- oM .
cours et en posante( = on obtient :
|O1M ||
r El éz E: El-i- Ez
R Por Pof 2
r<-— - - 0
a) 4 3&‘0er 3c0
R pol - o R\3. 0 RS\ .
b)) —<r <R Fol __ro = LV P
4 30 3or2\a) ¥ | 3\ Tea2)®
3 3 3
PoR° 1) R\~ . 21 poR
©) r>R - 2& o 02 A o 2
3€ol’ 380[’ 4 6480!‘

On obtient alors V (r) en utilisant larelation :

V() = —/ E(r)dr

21 poR3
—Pourr > R: V)= ——+C
D=5 T
V(oo) =0 =—> C; =0
R por®  poR®
—Pour — <r < R: Vi)=—"— - —+C
4 © 6eo  19200r | 2
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LacontinuitédeV(r) enr = R s'écrit :

21poR? 33 poR?

= C
64 <o 192 o |2
poR?
C, =
2 2c0
L pR2 (1,r\2 1 (R
viny=-"(Z(=) +=(=)-1
dro == <3<R> T\
R
—Pourrgz: V(r)=0Cs

R
LacontinuitédeV(r) enr = ) :

RR/1 1
Cy= -0 (—+——1)

2:0 \48 24
\ 15pR?
dou: V() =
) 329

Allure des courbes

2) En appliquant toujours le principe de
superposition : N

E(M) = E1(M) + Ex(M)

a) Ex(M) = 22 O,M
360

et E,(M) = —2° O,M M
360

D'ol: E(M) = Si (O1M — O,M)
0

Soit : EM) = 2 (0, 0y)
3c0

Le champ éectrique est uniforme.
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b) En utilisant les résultats de la premiére question (cas c))

= Po (R i = po { R 5__
El(N)ZQO a O;1N et EZ(N):—Q0 4|’_2 O>N

RS [OIN OpN

dou: E(N) = —
(N) rs 64r3

3 0

3.3. 1) Soit Eg et Ec les champs dectriques créés en A par les charges placées
respectivement en B et C.

On a successivement : E,
- Kq.
Es = I—quAB A
S Kg. pag =
Ec = —qUAC Ep « B
|2 7
2K o
E, = EB+I§C:—I—2q005aT L -
B c
en désignant par i e vecteur unitaire porté par
OA.
OA=0B=0C=r
AB=BC=CA=I
\/é - Kq >
Comme cosa = — e |=r/3 =— Ej=-— i
2 ! r2/3

2) La distribution volumique créée en n'importe quel point un champ éectrique
radial. L' application du théoréme de Gauss a la sphere de centre O, de rayon r pas-
sant par A donne:

4
47r°Ep = —7rr3£
3 &0

or
E, = —
2 3ep

Lasphére contient la charge totale +-3q (sanslestrois charges ponctuelles —q) donc :

4 9q
—mR3) =3 =
37r P 9= 47 R3

r
E2:3Kq$ avec r <R

avec r <R
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Le champ E, est radial centrifuge :
> r -
E2:3kq$| avec r <R
3) Le champ total en A est :
Ea=E1+Ex= <

3qu>I

Pour que la charge placée en A soit en |I|bre |I faut que:

— - >

R
D'ou: 3r3\/§: R3 — = —
V3
2K 2K
5 vy - 2K _ _2Ka
| rv/3
3Kqr?
Vo=— [ Edr =— C
2 / ' 2R3
Or V,0)=0 = C=0
. 2Kq 3Kqr?
On obtient A 1+ Vo 3 oR3
A
3.4. V(M) = ——exp(—r/a)
Areqr
1) A alesdimensions d’ une charge et a d' une longueur
- dv .
2) E(M) —gradV = —d—ra

d [KA
E(M) = i [r— exp(—r/a)}
1 r

= KAr_2 <1+ 5) exp(—r/a)

3) Théoréme de Gauss, appliqué a une sphére de centre O et derayon r :

g:

€o sphére

E.NdS= E 4xr2
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On en déduit :
Q = 4megr°E

= A(1+ %) exp(—r/a) >0

Lacharge totale de la distribution correspond alavaleur de Q lorsquer — oo. On
trouve :

Qtotale =0

4) Densité volumique de charge ala distance r. On peut écrire:

p(N)4rr?dr = dQ

= Aexp(—r/a) [—é(l—i- %) + é]

- —Aé exp(—r /a)

(ry= A 1@(( r/a) <0
PO =—gaer &P /8) <
5)Ona: Q=A(1+ ) ep( -1

' N a) P\ "a
Lorsque r—0 Q— A>0

Au voisinage de 0, le champ E devient :

KA
E(M) = —

Tout se passe comme S on avait une charge ponctuelle Qo= A > 0 placée au
point O.

6) Ladistribution de charge proposée est équivalente a:
— une charge ponctuelle Qg = A positive placéeen O ;

— une charge négative — A répartie dans tout I’ espace avec la densité volumique :

r) = Alex r/a
P()——Mr— p(—=r/a)

— la distribution dans son ensemble est neutre.
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3.5. Pour des raisons de symétrie (voir exem-

ple 1), le champ dectrique E est radial. La
charge volumique p éant positive, ce champ
sera centrifuge.

1) Application du théoréme de Gauss:

La symétrie cylindrique de la distribution
impose de prendre pour surface de Gauss un
cylindre de rayon r et de hauteur h. On a:

ar <Ry
b)Ri <r < Ry:

27rhE = n(r? — R%)hﬁ
€0

- R2
E ::_fL (r._ _1

20
or>Ry:

Cette fois, on a:

2rrhE = n(R2 — RH)h L
€0

P
2e0f

E =
2) Utilisation de |’ équation locale:

dvE =2
€0

(RS — R)lir

Théoréme de Gauss

En coordonnées cylindriques, pour un champ électrique radial, on a:

= 1d
divE = Fd_r(r En)

a) r < Ry (pas de charges) :

divE =0 = rE, = A(cte)

Er=0=0=—A=0=—E=0
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b) Ri<r<Ry:
1d p d or
-—(TE)=— —(TE)=—
rdr( r) 60:>dl’( r) €0
r2 r B
=2 yB—E=2 42
2c0 2c0 r
La continuité du champ en r = Ry implique que:
pRi1 B pR%
L i | B= -1
260 + Rl = 260

2
R P Rl .
E:— f — —
260( I’)er

or>Ry:
On a de nouveau
dvE=0 =rE =C
Ecrivons la continuité de E en r = Ry :
pR.  pRZ C
260 2€0R2 B R2

= P 2 22
E=—"—(Rs—R%»&
260I'(2 1)

—C= ZELO(Rg— R2)

3.6. Ladistribution étant de symétrie sphérique, le potentiel V et le champ électrique
E ne dépendront quederr .

En coordonnées sphériques, le laplacien se réduit a:

1d dv ,
AV = —— [r2== R
r2dr (r dr) " 0

Y

1) Calcul du potentiel V(r) :
a)pourr < R: p=_Cte.
L’ équation de Poisson s écrit :

1d/,dv p ,dV prs
— 22 ) = — -2 LA
r2dr (r dr ) ' +

€0 d_r 360

av or A

da 3e0 I‘_Z
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En r =0, par symétrie :
E = 6:> (—) =0
dr r=0

Donc A = 0. Par suite:

pr?
VO<r <Rj=-t—+B
20

ou la constante B sera déterminée ultérieurement.
b) pour r > Rona p = 0 et |"équation de Laplace s écrit :

1d/,dv
_ r P :0
redr ( dr)
D’ou I’ on tire successivement :
dv
r2— =C_
ar
C
V=——4+D
r
V()=0 = D=
. C
Par suite: V>R = -

Détermination des constantes B et C :
Le potentiel et le champ éectriques sont continus pour r = R. On adonc d'une part :

pR? C
——+B=—= 1
680 R ( )
et d' autre part :
pR C
T3 R @
. R3
L’ équation (2) donne: c=-_~
3co

_ pR? N pR®  pR?
- 350 650 250

L’ éguation (1) donne: B

on obtient :

3
Finalement puisque p=4 (;3,
s
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KQ r2
. < R: Vir)=——1(3- =
pour r < (@ R (3 RZ)
epourr > R: V(r):KTQ

Dans ce dernier cas, tout se passe comme si toute lacharge Q était placée au point O.

2) Le champ électrique E(r) est donnée par :

— dv
Er)=—gadV = ——8§
(r) gr ar
On obtient :
> K
epourr < R: E(r) = Fgr*
o KO.
epourr > R: E(r):r—ge(

3) En appliquant le théoréeme de Gauss:

ou la surface de Gauss S est la sphére (O,r) sur laquelle se trouve e point ou |'on
calcule le champ E(r).

a)pourr < R:

4 - pof L KQr .
H = — r3 E = _0 -
Qint 37T pPo — 3506( = (S8

b) pourr > R:
- K
Qn=Q — Ez—rza

On retrouve bien les mémes résultats.
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Conducteurs en équilibre

4.1. LOI DE CONSERVATION DE LA CHARGE

Les conducteurs sont des milieux dans lesquels existent des charges libres
(positives ou négatives) pouvant étre mises en mouvement sous |’ action d’un
champ électrique.

Parmi les conducteurs, on peut citer les métaux, les semiconducteurs, les
électrolytes ou encore les gaz ionisés.

A I'intérieur d'un systeme isolé congtitué par plusieurs conducteurs, des
déplacements de charges peuvent s opérer :

— par frottement de corps non chargés préal ablement,

— par contact de deux corps, si |I’un des deux corps ou les deux sont chargés
initialement,

— par I'influence de corps chargés sur un corps isolé placé en leur voisinage.

Enoncé de la loi

Dans un systeme isolé, la charge électrique se conserve :
¥q=0

Par exemple, un atome non ionisé se comporte comme une particule éectri-
guement neutre.

4.2. CORPS CONDUCTEURS ET CORPS ISOLANTS

Un corps quelconque, isolé, contient un certain nombre de porteurs de char-
ges: ce sont les protons liés aux noyaux des atomes et les électrons qui gra-
vitent autour des noyaux.
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Lorsque certains électrons sont « libres», ¢’ est-a-dire trés faiblement liés a
leurs atomes d’ origine, ils constituent un « gaz d' éectrons » susceptible de se
déplacer sous I'action d'un champ électrique Eetd acquérir une vitesse
moyenne :

(v) = pE
ou 4 est la mobilité des porteurs libres. Ainsi, dans les métaux, on admet

gu’en moyenne un éectron se trouve libéré pour chaque atome, le nombre

d atomes par cm3 étant de I’ ordre de 1023,

Les isolants ou diélectriques peuvent étre définis grossierement comme des
corps ne possédant pratiquement pas de charges libres. 1l en résulte une
conductivité tres faible, ce qui correspond a une résistance tres élevée (voir
chapitre 6).

4.3 EQUILIBRE ELECTROSTATIQUE :
THEOREME DE COULOMB

On définit la condition d’ équilibre d’ un conducteur comme impliquant I'im-
mobilité des charges contenues al’intérieur de ce conducteur. B
Celaapour conseguence qu’ en tout point intérieur au corps, le champ Ejp; est
nul (de sorte que éint =q Eim = 6).

L’ équation locale : div Ejy = A0t
€0

entraine que I’ équilibre s’ exprime finalement par :

Eint = 6 pint =0 (4.1)

Il ne peut y avoir de charges libres al’intérieur d’un conducteur en équili-
bre et le champ électrique a I’ intérieur y est toujours nul.
Deux cas peuvent se présenter suivant que le corps est neutre ou chargé.

m Corps conducteur neutre

—Ona:
pint = 0 (envolume) o = 0 (en surface)

Ein=0 = Vint = cte = Vg

=5

¥
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— Le volume occupé par la matiére conductrice est
un volume équipotentiel, et la surface qui le limite
est au méme potentiel.

~gadVin =0 = AVig=0
L’ éguation de Laplace, valable dans |’ espace vide ou

p = 0, est donc applicable aux conducteurs en équi-
libre.

— A I'extérieur du corps, le théoréme de Gauss

entraine que Eext = 0.

m Corps conducteur chargé

La condition d’ équilibre des porteurs de charge entraine toujours :

Eim =0dou pi = eodiv E =0dune part et Vit = cte = Vg d autre part.

La charge ne peut se répartir que sur la surface, celle-ci est une surface équi-
potentielle.

(0> 0) .
Les conditions de passage du champ E a v, b
travers la surface donnent : Piny = 0 N
g = = E;nr :6
a) EText=ETint =0 . Vo,
E int
Par conséquent, au voisinage de la sur- .
face, E ne peut étre que normal a la sur- z 4 b
face. F
> - - o
b) (Eext — Ejnt) - N = —
€0
ol N est |e vecteur unitaire de la normale sortante.
Comme Eim = 6, ona:
Eext = —N (4.2)
€0

Si o > 0, le champ est dirigé vers |’ extérieur,

S o <0, il est dirigé vers|’intérieur.

Cette relation, qui traduit que les lignes de champ sont normales a la surface
du conducteur, constitue le théoreme de Coulomb.
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m Conséquences

— Dans le cas d’un conducteur sphérique chargé, le champ sur la surface a
pour expression :

— Q N
E =
dreR2
comme si la charge Q était placée au centre de la sphere.
—Comme o = 4—QR2 on en déduit que, pour une charge Q donnée, la den-
U

sité surfacique o est d’ autant plus élevée que le rayon de courbure est petit

(pouvoir des pointes : sur une pointe, o et par conséguent le champ E peuvent
atteindre des valeurs tres é eveées).

Exemple d’application : parafoudre a éclateurs ou le champ trés intense sur
les pointes peut ioniser les molécules de I’air environnant, contribuant al’é-
coulement des charges accumul ées.

— Un conducteur placé dans un champ
uniforme E aura tendance & perturber les

lignes de champ de E de maniére que cel-
les-ci soient normales a sa surface.

Sur cette surface, il y aura apparition de
o < 0 aux points ou aboutissent les lignes
de champ, et de ¢/ > 0 aux points d'ou
elles repartent.

— Dans le cas d'un conducteur présentant

une cavité, que le corps soit chargé ou non, —
que le champ extérieur soit nul ou non, la M
surface du conducteur (externe ou interne) E, =0
est une équipotentielle V = V.

On en déduit quelespoints M et N prissur V= %
la surface interne sont au méme potentiel :

> — - >
VM — VN :_fmm Ecavit¢ - d¢ = 0= Ecaiitt =0

Le champ est nul dans la cavité, comme il I’est dans la partie massive du
conducteur, et cela, quelles que soient les conditions extérieures au conduc-
teur. Ce dernier constitue un écran électrostatique : tout champ extérieur ne
peut étre décelé dans la cavité. On peut montrer que, inversement, tout

=,
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champ appliqué dans la cavité, ne sera pas décelé a I’ extérieur du conduc-
teur.

Application : Cage de Faraday : cage métallique permettant d’ effectuer des
mesures, en étant a |’ abri des champs extérieurs, ou inversement, sans pertur-
ber les expériences extérieures.

4.4. PRESSION ELECTROSTATIQUE

=4

Soit dS un éément de surface sur un conducteur
chargé d’ une densité surfacique o.

L e théoreme de Gauss appliqué au cylindre élémen-
taire indiqué sur lafigure donne:

ds
E;dS+ Ejds= 22
€0 as

Le champ extérieur créé par I’éément dS seul est
donc:

- g - _E
E1=—N |
1 2¢0

Or le champ extérieur au voisinage de dS pris sur le conducteur chargé est

selon (4.2) E = N

€0
On en déduit que le champ créé par le reste du conducteur (conducteur privé
dedS) est:

E,b=E—E; = —N
2:0
L’ élément o dS « ne voyant pas » son propre champ, ne subit que I’ action du
champ Ez. Il en résulte une force:
2
dF = 0 dSE, = 2 dSN
2¢0

On peut ainsi définir une pression électrostatique s exercant en tout point de
la surface du conducteur chargé :

P=—"s=5= (4.3)




© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

4.5 INFLUENCE DE DEUX CONDUCTEURS CHARGES 87

1
ou encore p = -egE

5 (4.4)

ou E est lanorme du champ a la surface du conducteur.

—> : R L .
dF est toujours normale a la surface du conducteur, et dirigée vers |’ exté-
rieur, quel que soit le signe de la charge.

4.5. INFLUENCE DE DEUX CONDUCTEURS CHARGES.
THEOREME DE FARADAY

4.5.1 Influence partielle

Soit deux conducteurs (Cq) et (Co). On suppose que, initialement (Cq1) est
chargé avec une densité o1 > 0, et C» est neutre.

Dés que I’on approche (Cq) de (Co), il

apparait sur lasurface de (Co) : une den-

sité de charge o/, < O sur la partie fai-

sant face a (Cy) et une densité o/, > 0 s
sur la partie opposee. Les densités sont
de signes contraires pour assurer la neu-
tralité de (C»). Les lignes de champ ont
I’allure indiquée sur lafigure : elles par-
tent de (Cq) perpendiculaires a la sur-
face et aboutissent a (Co) également perpendiculaires a la surface.

On considére le tube de champ de section dS; sur (Cq) : il va délimiter sur
(C2) une section dS,. Le flux sortant de ce tube est nul, car aucun flux ne sort
delaparoi Iatérale(ﬁ tangent alaparoi) ni descalottesdS;, dS (é nul al’in-
térieur des conducteurs).

L e théoréme de Gauss appliqué a ce tube donne :

# E. d_é —0= 2 0int
(tube) €0

Soit : 30 =02dS +01dS =0

L=
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Les charges 01 dS; et 02 dS qui se font face sur deux éléments de surface
correspondants sont égales et opposees (théoreme de Faraday).

L’ influence est dite partielle car seule une partie des lignes de champ issues
de (Cq) aboutit a (C»).

4.5.2 Influence totale

Si I’'un des deux corps (Co par exemple)

entoure totalement I'autre, il y a cor- Bext
respondance totale entre les charges de la (S) g

surface (S;) de (Cq) et la surface interne  (5) o o
(S) de (Cy). a0

On peut aors écrire : c () &

Les charges globales portées par les deux
surfaces en regard sont égales et opposées.
On peut donc résumer la situation de la maniére suivante :

— dans |la partie massive de (C1) : El — 0,

—sur lasurface de (C1) : charge Q1 > O créant I§2,
—sur lasurface interne de (Co) : charge —Q1,

— dans la partie massive de (Cp) : E =0,

—sur la surface externe de (Co) :  apparition de la charge +Q1 pour assurer
laneutralité de (C») (si I’on suppose (C2) neutre au départ),

— a|’extérieur des deux conducteurs: le champ Iiext est celui créé par la
seule charge Q1 portée par la surface externe de (C»).

4.6. CAPACITE D'UN CONDUCTEUR UNIQUE

Soit un conducteur porté au potentiel V. Il apparait d
alors sur sa surface, une charge g définie par :

q =# o dS
S ()

S le potentiel devient V4, puis Vo, puis V3, la v
charge devient q1, o, g3. Les relations charge-
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potentiel étant linéaires (par exemple, I'équation locae AV = L et
€0
linéaire car s on multiplie p par un facteur A, le potentiel seralui aussi mul-

tiplié par A), on peut écrire:
a_%_%_%_,

V. Vi Vo Vg
Le coefficient de proportionnalité C, indépendant de q et de V, est appelé la
capacité du corps conducteur. || se mesure en farad (F), si g est en coulomb

et V en volt.

Exemple 1. Capacité d’ une sphére conductrice de rayon R

Supposons que la sphere est portée au
potentiel Vs:

S

(8) s
au point P, on a: o
= Q . KQ
E=K V=—
(OP)2er oP Af
et sur la surface :

Vi
VoK © A

R
On en déduit, avec K = 1/4meq :

c_Q_R
Vg K
soit :
C =4negR (4.5

4.7. SYSTEME DE n CONDUCTEURS EN EQUILIBRE

Pour simplifier, on selimite aun systeme v, v,
de trois conducteurs. 1l s agit de trouver Q
les relations entre les charges et les poten- @)

tiels des différents conducteurs.

Pour cela, on définit trois états d’ équilibre

auxquels on applique ensuite le principe ®)

de superposition. Vs
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1¥ état : conducteur n° 1 au potentiel V, > 0 par exemple, les autres au poten-
tiel 0.

2€ état : conducteur n° 2 au potentiel Vo, les autres au potentiel O.
3¢ état : conducteur n° 3 au potentiel V3, les autres au potentiel O.

1 état : Qq1, Q21, Q31 éant les charges portées respectivement par les
conducteurs 1, 2, 3,0n a:

Qu=Ciivi Cp1>0
Q21 =Co1V1 Co1 <0 carchage Q21 <0

Q31 =C31V1 C31 <0 carcharge Q31 <0

avec |C21 + Ca1l < C11 (influence partielle)
2¢ état ; Q12 = C12Vs

Q22 = C2V2

Q32 = Cz2V2
3€ état ; Q13 = C13V3

Q23 = C23V3

Q33 =Cz3V3

Superposition des potentiels:
Vi+04+0=V;
0+Vo+0=\s
0+0+ V3=V
Superposition des charges :
Q1 =C11V1+ C12V2 + C13V3
Q2 = C21V1 + C2V2 + C23V3
Q3 = Cg1V1 + C32V2 + C33V3

Larelation entre charges et potentiels est une relation matricielle. La matrice
C ains définie, soit :
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Cin Ci2 Csi3
C=|Cyxn Cx Cgy

C31 Csz2 Cgz3

congtitue la matrice des coefficients d’influence du systeme des trois conduc-
teurs.

On peut généraliser la relation entre charges et potentiels a un systeme de n
conducteurs. Sous forme matricielle, cette relation s écrit :

[Qil = [GijI[Vj] (4.6)

ou lesindices i et j varient entre 1 et n. Cette écriture signifie que, pour
chague valeur de i, il faut sommer cette expression sur j.

Propriétés de lamatrice C :
—elle est symétrique : Cjj = Cj; (identité de Gauss),

— les termes diagonaux sont positifs: Cj; > 0, ils constituent les coefficients
de capacité,
— les termes non diagonaux sont négatifs: Cj; < 0, ce sont les coefficients
d influence.

m Cas particulier d'un systéme de deux conducteurs en influence totale
Ona: Q1 =C11V1 +C1o\p

Q2=C21V1+CVy avec Cy =Cy2
Si le corps (2) entoure le corps (1), I'influence est totale, on aaors:

Q2 =—-0Q1 = C12V1 + C2V>

= —C11V1 — C12V22 @
quels que soient V1 et Vs. Q,
On en déduit :
C11=Cx=—-Cp2
Enposant Cq1 =C, on peut écrire:

Q1=C(V1—Vp) (4.7)
Q2=C(Vo—Vp)

L e systeme constitue un condensateur et C représente sa capacite.
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Dans la recherche des coefficients d'influence d’un systeme de conduc-
teurs, il arrive que les éguations soient plus faciles a écrire en exprimant
les potentiels en fonction des charges V = f (Qj), plutbt que les charges
en fonction des potentiels Q = g(V;). On arrive a une relation matricielle
delaforme:

[Vi] = [Dijl[Q;]
ou la matrice D est la matrice inverse de la matrice C des coefficients
d'influence. Pour obtenir cesderniers, il suffiradonc d’inverser lamatrice
D, opération qui sera précisée dans I’ exercice 7, ou I’ on considere le cas
d’un systeme de trois spheres conductrices.

Exemple 2. Soheres conductrices en influence

Soit deux spheres conductrices char-
gées, de rayons R; et R, dont les
centres sont distants de d, tel que
d > Ry, Ry. On demande de calculer
les coefficients de capacité Ci1, Coo
et les coefficients d’influence Cq €t
Cy d'un tel systéme.

La superposition des états d’ équilibre permet d’ écrire :
{Vl = D11Q1 + D12Q2
V2 = D21Q1+ D22Q2

La distance d étant trés grande comparée a Ry et Rp, on peut assimiler le
potentiel de (S) di a (S) au potentiel créé par (S) au centre O1, soit
KQ2

d
En faisant de méme pour le potentiel de (S) di a (S;), on peut écrire:

KQ1 KQ2 1 1

Vi = —= 4 —<¢ — =

1 Ry + d Rt d

Ko, kKo, ~°-fl 1 1

1 2
Vo = —<= 4~ <% g —
2 d + R> d R

Lamatrice C des coefficients de capacité et d’ influence est alors obtenue en
prenant |’inverse de lamatrice D. On trouve :
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Co RUK o R/K
1— RyRy/d?2 1— R1Ry/d2
—R1R2/K
C12=Co =

d(1— RyRp/d?)
On vérifie bien que:
—lamatrice C est symétrique: Cqo = Coq,
— C11 et Coo sont positifs.
— C12 et Cy1 sont négatifs.
En faisant tendre d vers|’infini, on retrouve la capacité de lasphere S; seule,
Soit :
C11 = 4megRy

4.8. CAPACITE D'UN CONDENSATEUR

A partir de larelation (4.7), soit :

Vi—Vo Vo—-—V;

C (4.8)

on voit que la connaissance de la charge Q1 (ou Q>) et de la différence de
potentiel (d.d.p.) (V1 — Vo) permet de déterminer la capacité C du conden-
sateur.

L orsque des considérations de symétrie permettent d' appliquer le théoreme de
Gauss, le calcul de la capacité C peut se faire trés aisément.

m Condensateur sphérique

Les deux armatures du condensateur sont
deux spheres concentriques de rayons Rq

et Ro. R,
0
Pour un point M, situé entre les deux v, R,
armatures et tel que OM =r, on peut M
7 - . V
écrire >
E= KQ—zla ¢
r
Q1

dv =-Edr — V:KT—i-Cte
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Lad.d.p. entre les deux armatures est donc :

1 1
vi-Ve= k@ -

Q1
1— V2

et comme C = il vient :

R1R2
C = 4reg Ry R (4.9)
Le conducteur sphérique de rayon Ry pris tout seul, peut étre considéré
comme une armature d’ un condensateur sphérique dont la deuxieme arma-
ture de rayon Ry est rejetée a l’infini. En faisant tendre Ry vers I’infini
dans|’ expression précédente, on retrouve bien la capacité d’ un conducteur
sphérique C = 4megR1 donnée par (4.5).

m Condensateur cylindrique A

Les armatures sont constituées par deux
cylindres coaxiaux. Entre ces deux arma-
tures, le théoreme de Gauss permet d' é-

crire: h
E 2arh = % E = Q1
€0 2megrh
R
On en déduit : !

Q1 [Rd Q1 in 2

V — V == =
1 2 2meoh Jr, T 2regh Ry
D’ou la capacité :
Q1 2megh
C= = 4.10
R1

m Condensateur plan

Les armatures sont constituées par deux plans paralléles de surface S, distants
dee.
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Supposons que la premiére est chargée
positivement d’'une densité +o et la
deuxieme négativement d' une densité
—o. Entre les deux armatures, on a:

- g _
E1 = —uq2 pour la 1™ armature,
2c0

= —0 .\
E> = —Uu»1 pour ladeuxieme.
2c0

Le champ total est donc :

- - - (o)
E=Ei+Ex=—uUp
€0
e e
On en déduit : Vl—vzzEe:U_:Q_
e0  So
D'ou: C= Q1 =éjOS
Vi —Vo e

4.9. ASSOCIATION DE CONDENSATEURS

4.9.1 Association en série

95

(4.11)

+Q - Q +Q —Q +Q - @

La charge Q se conserve: toutes les
armatures de rang impair portent la ” !
méme charge + Q, toutes les armatures Vi,
derang pair laméme charge —Q:

Q =C1Vi2 = CaVo3 = C3V3y
Lesd.d.p. S goutent pour donner V :

Vio + Vo3 4+ V3 =V

On en déduit :
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La capacité équivalente est donc donnée par :

l+1+1
Ci C GC3

1
C

4.9.2 Association en paralléele

Lad.d.p. seconserve ; elle est commune a

tous les condensateurs : @ @ @3
Q1 =CV . o ¢
Q2 =CV
Q3 =CgV

Les charges se répartissent différemment, I’ensemble donnant la charge
Q=CV.

On en déduit : CiV+CyV +C3V=CV

D’ou la capacité équivalente :

C=C1+Cr+C3

4.10. METHODES DE RESOLUTION

Une méthode générale de résolution de problemes électrostatiques en pré-
sence de conducteurs, consiste a résoudre |’ équation de Laplace AV =0,
dans le vide entourant le conducteur, en tenant compte des conditions aux
limites qui sont généralement : potentiel nul al’infini et potentiel fixé sur le
conducteur lui-méme. Cette méthode repose sur le théoréme d’ unicité, qui
exprime que la solution de I’ équation de Laplace vérifiant les conditions aux
limites données est unique.

Il existe des techniques théoriques ou expérimental es qui permettent de résou-
dre I’équation de Laplace. L’ exposé de ces techniques sort du cadre de cet
ouvrage.

En dehors du cas général, lorsque les conducteurs ont des formes simples, on
peut utiliser les mémes méthodes que dans le cas des distributions de charges
dans le vide, a savoir :

— en partant des expressions élémentaires dE et dV relatives a une charge dg
et en les intégrant sur la surface des conducteurs,
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—en appliquant le théoréme de Gauss si des symétries favorables se présentent,
—en utilisant le principe de superposition des états d' équilibre (voir paragraphe 7).

On peut parfois utiliser une méthode dite méthode des images : elle consiste
aassocier au probléme A un probléme B, sachant que les problémes A + B et
A ont une solution commune dans la région de |’ espace concernée, et que
A + B seraplus facile a résoudre.

Exemple 3. La méthode des images

On considére un plan conducteur (r), relié au sol, et soumis a I’influence
d'une charge ponctuelle 4+q placée au point P. On demande de déterminer la
densité de charge o apparaissant sur (), ainsi que la force d' attraction entre
+q et (7).

Le probléme A étant défini ainsi : (charge+q ()
placée en P, plan conducteur () au potentiel B+
nul), il faut trouver un probleme B qui, asso- 7 @
ciéaA, donne un potentiel nul sur le plan ().

La solution est évidente : une charge —q pla- E-
cée en P/, symétrique de P par rapport a (), P O P
qui seraassociéea+qenP enl’absencedu — 7

plan conducteur : |’ensemble des deux char-
ges donnera bien un potentiel nul sur le plan V= 707;
(7). On dit que la charge —q placée en P’ est

I"'image de la charge +q placée en P par rap-

port au plan (7).

L’ introduction de cette image facilite le calcul. En effet, le champ E en tout
point de () S obtient par :

M

E(M)=E4 + E_ = 2E, cosf

a a
E—ox312__« avec r =+aZ+x?

r2r 2meqr3

Théoréme de Coulomb :
aq
2713
La force exercée par le plan conducteur (7) sur la charge q est égale ala
force exercée par I'image —q sur la charge q

9% .

2a)2"

c=¢gE — o=

On trouve: F=K
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EXERCICES

4.1. Deux disques métalliques A et B derayon R = 0,3 m, distantsded = 2,5 m,
constituent les armatures d’ un condensateur plan (P).

1) Quelles sont la capacité C et la charge Q de ce condensateur quand il est soumis
aune différence de potentiel Vo — Vg =500V ?

2) On isole le condensateur (P). Une feuille métallique circulaire (M) initialement
neutre, de mémerayon R = 0,3 m et d' épaisseur e = 1 mm est alors introduite dans
le condensateur, parallélement aux armatures, a la distance d, du disque A.

R

Quelles sont les charges portées par les deux faces (My) et (M») delafeuille métal-
lique ?
3) Quélle est laforce électrostatique résultante agissant sur (M) ?

4) Calculer la capacité C’' du condensateur équivalent al’ensemble (P) + (M). En
déduire lanouvelled.d.p. V, — Vg entre les armatures A et B.

4.2. Une sphére métallique (S;) de rayon Ry =9 cm porte la charge positive
Q1= 10-8C.
1) Quels sont la capacité C; et le potentiel V; de (§) ?

2) On relie (S1) a une autre sphére métallique (S) de rayon
R, = 1 cm, par un fil conducteur long et fin. ($) est suffisam-
ment éloigné de (S;) pour négliger I'influence mutuelle de (S)
et (S). Les charges superficielles sur le fil fin sont supposées

(5)

négligeables.

Calculer, a I'équilibre, les charges Q; et Q) portées par les (55)
deux sphéres et la valeur du champ éectrique au voisinage de

chague spheére.

4.3. Une sphére s conductrice de rayon r, de centre Oy, est au contact d’ une pointe
P reliée au sol (potentiel nul). On place une sphére conductrice S fixe portant une
charge Q, derayon R, de centre O, defagon que P, O; et O, soient alignés. On pose
010p =a.
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On améne la sphere mobile (s) au contact de la sphére (S), puis au contact de P, et
de nouveau au contact de (S), puis de P, etc.

1) Au départ s est au contact de P. Calculer la charge g qu’elle porte, en fonction de
Q, reta.

2) Célculer lacharge Q1 de (S) au premier contact avec (s) et lacharge g; de (s) au
contact suivant avec P.

3) Par récurrence, quelle serala charge Q, de (S) au n-ieme contact avec (s) ?

4) AN. : les sphéres sont identiques et a = 9r. Au bout de combien de contacts la
charge de (S) sera de 10 000/3 plus faible que sa charge initiale ?

4.4. On considére un fil conducteur cylindrique infiniment long et mince, de rayon
R, portant une densité linéique de charge \.

1) Par application du théoréme de Gauss, calculer le champ E(r) en un point situé a
la distance r de I'axe. En déduire le potentiel V(r) en ce point en supposant
V(oc0) = 0.

2) Un deuxiéme fil identique portant la densité linéique
de charge —\ est placé parallélement au premier fil ala
distance a.

R est suffisamment petit devant a pour que larépartition
des charges sur les conducteurs soit considérée comme
uniforme.

a) Calculer le potentiel en un point M aladistance r de a
I’axe du premier fil et a la distance r’ du second. En
déduire le potentiel de chague conducteur.

b) Quelle est la différence de potentiel entre les deux

fils? En déduire |a capacité par unité de longueur de cet
ensemble bifilaire.

2R 2R

AN.:R=2mm; a=2m:; K=910°Sl.: x=10¢8C.-m1.

3) Application : Un fil conducteur de rayon R = 0,5 cm paralléle au plan du sol, a
une hauteur de 4 m, est porté au potentiel V; = 1 kV.
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a) En utilisant la méthode des images électriques et les

résultats précédents, déterminer la capacité linéique de ce

conducteur en présence du sol. d
b) Quelle est lavaleur du champ électrique alasurface de

ce conducteur ?

2R

4.5. 1) Quelle est la charge Q; d' une sphére métallique (A) de rayon R; = 6 ¢cm
lorsqu’ elle est portée au potentiel Vo = 45000 volts ? Dans tout |e probléme on sup-
posera cette sphére isolée.

2) On entoure la sphére (A) par une autre sphére métallique creuse (B) concen-
trique, de rayons R, = 12 cm et R3 = 15 cm, initialement neutre et isolée.

a) Quelles sont les charges portées par (B) ?
b) En déduire les potentiels Va et Vg des deux spheres.

Q Déterminer et représenter graphiquement le potentiel V (r) et lanorme du champ
E(r) entout point M de |’ espace, tel que OM =rr.

3) Lasphére (B) est reliée alaterre (Vg = 0). Quel est le nouveau potentiel V, de
(A) ?
1

On donne: K=-—=09.10°Sl.
47T€0

4.6. Une sphére conductrice creuse de masse M, derayon r
R est séparée en deux parties inégales par un plan hori- R
zontal : on obtient deux calottes sphériques inégales dont

la base commune est un cerclederayonr = Rsing.

isolant

La sphére est portée au potentiel V > 0, puis isolée.

1) En supposant la calotte inférieure fixe, déterminer la force qu’ elle exerce sur la
calotte supérieure.
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2) Dans le cas ou la coupure est faite dans le plan équatorial, pour quelle valeur de
V y aura-t-il séparation des deux hémispheres ?

4.7. Trois petites spheres (S), (S) et (S3) conductrices, isolées, identiques de rayon
R, sont placées dans le vide aux trois sommets d’un triangle équilatéral de coté a
(a> R). Elles portent respectivement les charges Q1, Q2, Qs.

1) Calculer les potentiels aux centres Oy, Oz et Os. 5) O
1

On posera:

R (a1

— =« «

a a a
Etablir larelation matricielle qui exprime les poten-
tiels Vi en fonction des charges Q; avec i =1, 2 (s, (S,)
ou 3. 0, a 0,

2) Sionécrit Qi =Y CijVj avecj =1, 2,3 etollV est le potentiel de lasphere |
j
portant la charge Qj, on introduit la matrice des coefficients d'influence Cj; qui

exprime les charges Q; en fonction des potentiels V.

a) Déterminer cette matrice en considérant que ¢’ est la matrice inverse de celle défi-
nie ala premiére question.

b) Vérifier qu'elle est symétrique, que les coefficients Cj; sont positifs et les coeffi-
cients Cjj négatifs.
c) Déterminer ces coefficients au second ordre prés.

3) On fait les trois opérations suivantes : la sphére (S;) est connectée a laterre pen-
dant un temps suffisamment long pour que I’ équilibre électrostatique se rétablisse,
puis la connexion est coupée. On refait la méme opération avec (), puis avec Ss.

Calculer les charges Q}, Q5 et Q5 des trois spheres apres ces trois opérations.

4.8. Soit le groupement de condensateurs suivant :

C

1

C C.
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1) Lacapacité C; éant donnée, quelle doit étre la capacité C, pour qu'il y ait entre
o C

A et B une capacite équivalente C, telle que Ce = 72 :

AN.: Ci1=8uF

2) Unetension uag = 500 V est appliquée entre les points A et B. Calculer lesten-
sions aux bornes de chaque condensateur ainsi que les charges qu'’ils portent.

CORRIGES

4.1. 1) Lacapacité d un condensateur plan est égale a:

C:%S aveC S=rR?

Q=C(Va—Vp)
AN.: C=10°F: Q=5-10"C.

2) L'influence entre les conducteurs est totale. La répartition des charges qui en
résulte est indiquée sur lafigure ci-dessous :

R

A
(1) e %
(M) P e
(Mg> N Q dy=d - (d; + e
B

3) Les deux faces (M) et (M) de la feuille métallique sont soumises aux forces
électrostatiques Fret By égales et opposées, de norme:

%S B Q?

Fr=Fp= — —
1= 2T o0 T 200S

La résultante des forces est donc égale a
R=Fi+F=0
4) Soit V,, — V§ lanouvelled.d.p. entre Aet B.Ona:
Va—= Vg =NVa—Vy) + Vg, — V) + Vg, — Ve)
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Comme la surface de la feuille métallique est une équipotentielle

Par conséquent, I’ensemble (P) + (M) est égquivalent a deux condensateurs mis en
paralée.

A C.Co €0S €0S
On en déduit : C = = =
u Ci+GC, di +dy d—e
S C
soit : C = =0 o\ = e
d(1-=) 1—3
( d) d
e 1 C
JNL L - = = 4 I — :171—9
AN 4= 25 04— C 06 , 0 F
/ / Q C
VA_VB:E=6(VA_VB)
AN.: V), — Vg = 0,6 x 500 = 300 V

4.2. 1) On asuccessivement :

Ry Q1 Q1
C =4 Ri=— € Vi=—=—"=K==
meoRy = 1=, R
AN. : Ci=10UF=10pF e V;=10%V = 1kV

2) Lacharge Q; vaserépartir sur les deux sphéres de fagon qu’ al’ équilibre le poten-
tiel soit le méme sur les deux sphéres.
On adonc:
Qi Q Q+Q;
V/ = V/ —_——=— =
1 2= Ry R Ri+ R

avec la condition de conservation de la charge :
Q1=Q;+ Q)

Par conséquent :

) Ry
Q

= et !
1 Rl-i-RzQ1 Q
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On en déduit les normes des champs éectriques:

4 V 4 V R
%: 1 ¢ E, KQ2: 1
RT Ri+ Ry RS R+R R

El=

AN. :
Q’1=O,9-10—8 C; Q’2=O,1-10—8 C
E’1=104V-m—1; E§=9-104V-m—1

On retrouve le résultat énoncé dans le cours: prés d’ un conducteur de faible rayon
de courbure le champ éectrique est plus intense (pouvoir des pointes).

_ 1 (9, _ __Qr
43.1) V01_47r€o<r+a) 0 = q -

2) Au 1 contact de (s) et (S) ona Vp, = Vo, €, par conséquent :

@ Q_ h+Q
r R r+R

Conservation de la charge :

R
W+Qi=9g+Q = Q1=r+—R(Q+Q)

QR@-T1) _ QR@-T)

Q= ar + R) G = ar + R)

Au contact suivant de (s) et P :

Q1=Q1r5
3) On ade méme:
_ __Ra-n R@-17?
Q= R - Q[M]
et par récurrence:
B R@a—r)1"
Q”_Q[a<R+r)]
— R\"
4) AN. : anQ(aza )

4
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On doit avoir :
_4-log3
"~ log9—log4

4.4, 1) Ladistribution de charge présente la symétrie
cylindrique: V ne dépend donc que de r et

- \%
E—_gadV = —?j—ré( est radia et ne dépend que
de r. La surface de Gauss sera un cylindre de rayon !

r, de hauteur h ayant le méme axe que lefil.

L e théoréme de Gauss donne :
> AL 2K\
2rithE = — = E = & =—8
€0 2meol r
On en déduit :

V(r):—/Edr = —2KXInr +cte

V(o) =0=cte=0— V = -2K\Inr

2) @) a > R: ladensité linéique de charge de chaque fil ne change pas.

L e principe de superposition donne::
V(M) = Va(M) + Vg(M)
= —2KXInr +2KXInr’

/

:—2K)\Inr—
p
On en déduit le potentiel de chaque conducteur :
o fil A: r=R; rr=a-Rx~a 2R
a (4)
Vy =2KAIn—=
* R
«fil B: r=a—-R~a; r'r=R

R
V_ =2K)\Ing - —V+

b) La différence de potentiel entre les deux conducteurs est donc :

a A a
Vo—-V_=2V, =4KAIn—==—1In—=
* * R 7 R

2R
(B)

105
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D’ou, la capacité C; par unité de longueur :
A TEQD
Cl = =
Vi =V InE
R

3) Application : méthode des images éectriques.

a) L'ensemble (fil + sol) est équivalent a deux fils (A) et (B) paralées, distants de
2 d, admettant le plan du sol () comme plan médiateur, et portant respectivement les
chargeslinéiques +\ et —\.

Si le potentiel de (A) est +Vo, celui de (B) est —V et le plan () est bien au poten-
tiel nul. Lefil (B) constitue I’image du fil (A) par rapport au plan ().

ALY,
fil(A)
2R
d
d e,
T
V=20
(m) d
sol au potentiel zéro
fil(B)
-\ =V

D’ apres les résultats précédents, pour les deux conducteurson a:

C - A _)\_7r50
T Va-Ve 2V
R

On en déduit pour le conducteur A par rapport au sol :

A A 2reg 1

“Va_0 Vo . 2~ 2d
Va-0 Vo | 2KInE

C/

b) Calcul de E alasurface de A:

— 1 1 -
E=2K>\(ﬁ—zj)er 2d > R)
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1
AN.: C = 5 =7,53pF- m!
18-10°In
5.10-3
1
E = 0° =27kV -m1
. —3
5.10 |n5.10_3

4.5. 1) Capacité de lasphere A :
C1 = 4neoRy = 6,67 - 10712 F

Q1 = C1Vp = 0,3uC

2) a) Par influence totale entre (A) et (B) la surface interne de (B) prend la charge
— Q1 et la surface externe la charge + Q1.

b) On a:
MoQ
KQi KQi  KQ K
Vp = — = 40,5kV R
A Rl R2 + R3 +@Q -Q TO ! R,
K K R R
Vg = Q1 _ Q1_1=v0—1=18kv R,
Rs Rt Rs R3 (4)
(B)
00<r<R;p:

V(r) = Va = 40,5kV
E=0

Ry <r < Ry: Lethéoréme de Gauss s écrit :

> K
A7 2E = Q — Er) = %é
€0 r
K
dou: V() = Q1+C1

r

Lacontinuité de V pour r = Ry S écrit :
KQ1

1

V(R1) =Vp et +C=Vao=C1=Vap—Vog=-45kV

KQ1

— 4,5 kV
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R, <r < R3z: Leconducteur est équipotentiel, soit :
V({I) =V(R) =V(R3) = Vg = 18kV
—E(r)=0

r > Rz : On obtient de méme par |e théoreme de Gauss :

KQi1.
'8

EM) =3

K Q1

r2

V() = avec V(oo) =0

Discontinuité de E au passage des surfaces des conducteurs :

Surface r =Ry :
K
Er <Ry)=0 E(r = R1)=%=750kv-m—1
1
Surface r =Ry :
K K Ri\?
Er < Ry) = (31= 31 (—1> — 187,5kV - m~t
Er =Ry) =0
Surface r =R3:
KQi  KQi /R’ i
Er <R3) =0 Er =R3) = —-= — ] =120kV -m
r <Rg) ( 3) RZ R? <R3>

Repr ésentations graphiques:

V(r) (kV)

40,5

18

r(cm)
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187,2

120
r(cm)

3) Lasphere (B) étant reliée alaterre, elle perd sa charge extérieure + Q1 ; le poten-
tiel de la sphére A devient :

K K R
Vi = Q1 Ql:Vo(l——l>

R Ry Ry
Vi = 22,5kV
4.6. 1) Il apparait sur la sphére conductrice Z
une charge surfacique :
% N
7787 s

avec C =4moR & S=47R?.

On en déduit :

eoV

R o

D’aprés le théoréme de Coulomb, le champ E est norma & la surface et a pour

o =

valeur: E = ;N. Mais en fait, une charge élémentaire dq = odS ne voyant pas son
0

propre champ, n’est soumise gqu’au champ E= ZLN. Il en résulte une force éé-
)
mentaire

2
dF —dqE = 2 Nds
2c0
dF o? . L ,
p = — = —— constitue lapression électrostatique ) .
dS 2¢g
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Par raison de symétrie, la force résultante exercée par la calotte inférieure sur la
calotte supérieure est donc paralléle & Oz et ascendante, de norme :
g

2
F, = f cosa dS
26 S

ou S est la surface de la calotte supérieure.

En prenant dS = 27rR?sina do, on a:

0
/COSadS:ZWRZ/ sina cosa da = TR? sin? 0
S 0

goV?

Dol : F, = > Tsin?

2) Si la coupure est dans le plan équatoria, 6 = g etl'ona:

goV?
FZ = 02
M V2
Lacalotte se souléve s ?g < 802 ﬂ, Soit :
M
V > M9
eQm
4.7.1) S crée en O le potentie :
KQ oo
1
V1(01) =
1(01) )
(S) et (S3) créent en O; les potentiels: a a
KQ2 , K Qs
Vl’(Ol) = a et V/'(Oy) = a s, S,
D’ou le potentiel total en Oy : 0y 0,
K R
Vi = ﬁ(Q1+OéQ2+ aQz) enposant a = 2 (v k1)

On aura de méme, aux points O, et O3 :

K
Vo = ﬁ(OZQl + Q2 + aQ3)

K
V3 = ﬁ(an +aQ2+ Q3)
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On en déduit larelation matricielle :

Vi Q1
Vo | =D Q2
V3 Q3
ou D est lamatrice:
K 1 o «
D = E (0] 1 «
a o 1

2) Lamatrice des coefficients d' influence est I'inverse de lamatrice D. Elle s obtient
donc:
* en transposant la matrice D,

* en remplagant chagque élément par e cofacteur (ou mineur) correspondant, ¢’ est-&
dire le déterminant obtenu en barrant la ligne et la colonne du terme considéré,
affecté du signe:

+ s lasommei + j est paire,

—si lasomme i + j estimpaire.

* en divisant la matrice obtenue par le déterminant A de lamatrice D.
Lamatrice D étant symétrique, elle est sa propre transposée.
Déterminant A :

A= %[(1— a?) — ala — a?) + a(a? — a)]

A= %(1 — 302 + 20°)
Matrice des cofacteurs::
1-0a? —(a—a?® (a?—a)
—(a—a® (1A-0®d —(a—dd
(@®—a) —(a—a? (1-a?
En tenant compte des signes, on obtient la matrice cherchée :

1-a?2 a?—a oa®—a

a’—a 1—a? o®—a

a’—a a?—a 1-a?

C_R 1
K (1-=3a2+2ad3)

On vérifie bien que:
—lamatrice est symétrique : Cij = C;j;
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—les Cj; sont positifs: 1—a?>0 car a<k1

—les Cjj sont négatifs: d—a=al@—-1 <0
Au second ordre préson a:

R1-—a?

Ci ~ %~ 4reoR(L + 202

ii K 1— 302 megR(1+ 2a%)
Ra(l—«)

3) Lasphére S, est mise au potentiel zéro puis déconnectée : elle vaprendre lacharge
1, S et S gardent leur charge Q: et Q3. On a:

K
= §<Q3 +aQ2+aQ3) =0

Vi
Q] = —a(Q2+ Q3)
On aura apres chacune des deux autres opérations :
K
V)= ﬁ(on’1 +aQ,+aQ3) =0 ((S) alaterre)
Q, = —a(Q] + Q3) = a[aQ2+ (o — 1) Q3]
K

V)= E(aQa +aQ,+ Q) =0 ((S) alaterre)

Qs = —a(Q} + Q) = Q2+ Qa) — 0?[aQz + (o — 1) Q3]

0it ;

Qs =a’[(1-a)Qz+ (2— @) Q3] ~ a?(Q2 + 2Q3)

4.8. Association de condensateurs



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Corrigés 113

1) La capacité C] équivalente al’association série (Cy, C») entre A et D est donnée
par :

1 1 N 1 C+GC

Ci C C GG

La capacité C;, équivalente a | association paralele (Cq, Co) entre D et B est égale
a:

Cé=C1+C2

On obtient donc le circuit équivalent :

A D B
A B
avec 1_1+1_C1+C2+ 1
Ce - Ci Cé - C.Co Ci+GC,
C.— C1C2(C1 + Cy)
® T (C1+C22+CiCe
C

C, éant donnée, C, doit vérifier lacondition: Ce = >

1 Ci(C1+Cy)

2 (C1+Cy2+CiCy

soit (C1+ C2)%+ C1Cy = 2C1(C1 + Cy)
Aprés simplication, on obtient I’ équation du second degreé :
C3+CiC,—C2=0
qui a pour discriminant :
A = C?+4C% =5C?
Seule laracine positive est acceptable. On trouve :

—C1+Ci1V5
Co= 2

AN. Co = 4,94 uF
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2) Soit uag = Va — Vp la tension appliquée entre les points A et B. On a dors la
répartition des charges représentée sur la figure ci-dessous :

G

A F p +t@ -Q B

G

+0Q -Q +Q —-@

Tt -6

Uyp

Uag = UarF + UfFp + UpB

Q =Q1+Q2

avec

D’ apres la premiére question, dans le montage équivalent, on aura:

c,
A +Q °-@Q B
C
avec Ce = >
UAB
donc la charge Q portée par C; et C, est égale a:
C
Q=CeUps = 72UAB
On obtient dlors
C Q uas
UaF = — = -=U et Urp = — = —/—
AF C._ 2C, AB FD c >
Co\ UaB
u =u u =11 — )] —
AD AF + UFD (+C1) 5

C u
Upg = UaB — UAD = (2— (1+—2)) %
1
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. Co\upg C1—-GCo
Soit : Uupp=(1—— = u
DB ( Cl) > oc, Ure
On en déduit ;
Ci—-C
Q1 =CyUpg = 12 2 AB
Cao(C1—Cy)
Q2 = Caupg =
DB 2C, AB
AN. :
C UAB
UaF = s~ Uag = 1545V =—=2
AF 2C, AB , Urp > 50 V
C,-C
Ups = —=—2Upg =955V  [=Uag — (UaF + UFD)]
2C,

C
Q= Z2upg = 1,234C

2

C,—-C
Q= 12 2Upg = 0,76 uC

Co(C1 — Cy)
szzlelzuAFo,wc (=Q- Q)



5

Energie électrostatique

5.1. ENERGIE POTENTIELLE D’'UNE CHARGE PONCTUELLE
EN INTERACTION AVEC UN CHAMP EXTERIEUR

Rappelons d’ abord qu’ une charge ponctuelle isolée ne peut avoir une énergie
potentielle (voir chapitre 2, paragraphe 4). En effet, cette charge crée autour
d elle un champ E et un potentiel V, maisc’ est en interagissant avec le champ
d’une autre charge ou d'une distribution de charges qu’elle va acquérir une
énergie potentielle Ep engendrant une force d’interaction F.

Dans le cas de deux charges q et g’ en interaction, I’ énergie potentielle s ex-
prime par :

K /
Ep = :‘q (5.1)

ol g et g’ sont des valeurs algébriques et r est la distance séparant les deux
charges. Il faut rappeler que I’ énergie potentielle définie ci-dessus peut étre
considérée comme : _
—"énergie de g’ dans le champ de q, /;E
—I"énergie de q dans le champ de ¢/, i ¢ >0
—I"énergie du systéme isolé, constitué par les 00

deux charges q et q'.
Une justification du dernier point consiste a dire que cette énergie représente
le travail qu’il faut effectuer pour réaliser le systeme des deux charges, ¢’ est-
a-dire amener la charge g’ de I'infini ot le champ de q est nul, ala distance
r ou le champ est :

. Ka,
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En effet, on a:

r.o_ féEr)
Epz—/ F-dr:—qu/v/OO 5

00 r
r /

Moo

Supposons maintenant que la charge g se trouve en un point Mg dans le

champ E(Mo) créé par une distribution de charge quelconque. Pour exprimer
son énergie potentielle, on peut utiliser la

méme idée: calculer le travail que I’ expéri- T

i M _.-r"-f
mentateur do’l_t gff_ectuer_pour amener cette IR O -
charge q de I’infini au point Mq. g

La force que I’ expérimentateur doit exercer en un point M quelconque est
I’ opposée de laforce électrostatique, soit :

IEexp = —Ize = —qE(M)

On adonc:

Ile_, —> M0—> _—>
(0. ¢]

(©.¢]

Mo
=qf dV = qV (Mo)
o0

en supposant le potentiel nul al’infini.

5.2. ENERGIE POTENTIELLE D'UN SYSTEME DE CHARGES

5.2.1 Cas d’une distribution de charges ponctuelles

Soit un systéme de charges q1, gp, Q3 placées respectivement aux points A1,
Az, Az. On cherche a déterminer |’ énergie potentielle d’un tel systeme.

Pour cela, on adoptera la méme démarche

gue précédemment, qui consiste a reconsti- ca
tuer le systéme en amenant les charges I’ une , -
apres|’autre, del’infini aleurs positions défi- ' I
nitives.
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On améne d’abord g1 en A1, ou I'espace est vide. Le travail effectué est
Wj = 0. g1 étant en A1, on améne gy de lI’infini en As.

) , a102
Travail effectué: Wo = K—=
2 A1A2

g1 étant en A1 et g2 en Az, on amene g en As.

- ¢ a103 0203
Travail effectué: Wh = K
3 (A1A3 * A2A3)
Travail total : W =W +Wo +W3 = Ep

d102 203 a10a3
Ep =K
P (AlAZ * A2 A3 * A1A3)

Pour permettre une meilleure généralisation de cette expression, on peut pro-
céder de lamaniére suivante : écrivons encore une fois cette méme expression
de Ep et gjoutons membre a membre les deux expressions. On obtient :

0 ) as a3 a1
2Ep = K
P [ql <A1A2 * A1A3> T (AzAs * A1A2>

a2 a1
T (A2A3 * AlAsﬂ

= (1V1 + g2V2 + g3V3)

ou V; est le potentiel résultant créé par les charges (gp,q3) au point A1, Vo le
potentiel créé par les charges (g3,q1) au point Ay, et V3 le potentiel crée par
les charges (g1,02) au point Ag.

1
On adonc: Ep = 5(@1V1 +d2V2 +d3Va)

soit, en généralisant au cas de n charges

1 n
Ep=3 > av (5.2)
i=1




© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

5.3 ENERGIE ELECTROSTATIQUE EMMAGASINEE DANS LES CONDUCTEURS... 119

5.2.2 Cas d’une distribution continue de charges

On peut étendre la sommation discontinue précédente a une sommation inté-
grale. En désignant par dqg la charge élémentaire et par V le potentiel auquel
est soumis cette charge, on obtient :

1
Ep=+ / Vdq (5.3)
2 espace chargé
o 1
distribution linéaire : dg = Adl Ep = 5/ AVd
L
1
distribution superficielle:: dg=0dS Ep= 5/ oVds
S
1
distribution volumique : dgq = pdr Ep = > f pVdr
T

5.3. ENERGIE ELECTROSTATIQUE EMMAGASINEE
DANS LES CONDUCTEURS CHARGES

5.3.1 Energie d'un conducteur unique

Pour un conducteur de capacité C portant la charge q, larelation (5.3) s'inté-
gre immédiatement, puisque le conducteur est équipotentiel (V = cte).
L’ énergie emmagasinée s écrit donc, comptetenuque q = CV :

1 1 192
En= —qV = —CV2=-21 5.4
P=29Y =3 2¢C G4
5.3.2 Energie d'un systéme a n conducteurs
1 1 1
Onaadlors: Ep = quvl + quvz + ... éqnvn
1
Ep=5) GV (5.5)
i

ou g; est la charge portée par le conducteur i et V; son potentiel.
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5.3.3 Energie d'un condensateur

L'influence entre les armatures étant totale, vl G&__q
ona: Vi
G2=-01 v, T "
1
Ep = [0Vi+ Vol
1
=501 (V1—V2)

ou encore, en posant V; — Vo = U

2
1 2 1.2 10

et cela, quelle que soit laforme du condensateur.

5.4. CHARGE D’UN CONDENSATEUR : ASPECT ENERGETIQUE

Il s'agit de faire un bilan d’ énergie entre un condensateur et la source qui I’ a
limente, pendant la charge d’ un condensateur.

A chague instant du processus de charge, le condensateur « voit » alafois son
potentiel et sa charge varier. Ces deux grandeurs sont liées par :

g=CV etdonc dg=CdV
Lavariation d’ énergie potentielle est :
dEp = Vdgq = CVdV

d’ou I’ énergie emmagasi née pendant toute la charge :

Vi 1 102
E,=C | VdV==-CVé=-1
P /0 2t T 2¢C

oul’indicef désignelesvaleursfinalesde V et g. On retrouve I’ expression de
Ep établie précédemment a partir de :

1
Ep = 5 [01V1 + a2V2]

qui explicite les contributions des deux armatures.
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Lasource, quant a elle, « voit » son potentiel rester constant et égal a V; pen-
dant tout le processus de charge. L’ énergie é émentaire dépensée pour trans-
férer la charge dg au condensateur est :

dEE, = Vi dq

d’ ou I’ énergie totale fournie par la source :
/ o 2
Ep = Vf/(-) dg = grVf = CVf" = 2Ep

On voit que |’ énergie dépensée est |e double de I’ énergie emmagasinée dans
le condensateur.
On peut montrer que ladifférence Ey — Ep = Ep est obligatoirement dissipée

sous forme calorifique dans les fils de connexion, et d' une maniére générae
dans larésistance du circuit de charge, quelle que soit cette résistance.

En effet, considérons par exemple, le circuit de charge de la figure ci-dessous
ou R représente la résistance du circuit et E |aforce électromotrice du géné-
rateur.

Laloi d Ohm pour ce circuit s écrit :

. q
Ri+—=E
+C

L’ énergie dissipée par effet Joule entre lesinstantst et t + dt est donc:

dW = Ri2dt = Ej dt—%i dt
qdg
—Edgq_ 4
97

Par conséquent, |’ énergie totale dissipée au cours de la charge est :

w QEd L Qd E Q°
—/O q—E/oqq— Q-5¢
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soit, comptetenude Q = CE :

E2 1
CE _lepe

W = CE2 —
2 2

L’ énergie dissipée dans le circuit de charge est bien égale al’ énergie emma-
gasinée dans le condensateur.

5.5. LOCALISATION DE L'ENERGIE :
DENSITE D'ENERGIE ELECTROSTATIQUE

Considéerons pour simplifier le cas d'un — L. .
condensateur plan dont les armatures ont /_/S’v’ - b+ :’;//
une surface Set sont distantes de e. Soit V LA S S l'_.

E

la différence de potentiel appliquée entre 6]

ces armatures.
L’ énergie emmagasi née dans ce condensa- |
teur est :
1
2
Ep=5CV

S
etcomme C = 80? (voir chapitre 5, paragraphe 8)

ona: E 1, SV
. = —E0————
P= 207
Par ailleurs, le champ électrique entre les armatures est uniforme. Sa norme
est donnée par :

E=—
e

On peut donc écrire:: Ep = 5e0 E’Se
On peut considérer que la densité d’ énergie par unité de volume, qui est liée
au champ électrique est également uniforme. Elle a pour expression :

_d&p 1

= —¢oE
dr 280

puisque le volume du condensateur est 7 = Se.
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Ce résultat, établi ici dans un cas particulier, est vrai dans le cas général : si
un champ électrique est appliqué en un point quelconque de I’ espace, on peut
lui associer une densité volumique d’ énergie donnée par :

1
w=3 = (5.7)

5.6. CALCUL DE FORCES ELECTROSTATIQUES
A PARTIR DE L'ENERGIE

Lorsqu’on cherche a calculer les forces électrostatiques a partir de I’ énergie
emmagasinée dans un systeme, deux cas peuvent se présenter :

— la charge reste constante,

— le potentiel reste constant.

5.6.1 Calcul de la force, a charge constante

C'est le cas d’un condensateur qui serait préalablement chargé, puis isolé et
abandonné aux forces éectrostatiques qui s exercent entre les armatures.

A chaque travail éémentaire dW des forces électrostatiques correspond une
variation dEp de |’ énergie emmagasinée. Le systeme étant isolé, la conserva-
tion de I’ énergie impligue que :

dW + dEp = 0

Et comme dW = F - EZ on en déduit I’expression de la force éectrosta
tique:

F = —grad Ep  (achargeconstante) (5.8

en tout point de la distribution de charge.

5.6.2 Calcul de la force, a potentiel constant

C'est le cas ou le condensateur chargé n’est plus isolé, mais reste relié a une
source en permanence.

Dans ce cas, a tout travail élémentaire dW des forces éectrostatiques cor-
respondent alafois une variation dEp de I’ énergie emmagasinée, et une éner-
gie dEs dépensée par la source pour maintenir le potentiel constant.
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La conservation de I'énergie, appliquée a I’ensemble du systéme isolé
(condensateur + source), S exprime cette fois par :

Nous avons vu (voir paragraphe 4) que I’ énergie dépensée par la source est le
double de I energie emmagasinée dans |le condensateur, soit dEs = 2dEp.
On en déduit

e S .
et comme dW = F . d¢, il vient:

F = +gr—a)d Ep (apotentiel constant)

en tout point de la distribution de charge.

Il est important de remarquer le changement de signe dans |’ expression de F,
par rapport au cas ou la charge reste constante.

5.7. EXEMPLES D'APPLICATION

Exemple 1. Energie d une sphére conductrice chargée

Si la sphére est conductrice et en équilibre, elle ne peut étre chargée qu’en
surface (voir chapitre 4). Soit Q la charge portée par cette sphére, et C sa
capacité. Son énergie est donnée par :

102

e 19
2C

et, comme C = 47egR ol R est lerayon de la sphére, on a:

1 2
Ep== Q
2 4R

Exemple 2. Energie d’ une sphére chargée en volume

Il ne peut s agir d’ une sphére conductrice, car al’ équilibre, celle-ci ne peut
contenir des charges volumiques. Il s'agira donc plutét d une distribution
sphérique théorique : modéle d’ une sphére diélectrique.
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1'¢ méthode:

Soit p la densité de charge volumique supposée
uniforme.
D’ aprés le paragraphe 2, on a:

1
Epzé/;deT

ou V est le potentiel au point courant M et  est le volume de |a sphére.
Si on se réfere au chapitre 3, paragraphe 7, exemple 2, le potentiel au point
M, al’intérieur de la sphere est donnée par

p R2 r2
V="—|1-—
250 3R2
En prenant comme volume élémentaire le volume d’ une coquille sphérique

derayonr,ona:
dr = 4xr2dr

L’ expression de |’ énergie est donc :
1 2R2 R r2
Ep==2" 47r/ 21— — |
2 2c0 0 3R?

47'(' 2
= — p°RS
150"

4 . N
et comme p = Q / §7TR3, on peut finalement mettre cette énergie sous la

forme:
e 3 Q? 3KQ?
P 54r0R ™ 5 R

2¢ méthode:

On recongtitue la distribution sphérique de

charge, en amenant au fur et a mesure des pelli-

cules sphériques de rayon r, r croissant de O a R
R, de I'infini ou le potentiel est nul, vers la

sphére derayon r.

A un instant quel conque, la charge amenée est :
dq = 4nr2dr p
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et le potentiel régnant a la surface de la sphére est :
Kq'
r
ou g’ est la charge portée par la sphére a cet instant, soit :
4

q = §7Tr 3

L’ énergie élémentaire acquise par la sphére est donc :
Arr 3p

V =

=K Anr 2dr P

16
=K —7r2p2r Adr
3
On en déduit :

16 R 16
En=K.— 2 2 4d — K 22R5
p 3 TP /(; r-ar 157Tp

4 . . R " :
et comme p = Q/§7TR3, on arrive finalement a la méme expression de
I’ énergie:
3K Q2
g, 3K
5 R

3* méthode:

On utilise le fait que, une fois la sphére chargée, il existe en tout point de
I’ espace (intérieur ou extérieur ala sphére) une densité volumique d’ éner-
gie:
1 £2
w = <&
2 O
ou E est la norme du champ électrique créé par la sphéere chargée, en ce

point.

Contribution del'intérieur (r < R):

Si on se référe encore au chapitre 3, paragraphe 7, exemple 2, le champ a
I"intérieur de la sphére est donnée par :
- pr N
E=_"
3609(
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4
ou encore puisque p = Q / §7TR3

- KQr_
TR
L’ énergie emmagasinée dans la sphere elleeméme est donc :
. K2Q?2
Ep(int) :fwde £0 Q /erT
T 2 R6 T

En prenant encore dr = 4 2dr, on trouve :

2 2
Ep(int) = ETQ/O ridr = Q

10R

Contribution de I’extérieur (r > R):
A I’extérieur de la sphére, le champ est donné par :

KQQ
2 @

L’ énergie contenue a |’ extérieur est donc :

1 > dr
E(ext):/ wdr = =K 2/ —
P esp ext. 2 < R r?

KQZ[ 1}00 K Q2

E=

Energietotale:

K Q2 17 3KQ?
Ep Q|:10+]:_Q

R 2| 5 R
On retrouve bien le résultat précédent.

Exemple 3. Force d'attraction entre les armatures d’ un condensateur
plan

On considére un condensateur plan dont les armatures ont une surface S et
sont écartées d’ une distance x.

On suppose que I’ armature inférieure A est fixe et que I’ armature supérieure B
est susceptible de se déplacer sous I'action des forces éectrostatiques qui
S exercent entre les deux armatures.
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On suppose que le condensateur est
chargé de telle sorte que I'armature .
inférieure soit de signe positif et |'ar-

mature supérieure de signe négatif. On ~ * l =
peut prévoir que laforce subie par |’ ar-
mature B sera verticale et dirigée vers 0 A

le bas. |l s'agit de déterminer |’ expres-
sion de cette force.

1) Condensateur chargé et isolé (q = cte) :

D’ apres le paragraphe 6, on adans ce cas:
dEp

ﬁ:—gE)dEp — Fx = dx

192 S .
Comme Epzé% et Cz%,onendédwt:

1,d /1 1,/ 1)\dC
Fy = —— — | =)= —— _ | —
x= 729 (c) 2 ( 02) dx

__ 9 =S_ o
2C2 x2 2:0S

2) Condensateur relié a un générateur (V = cte) :

Danscecas, ona:

5 — dEp B B —— B
F =+4grad Ep = FX/:W L l;

1 A
Ep=-CV? dou: S

2
e _V2dC _ V2S¢
X7 2 dx 2 x2 7 25S

Ainsi, on obtient la méme force attractive dans les deux cas : a charge cons-
tante ou a potentiel constant.
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EXERCICES

5.1. On considére un condensateur cylindrique
d'axe A dont les armatures de rayons R; et R, [
(R2 > Ry) sont séparées par du vide. - -—=—--._"‘j
1) Soit V; — V, ladifférence de potentiel entre |’ ar- Sae
mature interne et |'armature externe du condensa- ,
teur, et q la charge de ce condensateur par unité de :
longueur. Rappeler I'expression du potentiel en un i l
point M situé entre les deux armatures et celle de la ’
capacité C; par unité de longueur de ce condensa-
teur. 4 i
2) En utilisant I'énergie emmagasinée entre les =
armatures, retrouver |’ expression de C,. 1

5.2. Une sphére de centre O et de rayon R contient une charge +3q (q > 0) répar-
tie uniformément dans son volume avec une densité uniforme p. A I’intérieur de la
sphére se trouvent trois charges ponctuelles, chacune égale a —q, placées aux som-
mets A, B et C d'un triangle équilatéral de centre O. Les distances OA, OB et OC

sont égalesar (r < R). f,.-f"'_"m
1) Donner les expressions : ,.;’j 4 (=g \“\‘
i -ﬁ
—du potentiel ;1 créé en A par les charges B “\\ g
ponctuelles —q placéesen B et C, | i Y '|
— du potentiel V. créé en A par ladistribution | 0 !
volumique de charges sachant que , A g
w B c F
V2(0) =0, \H(fq) (;y
En déduire le potentiel total Va au point A. e -

2) Calculer I"énergie potentielle éectrostatique Ep(r) des trois charges négatives a
partir du travail fourni par un opérateur qui ameéne successivement les trois charges
deI'infini, ou le potentiel est nul, jusqu’en A, B ou C en présence de la distribution
volumique de charges.

3) Tracer la courbe Ep(r). Déterminer la position d’équilibre pour les trois charges
(—Qq) . Préciser la stahilité de cet équilibre.

5.3. 1) Rappeler ' expression du champ électrique E crééenun point M(r,6) par un
dipdle de moment Py, parallélement a O.X, placé en O; dans lestrois cas suivants:
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a) OtMy = 61 = (P, O1My) =0 M,
b) O1Ma =7 0o = (P, O1M2) =7
C) OtMz =r 03 = (P1, O1M3) = ~ M, 0 P

2) Sur la perpendiculaire a P, menée de Oy, on M
place en M3 un deuxiéme dipble de moment

dipolaire I52 (voir figure) ; ladistance £ = O; M3 ¢
étant grande devant les dimensions des dipdles.
Quélle est I'expression de I’ énergie potentielle
du dipbéle F32 dans le champ de I31 ?

3) On considére a présent une chaine, supposée infinie, de molécules polaires iden-
tiques, distantes de d, (d est trés grand, devant la dimension du dipdle) dans les deux
configurations suivantes :

» configuration « :

chaine «
» configuration G :

chaine [

On choisit une molécule M quelconque dans la chaine.

a) Chaine| o |

— Donner I’expression du champ éectrique E crééen M par les deux molécules
situées de part et d'autre de M, puis celle du champ éectrique total Er en M, di a
la chaine infinie.

— En déduire I’ énergie potentielle du dipble placé en M dans le champ des autres
dipdles.

b) ChaTne

Mémes questions que pour la chaine .
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On donne: 1+§+¥+ ~12
1 1
1 w35 ~ 0,9

5.4. Un condensateur plan est constitué par deux plagues métalliques de surface
S =30 cm? distantes de x = 5 cm. || est chargé sous une ddp de 500 V puis isolé.

1) Quelles sont :

— sacapacité C ?

—lacharge Q de ses armatures ?
— son énergie potentielle Ep ?
Faire |’ application numérique

2) On écarte les armatures de fagon a porter leur distance ax’ = 10 cm.

a) Quelles sont, alafin del’ opération :

—latension finale V' ?

—I"énergie potentielle E; du condensateur ?

En déduire la variation d' énergie potentielle AF; du condensateur au cours de |’ o-
pération.

b) On suppose que I’ écartement des plagues est réalisé par un opérateur de fagon
quas statique. Quel est le travail W fourni par I’ opérateur ?

Comparer W et AE,.

3) On effectue laméme opération mais en maintenant constante laddp 2500V gréace
aune liaison avec un générateur de tension. On néglige la résistance du générateur et
desfils de jonction.

a) Quelles sont, alafin de cette opération :

—lanouvelle charge Q' des armatures ?

—I"énergie potentielle E; du condensateur ?

Quelle aété lavariation d’ énergie potentielle A E; du condensateur au cours de cette
opération ?

b) Comme dans la question 2b, I’ écartement des plaques est réalisé par un opérateur.
Quel est letravail W' fourni par cet opérateur ? Comparer W' et AE[. Etablir lebilan

énergétique de I’ opération.
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5.5. 1) Un condensateur de capacité C; est chargé sous une différence de potentiel
V1, puisisolé.

Donner les expressions de la charge Qq et de I’ énergie Wy emmagasinées dans le
condensateur C, alafin del’ opération.

2) On décharge le condensateur C; dans un R

condensateur C,, initialement neutre, a tra- G Gy
vers une résistance R. Calculer, a I’ équilibre,

en fonction de Qq, C1 et Cy :

a) les charges Q1 et Q2 prises par les deux condensateurs,
b) les différences de potentiel V; et V, aux bornes des deux condensateurs,

c) les énergies W et W, emmagasinées dans les deux condensateurs.

3) a) Ecrire lavariation de g en fonction du temps au cours de la décharge de C;
dans le circuit.

b) En déduire I’ énergie W; dissipée par effet Joule dans la résistance R, en fonction
de Qo, C; et C,, pendant la décharge de Cj.

¢) Montrer que lavariation d énergie du systeme entre |’ état initial et |’ état final cor-
respond a l’ énergie dissipée par effet Joule.

5.6. A) L' énergie potentielle d’interaction entre les deux atomes d’ une molécule dia-
tomique d'iodure d’ hydrogéne (IH) est représentée par une expression de laforme:

Ep(X) = —% + % (potentiel de Lennard-Jones)

ou X représente la distance séparant les deux atomes, et a et b sont deux constantes
positives.

1) Tracer la courbe Ep(x). Déterminer la valeur xo pour laquelle le systéme est en
équilibre stable. Quelle est I énergie potentielle E,(Xg) correspondante ?

2) Pour une molécule d'iodure d hydrogene, I'énergie de dissociation est
Ep =5-10"1 joule et ladistance xg = 1,64 A.

—Quelle est larelation entre Ep et Ep(Xo) ?

— Quelles sont les valeurs des constantes a et b ?

B) On considére maintenant que la liaison entre les deux atomes de masse m; (pour
I” hydrogéne) et m, (pour I’iode) est équivalente a un ressort de rappel k, dont lalon-
gueur au repos est égale alalongueur xg delaliaison al’ équilibre. Les déplacements
respectifs de my et my par rapport aleurs positions d' équilibre sont x; et (X2 — Xp).
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M
m, m,
z (équilibre)

m,

1) Ecrire les équations différentielles vérifiées par x; et xp. Déduire de ces deux
équations I’ égquation différentielle vérifiée par la variable X = x, — X3. On posera
1 = 1 + 1 (1 est lamasse réduite de I’ oscillateur).

g My Mg

2) Déterminer la fréquence propre angulaire wg de vibration de la molécule, ¢’ est-a
dire la fréquence du mouvement relatif de la masse m, par rapport a la masse m;.

C) On revient ala molécule d’iodure d hydrogéne. En utilisant un développement
limité au deuxieme ordre de E,(X) au voisinage de X = Xo, montrer que la force de

liaison est effectivement une force de rappd de la forme Fy = —k(x — Xg). En
déduire I’ expression de k en fonction xg €t Ep.

3) AN. : Caculer :

— la constante k,

—la pulsation wy,

— lafréquence v des oscillations.

On donne : my = my = 1,67 - 10~% kg
my =m = 127m;

CORRIGES

5.1. 1) Par suite de la symétrie, le champ en tout point M est radial et ne dépend que
der = HM. On prend pour surface de Gauss une surface cylindrigue de rayon r, de

hauteur h et d'axe A passant par le point M ou I’on veut calculer E.
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L e théoréme de Gauss donne :

h
Ey 27th = 30
€0
N q . h
Emy = —
M 27meq

S Vi est le potentiel de I’armature interne, le
potentiel au point M est :

Entre les deux armatures, la différence de potentiel est :

R
V2 — Vl = —i n —2
271'60 R]_
1=V2 p 2
Ry
2) Entre les armatures du condensateur, la densité d’ énergie éectrostatique a pour
expression :
€0E2 q2
w = =
2 871'280[' 2

L’ énergie W,, emmagasinée dans un volume dr de hauteur h est :

Wh:/wdT avec dr=2arhdr

h [Redr  ¢?h R
LAy [ W
Areq R, T 4req Ry
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Wh q? Ro

Par unité delongueur,ona; W)= — = ——1In—
g “Th T4y Ry
192 .
eecomme W;=-—, onobtient:
2Cq
2
C = Wéo
In—2
Ry

gui est bien I’ expression trouvée dans la 1" question.

1.2.1)Ona:
V1 = Vg + V¢ (potentiels créés en A par les 4-9
charges placées en B et C).
v__2Kd __2Kg R
YTTAB T 13 0
En un point intérieur ala sphere de rayon R, (B_q) (_%
le champ E créé par la distribution sphérique
est radial et a pour norme :
r _ _ :
E = 3Kq$ (voir chapitre 3, exercice 3)
3Kqr?
Vo=—[Ed =——F+C
2 / dr T
3Kqr?
Or: Vo(0) =0 C=0 Vo= """
2(0) - = V2 2R3
On en déduit le potentiel total au point A :
2Kq 3Kqr?
Va=V1+Vo=——— —
A 1+ V2 3 R

2) Travail pour amener la charge —q de I'infini en A, en présence de la distribution
volumique:

Wi = —q(V2 — V) = —qV2

Travail pour amener la charge —qg de I'infini en B, en présence de la charge —q en
A et de la distribution volumique :

Wo = —q(V2 + V)
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Travail pour amener lacharge —q del’infini en C en présence des charges —q en A
et B et de ladistribution volumique

W3 = —q(V2+ VB + Vi)
D’ou I’ énergie potentielle :

Ep(l') =W +Wo +W; =-3gV> — q(2V + Vo)

3Kqgr? 3K
=) = =3~ | ~a| -7 ]
3r? 1

_ 2\ 4 =
Ep(r) = 3Kq [2R3+rﬁ]

3)Pourr < R,ona:

Ep(r) = 3Kg? [;L; + %}
%:0:>3r3«/§:R3 soit r:%
Tableau de variation :
r 0 % R
% - 0 +
+00 %qz <g +‘/§)
\ /
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Pour r =re= I’énergie potentielle E,

R
V3
destrois charges est minimum, donc r cor-
respond a une position d' équilibre stable.

K¢ 9 3
R 2
9 K¢
Epm 2 R
,
0 R R
3
53.1
B, M,
E, E, )
0, P M M 0o, P 0] P

D’ aprés le paragraphe 8 du chapitre 2, le champ électrique créé par un dipble P, en
un point M(r,0) est:

- 2KPjcos@ KPysing >
E = 13 13 i, avec 0= (P,OM)
r r
. 2KP. K
90=0 E==3 B,
O p M ¢
M, E,
> —2KP; . e,
o=r Er=—3 Lo
™ = KP:1, E, ¢ My
b=~ Ez=—7- 3
) 2 3 r3
01 P
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2) L’ énergie potentielle du dipdle P dansle champ M,
de Py est : P,
L - ¢
Ep=—-P-E;
(ou E,estle champ créé en M3 par le dipdle I31). % P
Or, d'aprésla 1" question :
= K P > N —
Em; = r—31e9 avec Pigy=—-P;
" K Py
1= _Z_?’
./ KB\ BB
%——2(—7T>_ E
= = KPP
(PLP)=nr = Ep=- Z;Z
3) &) Chaine| « |
P N P M P N’ P P
e Champ crééen M par le dipdle placéen N :
. 2KP
NE g
Champ crééen M par le dipdle placéen N’ :
. 2KP
En =g
Le champ E créé par les molécules situées de part et d’ autre de M est donc :
. . . 2KP
E - EN + EN/ - F

En groupant les dipdles deux par deux, on obtient pour le champ total en M :

z _4Kﬁ+4K5+4Kﬁ+
T=7® T @d3 " @3y

KP

4K P
- a3

1 1
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« Energie potentielle du dipdle placé en M dans le champ des autres dipoles

. _KP K P2
EpZ—PETZ—P4,8?=—4,8F

b) ChaTne

N,

B N,

. M N

1 N,

o

* Champ créé en M par les deux dipoles placésen Ny et Nj :

. 4K P
=%
* Champ créé en M par les deux dipoles placésen N et N :
=/ — +£
(2d)3

Le champ éectrique total Er en M est donc

R 4K P 1 1
Ero [__ __”]

* L’ énergie potentielle du dipdle placé en M est donc cette fois:

. - 36KP2
EDZ_P'ETZT

5.4. 1) La capacité C, la charge Q et |’énergie potentielle du condensateur sont
respectivement :

v, v,
c— oS
X
Q=CVv=CV1 -V +Q -Q
1
Ep=-CV?
P™ 2
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1 30-10%

AN.: =
36m10° 5.10-2

=53.10 BF

Q=53-10"x5.10°=26-10°C

1
Ep =53 10788 x 25.10* = 6,63- 1078

2) a) Quand |’ écartement des plagues est X', la capacité C’ est :
. €0S _ €0S X C

c’ = — =
X/ X X 2

Lacharge Q' restant constante au cours de I’ opération, on a:
C X
Y, Y,

= CV = C/V/ V/ = —_— = —
Q C’ X’

=2V

1Q%2 1 @?
El =< =-—"_=2E
PT2C T 2C/2 P

b) Si I’opérateur déplace I’armature portant
les charges négatives dans le sens des x > 0,
laforce qu'il exerce doit étre égale et opposée
a la force éectrique a laguelle est soumise
cette armature :

N

ﬁop = - Fe

En appelant p la pression électrostatique, on a:

= g 0'287
Fe= —ps = —2—€O|
=3 _O'ZST

o= 250

Letravail W de |’ opérateur est donc :

X X/ ZS X’ 2
X X 280 X 2505
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Comme la charge Q est constante, on a:

2 1 2 1 1
wo @ (X X @t N _p g
2 \e0S 0SS 2 \C ¢C P
Par conséquent :

L’ augmentation d’ énergie potentielle du condensateur est due uniquement au travail
de I’ opérateur.

3) a) Cettefais, V = cte.
Onadonc:

vo2_Q
c-¢C

N[O

C/
— Q=Q¢=0Q, = Q=

L’ énergie potentielle du condensateur est alors:

1 1Q 1
E/l=-QV===V=_E
p= 3% 22 2 F
D’ou lavariation d' énergie potentielle du condensateur :
Ep Ep
b) A chague instant du processus, on a:
2
- - o%S.
Fop=—Fe=——1
P 7 2
avec: Q CV &S . Vv
. o= —= — = —— — J—
S~ s S 0

Letravail de |’ opérateur est alors:

) X o gSV? X dx
W' = / Fop -dx = > / ﬁ
X X

W/

CeoSV2 (1 1) V2
- X X

2 =5 €-C

W = Ep - Ej = —AE]
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Cette fois la variation d'énergie interne est I’opposé du travail de I’ opérateur :
1" \N\

AE; = -W'.

En effet, si nous faisons le bilan énergétique au cours de |’ opération, lavariation d’ é-

nergie potentielle du condensateur est due :

—au travail W’ de I’ opérateur,
—al’énergie fournie par le générateur A Eg pour maintenir latension V = cte.
AEg=V(Q — Q) =V*C —-C)=-2W
1
= 2AE]
On retrouve bien ;
W'+ AEg = —AE] + 2AE; = AEy

5.5. 1) A lafin de |’ opération, la charge Qo du condensateur C; est :

Qo =CiVh
et son énergie W est :
1
Wo = =Cy1V2
2
2) a) Pour lecircuit fermé ABCA, on a:
B iC
(Va—=Ve)+ (Vg —Vc) + (MVc —Va) =0 R
q q
1 Cl (]2 2
Par conséquent : 4
Q1 Qe
——4+R +—=0 1
C +Ri + c (1)

Quand I’ équilibre est établi, on a:
=0 1= Q1 2= Q2

Il vient, en remplacant dans (1) :

&, Qe
Ci C,

Qi Q2 Qu1+Q Qo

0 soit = = =
C Co Ci+Cy Ci+6C,

D'ou:
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C1 C
ot 2

Ql—QOC G Q22Q0C1+C2

b) On en déduit les tensions aux bornes des condensateurs :

Q_ Qo
Ci C+0C;

Q Qo

V! = —— =
! C. C+(C

V=

C) Les énergies emmagasinées par les deux condensateurs sont :

1 1 2 1
w1=—clv'2=—ci et Wo =2 CoVy2 =

1 lC QS
2 L7275 (C1 4+ Cy)2 2

27%(C1 + G2

3) b) Au cours de ladécharge de C; danslecircuit, le courant i qui traverse larésis-
tance R a pour expression :

dQ1
dt

Comme Q1+ g2 = Qo, I"éguation (1) s écrit :

o] dgg  Qo—a1

__Rpt —
Ci dt + Cy 0
. dql 1 1 QO
: R 2% I 2
soit & +q1<cl + Cz> g, = © 2

On pose::

1 1 1
o X — a Qo
C’ Ci G 03 C

. : d
L’ équation (2) s écrit : RC/d—)t( +x=0

Elle a pour solution :

t
x =Ke RC dou g——Ke RC+%
C

Détermination de la constante K :
al’instant t = 0, début de la décharge, on a:

Qo Qo Qo
K=20_ R0_ %0
= Qo= cC G G
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Finalement, on obtient : .
1

@

Qo C1
1= € RO+ Qo
q C1 C1+C oNe}
0+G,
t

b) Au cours de la décharge, le courant i 0

qui circule dans le circuit s écrit :
= Q o
dt RCy

L’ énergie dissipée par effet Joule pendant le temps dt est :

2
& e_% dt
RC?

dW; = Ri%dt =

2 oo RC’ C’
W; = &02 / e RC dt = QOZ Qg >
RC2 Jo RC?2 2RC?

C = ClCZ Wi = QSCZ

De plus, — = <07
P Ci1+GCo 77 2C1(CL+ Cy)

¢) Energie du systéme al’instant initial :

1Q3
Wo = =<0
°T2¢
Energie du systéme a I’ instant final :
1 Q3
Wi +Wo = =
1t =58+
Lavariation d’ énergie est donc :
1 Q3C:
Wo — (W1 + W. - =
o— (W 2= QO[ C1 C1+Cz] 2C1(C1 +Cy)

Par conséquent, elle correspond bien al’ énergie dissipée par effet Joule.

56.A)1) Ep,=—ax®4bx 1
E
% = 6ax~’ — 12bx 1 = 6x'(a — 2bx®)

dE,

1/6
v 0 — Xo= (E) Xo €st une position d’ équilibre.
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Tableau de variation :

E
P
1/6
a
0 _
X (Zb) oo
dE,
— - 0
dx + 0
+00 0
—a2 a?
Ep \ — / 4b
4b
Pour x = Xg, on a:
a a
E =—| — b—
p(¥0) 2b( a+ 5%

145

a2

4b

):

C’est le minimum de Ep, donc I” équilibre en xg est stable.

2) L’ énergie de dissociation de la molécule est | énergie qu'il faut fournir ala molé-
cule pour doigner un des deux atomes al’infini, a partir de sa position d' équilibre.

On adonc:
soit :
2b
a
Or 22
4b
AN.:

a=2x5-10"19(1,64.10710)6
b=5-10"19(1,64- 1071012

Ep = —Ep(Xo0)
2
a
Ep = —
P~ 2o
= XS
—
- Ep

—

a:2EDx8 g b= EDX(])'2

a=1,95-10""" Sl.

— b=189.-1071¥%g].

B) 1) Les équations différentielles vérifiées par x; et X, sont :

{ miX1 = K(X2 — X1 — Xo)

’Ull

MoXo = —K(X2 — X1 — Xo)

En posant xo — X1 = X, on obtient :

M

m,
1, (équilibre)
1“)

7712
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On en déduit :
L 1 1
X2—X1=—k(—+—> (X — Xo)
ms mp
. . k 1 1 1
soit X=——(X—Xo) aec —=-—+—
H pooomp My

k
2) Si on pose wi = —, lasolution de I’ équation différentielle est de laforme
7!

X = Acos(wot + ) avec wp= \/E
o)

La molécule a un mouvement de vibration sinusoidal, de fréquence vy = ?, autour
i

de la position d'équilibre.

C) Ep = —ax %+ bx 12

L e développement limité au 2€ ordre de Ep(x) au voisinage de X = Xg S €crit :

) dE, (X — Xo) [ d®Ep
Ep(X) = Ep(Xo) + (X — Xo) (ol_x)x0 T (W)XO "

On a successivement :
2

a
dE
<—p> = 6axy ' — 12ox; 2 =0
dx /.
E
sz — —42ax~® + 156bx 14 = 6x8[—7a + 26bx 9]
?E,\  6a 1 zat 260 &) = 18a2
dx? J,,  2b xZ 2b)  bx3

Au voisinage de Xg, on peut donc écrire E, sous laforme:
a2  (x —xp)?18a?
4b 2 bx3

E
~ —Ep + 36—2(x — X0)?
Xo
dE, _
8
dx *

Puisque F=—galEp=—
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—72ED(X — Xo)éy

2
Xo

ona: F =

Cette force de liaison est bien une force de rappel de laforme F=-K (X — Xo)&x

72E
avec K= 2D
%
72x5.1071°
4) AN.: x =1338N-m!

~ (1.64-10-10)2

k(my 4+ my)
w=. | —=
mymsy

1338 12
:\/7< 8) ~9.10"rad-s!

1,67-10-27 \ 127
Vo= 20 — 1.43. 10" Hz
2



6

Le courant électrique
dans les milieux conducteurs

6.1. LES CHARGES MOBILES

Les charges étudiées en électrostatique sont des charges immobiles. Qu'elles
soient liées al’atome ou gu’ elles soient « libres », I’ équilibre électrostatique
implique qu’ elles restent fixes. Quand on veut étudier les charges mobiles, on
doit introduire un autre champ, le champ magnétique B et aussi une densité
de courant f rendant compte du déplacement des charges. Relier cette densité

de courant f en un point d’un conducteur, au champ électrique Eence point,
constitue le but de I’ éectrocinétique.

m Différents types de conducteurs
a) Les métaux

Chague atome libere un électron en moyenne. Le volume du métal contient
deux types de charges de densités volumiques égales et opposées : les charges
positives, constituées par les atomes donneurs d’'un électron, qui sont suppo-
sees fixes et les charges négatives, les électrons libérés, qui sont des charges
mobiles. Le nombre d' atomes par cm® étant de I’ ordre de 1023, la densité
volumiqgue de chaque type de charge est :

p==416-1019%x 108 =16-10*C-cm3

b) Les semi-conducteurs intrinseques (Ex : Si, Ge purs)

A chaque atome qui libére un éectron et qui devient un ion positif fixe, cor-
respond un atome qui capte un éectron (ce qui revient alibérer un « trou » de
charge +e), cet atome devenant un ion négatif fixe.
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On a ainsi une création de paires éectron-trou qui croit exponentiellement
avec la température. Dans le cas du silicium, a 300° K par exemple, le nom-
bre d’ électrons (ou de trous) par cm3, est del’ ordre de 7 - 1019 comparé 41023
pour les métaux.

¢) Les semi-conducteurs extrinséques (Ex : Si, Ge dopés)

Si on diffuse dans du silicium intrinseque de valence 4 des atomes a
5 électrons de valence (As, P), ces derniers libérent chacun un électron, deve-
nant des ions positifs fixes. Les éectrons libérés ont une densité égale acelle
des atomes donneurs. Si le taux d impuretés introduites ou dopage est de
107, cette densité est égale 2103 x 10~/ = 106 dectrons/cm3, comparée
41023 pour les métaux. Un tel semi-conducteur est dit de type N (pour néga-
tif).

Inversement, si on diffuse dans du silicium des atomes & 3 éectrons de
valence (Ga, In), ces derniers vont capter chacun un éectron, ce qui revient a
libérer un trou de charge +e. Ces atomes dits accepteurs vont devenir desions
négatifs fixes. Le semi-conducteur est alors dit de type P (pour positif).

d) Les éectrolytes

Dans ce cas, les molécules se dissocient en deux ions de signes contraires. |l
n'y apas de charges fixes. Les densités volumiques des ions libres positifs et
négatifs sont égales et opposées. Elles sont de |’ ordre de 1016 & 10%1/cm3.

€) Lesgaz ionisés

Les molécules d’'un gaz a faible pression peuvent étre ionisées par libération
ou capture d'électrons. Les ions obtenus constituent des charges libres,
respectivement positives ou négatives.

6.2. LE COURANT ELECTRIQUE

6.2.1 Vecteur densité de courant

On peut se limiter, pour le moment, a un seul type de porteurs, les électrons
par exemple. R

Sous I action d’un champ électrique E, chaque électron acquiert une vitesse.
En désignant par v, la vitesse moyenne de I’ ensemble des éectrons (on dit
aussi vitesse d’ entrainement ou de dérive), et par p la charge volumique du
milieu, on définit le vecteur de courant en tout point du milieu par :

j=pv (6.1)
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Ou encore, puisgue p = —ne ou n est le nombre d’électrons par unité de
volume et e la valeur absolue de la charge de I’ électron :

f = —nev (6.2

6.2.2 L'intensité du courant électrique

Soit @ leflux def atraversune surface (S) orien-
tée (S appuyant sur un contour (C) orienté).

Ona: <I>=/ fd_é e
IS
Leflux éémentaire v

—

j-dS=pv-

ds

S ds

représente la charge contenue dans le volume du cylindre de longueur v S ap-
puyant sur dS; ¢'est auss la charge qui traverse dS pendant I’ unité de temps.

On peut donc écrire:

/ [ae=d9_, 6.3)
(S dt

définissant ainsi I’intensité du courant qui traverse (S), laquelle s exprime en
ampére(A): 1A =1C.s 1

6.2.3 Lignes et tube de courant

Une ligne de courant est définie comme une ligne ]
tangente en tout point au vecteur densité de cou-
rant j .

Un tube de courant est formeé par |I’ensemble des
lignes de courant S appuyant sur un contour fermé
(©).

Ses génératrices sont donc tangentes a f en tout
point.
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6.2.4 Différentes formes de conducteurs

a) Conducteurs filiformes

Si lasection Sd’'un conducteur est constante et trés petite devant sa longueur,
on admet que le vecteur densité de courant est uniforme::

j = I—S Sexprimeen A - m—2
b) Conducteurs massifs cylindriques
Ona: | = / i.ds
)
Si f est uniforme, on a encore::
2

o .
jzé sexprimeen A -m—

¢) Nappe de courant

C'est le cas d’ un ruban mince ou d’ une couche mince. On définit alors une
densité surfacique de courant (exprimée en A - m—1) donnée par :

s=o00 (6.4)

ou o est la charge libre surfacique. En introdui-

sant la ligne AB, perpendiculaire en tout point de N
> . . B
ajs, I'intensité du courant le long de la nappe
est:
| :/A js- Nde = fﬁ jsde (6.5)
AB AB

S qu est uniforme, on a:

Is = AB
6.2.5 Ordre de grandeur

Lavitesse de dérive des électrons due au champ appliqué E est trésinférieure
alavitesse des éectrons due a |’ agitation thermique :
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Vitesse d’ agitation thermique

Dans ce mouvement tout a fait aléatoire, I’ énergie moyenne d'un éectron est
del’ordrede quelqueseV. S onidentifie une énergiede 1 eV al’ énergie ciné-
tique de I’ électron, on trouve :

1m2 2¢

= —Mv — Vo =,/ —

c=3%"™o 0 m
2x1,6-10°19

— i —0,6-10m.s1

v \/ 9,110 3L

A cette vitesse ne correspond aucun courant électrique : |’ agitation thermique
étant désordonnée, |la vitesse moyenne vectorielle correspondante est nulle.

Vitesse de dérive

Soit un fil de cuivre parcouru par un courant de densité 10 A/mm?2. Pour le
cuivre, on a:

{ masseatomique M = 63,69
massevolumique = 8,8-103kg- m—3

En admettant que chaque atome libére en moyenne un éectron libre, on peut
trouver le nombre n d’ électrons libres par mS3, soit :

_pA
M

ou ./ est le nombre d’ Avogadro.

On trouve

8,8- 103 x 6,02 10%3
— X —0,83-10%° dectrons-m—3
63,6103
On en déduit :

Ipl =ne=0,83x 10 x 1,6-10 1% =1,33.101°C. m™3

' 10 - 10°
1o 2 75.10%m.st
p 1,33.10%0

La vitesse de dérive des électrons est trés faible devant la vitesse d’ agitation
thermique.
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1) A lavitessede 7,5 - 10~*ms 1, il faudrait une heure & un éectron pour
parcourir une distance de 2,7 m. Par conséquent, lorsgu’on allume une
lampe a partir d’ un interrupteur, ce n’est pas le nuage éectronique mis en
mouvement au niveau de I'interrupteur qui va intervenir dans |’ échauffe-
ment du filament de la lampe.

En fait, la fermeture de I’ interrupteur se traduit par la propagation le long
du fil d'un signal correspondant au champ électrique, signal qui se propage
a une vitesse tres élevée, de I’ordre de la vitesse de la lumiére dans le
conducteur. Ce signal arrive presque instantanément en tous les points du
circuit, mettant en mouvement des nuages électroniques autour de chague
point.

2) On peut généraliser la relation | = —ned éablie dans le cas d’'une
conduction électronique, au cas ou I’on aurait des porteurs de charges de
natures différentes. On aura aors:

= nkokik (6.6)
K

la sommation se faisant sur toutes les espéces de particules concernées. gk
représente aors la valeur algébrique de la charge de la particule de type k.
En particulier, dans le cas d'un semi-conducteur ou les charges positives et
négatives se déplacent en sensinverse sous |’ action du champ appliqué, on a:

— E

— J = ppiy+p_v-
v+ )+ ? - =
- — ] =enyvy —n_vo)
T

Par conséquent, les densités de courant des charges positives et négatives
sont de méme sens.

On notera que f et E sont toujours de méme sens.

6.3. EQUATION DE CONTINUITE

Soit S une surface fermée entourant un volume 7
d’un conducteur.

Supposons que la charge volumique p soit une fonc-
tion de temps. Pendant un intervalle de temps dt, la
variation de charge qui en résulte dans un volume ) J
élémentaire dr, S écrit : j N

dp
dg=-Ldt d
=54

=
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d ou la variation de charge pour le volume 7 :

0
q=[ ZLdtar
() ot

Par ailleurs, I’'intensité du courant traversant un éément de surface d_é est :

dl=j.d5=j-Nds

ol N est le vecteur unitaire de lanormale sortante. La charge totale transférée
pendant le méme intervalle de temps est donc :

W:d{/ i -NdS

(S

ce qui s écrit, d’ aprés le théoreme d’ Ostrograsky :
q =dt [ divjdr

Laloi de conservation de la charge pour un systeme isolé entraine que :

q+9q =0
. 8/) . P
soit / —dr+ divjdr=20
(n ot ©)

Cela étant vrai pour tout volume (7), on en déduit que :

. 8p
d — =0 6.7
v+ (6.7)

Cette équation constitue I’ équation de continuité, qui régit tout phénomeéne de
transfert de charges. Elle traduit |’idée que dans un circuit, il ne peut y avoir
d’ accumulation de charges, ni de courant : ¢’ est laformulation locale delaloi
de conservation de la charge électrique.

m Cas particulier d'un régime stationnaire

Un régime est dit stationnaire (ou permanent) si la distribution des charges et
des courants est indépendante du temps. Par conséquent :

ip

=0
ot
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Autrement dit, la charge contenue dans le volume dr est renouvel ée par e pas-
sage du courant, sans aucune variation de la charge volumique. C'est le casdu

courant continu.
L’ équation de continuité se réduit alors a:

divj =0 (6.8)
Il en résulte que : ff~NdS:0
S

Cette équation exprime que le flux de | est

conservatif. En d’ autres termes :

—I"intensité du courant se conserve atravers un J
tube de courant. (5)

(S) et () étant deux sections différentes du
tube, on a:

1(S) =1(S)

— A un nosud de circuit, la somme des courants
algébriques (par exemple positifs s'ils arri- ! I
vent, négatifs s'ils partent) est nulle:

neeud

> "1k = 0(loi desnoeuds) (6.9) I,
K

1) Les courants alternatifs de laforme | = lg cos(wt + ) correspondent
adesrégimes quas stationnaires dans la mesure ou I’ on peut considérer |
achague instant comme étant la méme en tout point d’ un tube de courant.

2) En régime stationnaire ou quasi stationnaire, la conservation de | le
long d’ un tube de courant implique que les circuits é ectriques doivent étre
fermés. (Exemple de circuit ouvert : une antenne traversée par un courant
alternatif et émettant des ondes é ectromagnétiques.)

Lecircuit devant étre fermé et lanécessité d’ avoir un champ E pour entral-
ner les charges libres impliquent I’ existence (dans le circuit) d’un généra-
teur capable d appliquer la d.d.p. nécessaire.

3) Dans e cas d’ une conduction par plusieurs types de porteurs, il est bien
évident que I’ équation de continuité doit étre vérifiée par chaque type de
porteurs.

=
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6.4. CONDUCTIVITE ELECTRIQUE : LOI D'OHM LOCALE

Il s agit d’ exprimer la densité de courant f dans un conducteur, en fonction du
champ appliqué E, en partant tout simplement du principe fondamental de la
dynamique appliqué a une particule de charge g et de masse m.
On suppose la variation de E au cours du temps nulle ou faible en chaque
point du conducteur (régime stationnaire ou quasi stationnaire).

6.4.1 Premier modeéle

Visiblement, cette vitesse (et par conséquent f) tend vers I’infini au cours du
temps, ce qui ne peut étre satisfaisant. La solution consiste a envisager les
« chocs » multiples que subit la charge g dans son mouvement, notamment
sur les atomes du réseau cristallin.

Tout d'abord, la vitesse initiale \70 étant aléatoire, sa valeur moyenne vg est

nulle. En désignant par = le temps moyen separant deux chocs successifs, la
vitesse de dérive s écrit :

. - E
v=(V :q—T
m
o - . ngér-
On en déduit : j =pv= p

puisque p = nq ou n est le nombre de charges par unité de volume.
Larelation cherchée s écrit :

j =oE (6.10)
2

ou: o="97 (6.12)
m

o est la conductivité électrique du matériau, elle s exprime en siemens par
métre (s- m1).

Laloi f: oE congtitue la loi d’Ohm dans sa forme locale, valable en tout
point du conducteur.
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6.4.2 Second modele

Il consiste a introduire I’ effet des chocs par I'intermédiaire d une force de
frottement opposée a la vitesse de dérive et de laforme :

- muv
f_

-
Dans ce cas, laloi fondamentale de la dynamiqgue S écrit :

dont la solution est : V= EE +1790€ T

Au bout d’un temps suffisant, la charge « relaxe » vers le régime permanent,
oul'ona:

expression trouvée précédemment.
* On définit le libre parcours moyen de la charge g comme étant :

¢ =vr= qéE (6.12)

* Laloi d Ohm ades limites de validité : énergie électrique de I’ ordre de
I’ énergie thermique, effets non linéaires, etc. Elle reste cependant vala-
ble en régime sinusoidal jusqu’ a des fréquences tres élevées, de I’ ordre
de 1012 Hz.

6.4.3 La mobilité des porteurs

Lamobilité 1 est définie par larelation :

v =puE (6.13)
- T =
et comme v=g—E
m
CIT g
ona: S S
i nq

Lamobilité définie ainsi est une grandeur algébrique, qui ale méme signe de
lacharge g. Elle s exprimeenm?-Vv~—1.s71,

=
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6.4.4 Résistivité électrique

Larésistivité p est définie comme I’inverse de la conductivité :

1
p: — =
o njqul

elles exprimeen Q2 - m.

6.4.5 Ordres de grandeurs
Pour le cuivre 220 °C, on a:

p=172.108Q.m — +=58-100Q 1. m1
En prenant n = 10%° électrons/m3, on trouve ;

1 7 1.1 —31
,_om_>58100x91-10" , 414
ne2 1029 x (1,6- 10—19)2

S on adopte la valeur de la vitesse v calculée au paragraphe 6.2, soit
v=7,5-10"*ms1, on obtient pour lamobilité:

er 16-10719x2.10°1

=5 9.1-10-31

~35.107*m?2. v 1.s1_35cm?.v1.5?

Dans le cas du silicium a 20 °C, les mobilités des électrons et des trous sont
respectivement :

e = —1700cm? - v~1.s71

p= 250cm?-v—1l.s71

Les expressions précédentes montrent que la conductivité o dépend ala
fois de lamobilité 1 et du nombre n de porteurs par unité de volume.

Dans les conducteurs n est indépendant de la température, mais comme u
décroit quand la température augmente, o diminue également, et par consé-
quent p augmente. Laloi de variation de p avec latempérature est :

p = po(l+at)

1 PR .
avec a >73 (degré)—1 et po larésistivite at = 0° Celsius.
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A I’inverse des conducteurs, les semi-conducteurs intrinséques ont une
conductivité o qui augmente avec la température. A T =0 °K, cette
conductivité est nulle.

Dans le cas des matériaux supraconducteurs, la conductivité devient infi-
nie a des températures trés basses (T < 7 °K pour le plomb).

6.5. RESISTANCE ELECTRIQUE :
LOI D’'OHM MACROSCOPIQUE

Considérons un conducteur limité par
deux sections (Sp) et (Sg), portées (5,) (Sp) B

respectivement aux potentiels Va et Vg, *
gréce aun genérateur (G) fermant le cir-
cuit. a
On peut écrire:
VA—VB=/‘A|§-EE=//_\ l&?
AB AB O

En régime stationnaire on peut définir ladensité de courant en un point comme :

J=§

ou | est I'intensité du courant et S|’ aire de la section droite du conducteur en
ce point.

I d¢
Onadonc: VA—VB:—//\—
o JAB S

En introduisant la résistance R du conducteur donnée par :

1 de¢
SRR
ocJAB S

qui s’ exprime en ohms (£2) on obtient :

Va— Vg =RI (6.14)

qui constitue laloi d Ohm macroscopique.

m Cas d'un conducteur cylindrique

. 1 1¢
Dans ce cas, la section est constante, ona: R = —/ dl¢ = ——
oS JAB oS
£
R=— 6.15
s (6.15)




160 [6] Le courant électrique dans les milieux conducteurs

71 1l convient de bien noter les conventions adoptées pour définir les signes
<  des courants et des d.d.p.

S Va > Vg, | entre par A et sort par B ; on écrit : roa
Vag = VA — Ve = RI R ;
B
S Vao < Vg, | entre par B et sort par A. I V= RI
convient d'écrire: A
Vag = VAo — Vg = —RI
R 1
1 B
Vv — RI

AB™
Exemple 1. Résistance d’ un conducteur non cylindrique.
Cdculer la résistance d'un conducteur occupant
I’ espace compris entre une sphére de centre O et de
rayon R; et une sphére concentrique de rayon
R> > Ry, le courant arrivant par le centre et sortant

par la périphérie. On admet que les lignes de cou-
rant sont radiales.

Leslignes de courant étant radiales, on peut prendre comme section du tube
de courant la surface d’une sphére de centre O et de rayon r tel que
Ri <r < Ry.Onaadors:

R>
R:E %:1/ dr
=3 Ay 2

o S ;
R_ L) _ 171 1
C4no | r]g 40 |R1 R
6.6. ASSOCIATION DE RESISTANCES

6.6.1 Résistances en série

Ona: v, B Ry,
Va—Ve =Rl + Rl = (R + Ryl A B
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6.7 ROLE DU GENERATEUR : FORCE ELECTROMOTRICE

Résistance équivalente : R=R+R

R=>" R«

k

6.6.2 Résistances en parallele

Ona:
Va—Ve =Ril1 =Ry
= R(l1 +12)
) I R P
Par consequent : — = et — =
| R Itz 0 Ry It
R R 1 1 1
D’ou : — 4+ — =1 et —=_—"—4 —
Ri R R R R
1 _Z 1
R — R

6.7. ROLE DU GENERATEUR : FORCE ELECTROMOTRICE

Soit un générateur (G), appliquant une d.d.p. !

Va — VB > 0 aux bornes d’un conducteur

AB.

En régime stationnaire ou quasi stationnaire, A
onadiv j = 0 en tous les points du circuit, y

compris dans le générateur, et les lignes de - By,
champ sont des courbes fermées. e

Si le conducteur était fermé sur lui-méme, on aurait :
- —_— R — —
7§ E-d¢ =0 puisque E = —gradV
soit :

T —- . ~ . ? =2
=.d¢ =0 cequientrainerait j =0
o

E

161

(6.16)

(6.17)
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Par conséquent, si le générateur établit un champ E entre A et B dans le
conducteur, c'est qu'il est lui-méme le siege d’'un champ Em dit champ
électromoteur (non électrostatique), qui transporte les charges (supposees
positives pour simplifier) de Vg a Va > Vp, leur faisant ainsi remonter le
potentiel, aors que le champ éectrostatique E les transporte de Vp et Vg

dans le conducteur. C’est la circulation de ce champ Em dans le générateur
qui assure lad.d.p. Va — Vp.

Cette circulation est appelée force éectromotrice e du générateur (f.&m.),
bien gu’ elle ait les dimensions d’ un potentiel. On a:

e:/A Em- dl = Va — Vg (6.18)
AB

Le champ Emy peut avoir des origines chimiques (piles et accumulateurs) ou
magneétiques (f.e.m. induite).

m Générateur en circuit ouvert :

. p p . .- A
Laborne au potentiel e plus élevé constitue la borne positive,
et I’autre borne, la borne négative. ¢
On asimplement : e=Va—Vg>0 B
m Générateur en circuit fermé : 4 !
+
En se référant alaloi d Ohm, on a: ‘L R

e=Va—Ve=(R+n)l

Si le générateur a une résistance r non négligeable, celle-ci préléve sur e la
chute de tension (ou chute ohmique) r | avant de délivrer Va — Vg aux bor-
nesA et B. Onadonc:

e—rl =Vap—Vg=RI

o (6.19)

R+
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m Trongon de circuit comportant un générateur

Va—Vg=rl —e (6.20) -+

m Cas d'un récepteur

Alors que pour un générateur, le courant sort du pdle positif et rentre par le
pble négatif, pour un récepteur, le courant suit le chemin inverse: il sort par
le pble négatif. Dans ce cas, la f.&m. qui est toujours positive, est appelée
force contre-éectromotrice.

Dans un circuit complexe, comprenant des générateurs et des récepteurs, il
peut arriver que le courant d’ un générateur sorte par le pble négatif. Dans ce
cas, ce générateur se comporte comme un récepteur : il se charge.

m Trongon de circuit comportant un récepteur

Va—Vg=rl +¢ (6.21)

6.8. LES LOIS DE KIRCHHOFF

m Premiére loi
En un noaud d'un circuit, la somme algébrique des courants est nulle.

Y k=0 (loi desnoeuds) (6.22)
K

Cette loi, d§a énoncée au paragraphe 6.3, pour illustrer I’ équation de conti-
nuité, nécessite d’ adopter une convention de signe pour les courants (par
exemple positifs s'ils arrivent au noaud, négatifs s'ils en partent).

m Deuxiéme loi

Pour une maille d’un circuit, la somme algébrique des f.&m. est égade ala
somme algébrique des produits RI.

Y &— > Relk=0 (loi desmailles) (6.23)
k k
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Convention adoptée : on choisit un sens positif de courant a priori. Les cou-
rants qui vont dans ce sens sont pris positifs, les autres sont pris négatifs. Les
f.m. sont considérées comme positives lorsgue le courant sort par la borne
(+) et négatives dans le cas contraire.

Exemple 2. Calcul de courants dans un réseau

On considére le circuit de la figure. & 1
pe . |—47
Déterminer les courants 4, I, I3, respec- 4 B
tivement dans les branches AB, CD, . e R
’ 2
EF. CF—— F—C3— D
I I R
On se donne arbitrairement les sens de L ¢ — 1,

courant indiqués sur lafigure.
Loi desnoauidsen C:

lo =11+ I3 1)
Maille CDFEC :

e+ Rolo+ R3l3 =0 )
Maille CDBAC :

—e&—-Roly+e =0 (3

Larésolution de ce systéme de 3 équations a 3 inconnues |1, 15, I3 donne:

_ (R2+R3)e; — R3ep
B RoRs3
€1 —€ €1

Ro 3 " Rs

I

o =

A partir de ces expressions, connaissant les valeurs numériques des f.ém. et
des résistances, on peut alors déterminer les véritables orientations des cou-
rants.
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6.9. ASPECT ENERGETIQUE : LOI DE JOULE

6.9.1 Formulation locale

Reprenons I’ équation du mouvement d’une charge q d’'un conducteur sous
I”action d’un champ appliqué E (cf. 6.4.2) :

dvi. m_ -
4+ 3 =qE
dt+7'v g
En multipliant par v, il vient :
. dv m_, >
mv.—+ —v°=(gE-
v dt+7-v gE -v
—
- - de dv -
or: E.-9=E.— =—— ca E.-dl =—dV
dt dt
ou V est le potentiel. On en déduit :
d[1 mv?
2
— | Zm V]=-—
dt [2 v ] T

L’ expression entre crochets n’est autre que I’ énergie totale de la charge q,

composée de |’ énergie cinétique 5 muv? et de I'énergie potentielle qV. Par
£ . ., mv2
consequent, la puissance dissipée par frottement par la charge g est —.
T
On en déduit que la puissance dissipée par unité de volume est :

nmu?2

p_

T

ou n est le nombre de porteurs par unité de volume, et comme v = J

nq
ng2r .
etque o = 7 on peut écrire:
_ 2_1%_- ¢z
p=—>j°=—==]|-E
nq<r o
d ol p = oE? (6.24)
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Cette loi constitue la loi de Joule relative a |’ unité de volume du conducteur
(loi de Joule locale).

6.9.2 Expression macroscopique (®)

Pour un conducteur AB, de résistance R, occu-

pant le volume (%), traversé par un courant |, 5
ona: ($) 4
B —
Vap— Vg = /;\ E.de
AB

wn

1= ]
(

(Va — Vp)l :/ j - Edr
(D)

= / pdr=P
(9)

Ainsi, quelle que soit la forme du conducteur, on retrouve |’ expression bien
connue de laloi de Joule:

@

P =(Va—Vg)l =RI? (6.25)
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EXERCICES

6.1. On immerge dans une cuve, contenant une solution a une mole par litre de
SO, Cu, deux plaques de cuivre identiques, que I’on maintient paralléles et écartées
de 10 cm.

On créé entre ces deux plagues, ayant chacune une surface de 1 m?, une différence
de potentiel u = 6 V. Il passe alors dans la solution un courant | = 160 A.

u=6V

d =10 cm

1) Calculer larésistivité de la solution de SO,4 Cu.

2) Caculer la masse de cuivre qui a été transportée d’ une plague a I’ autre en une
heure.

3) Déterminer I’ énergie W nécessaire au raffinage d' un kilogramme de cuivre.
Pour |es données numériques, on prendra :

masse atomique du cuivre : M =635g¢g
nombre d’ Avogadro : _N'=6,02-10%
charge éémentaire : e=16-101°C

6.2. Une cuve aélectrolyte est remplie d' une solution décimolaire (0,1 mole par litre)
de SO4Na&. Ladistance d entrel’anode A et la cathode C est égale a20 cm, leur sur-
face S est 30 cm?. On applique une différence de poten-

tiel u = 10 V entre les éectrodes (A) et (C) compléte- u=10V
ment immergées. Les valeurs des mobilités des cations

Na' et des anions SO~ sont respectivement :

A
pp=5-108m?.v-1.51 W
H_ = 8. 1078 m2.v-1. Sil d =20 cm

Calculer :
1) le champ E dans lasolution électrolytique,

2) le nombre n,; de cations et le nombre n_ d anions par m* de solution, en suppo-
sant une dissociation totale,
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3) ladensité du courant.

4) En déduire la résistance de la solution.

On donne : le nombre o’ Avogadro /= 6,02 - 10?3
lacharge élémentaire e=1,6-10"1°C

6.3. On suppose que dans un cristal de germanium, un atome sur 10° atomes donne
un électron libre.

1) Calculer le nombre ne d’ électrons libres par unité de volume sachant que :
la masse molaire atomique de Ge: M = 72,6g- mol~?!
la densité de Ge: d=5,369g-cm™3
la nombre d’ Avogadro : N'=6,02-10% mol !

2) Lamobilité . des électrons libres étant égalea 0,38m?-V~1.s™ calculer la
conductivité o du germanium.

3) Enfait, le nombre d’ atomes donnant un électron libre dépend de la température du
cristal. On suppose que les éectrons de valence du germanium se répartissent entre
deux niveaux d énergie E; et E; avec E; < E».

E
Le nombre n; déectrons d énergie E;j(i =1,2) est n,
~ . E.
donné par laloi de Boltzmann: 2
M= OP TieT B, !

ol kg = 1,38- 10722 J. K~1est la constante de Boltzmann et T est la température du
cristal exprimée en kelvin. Les porteurs de charge sont alors les électrons d’ énergie Eo.

a) Montrer que le germanium est isolant a trés basse température.

b) Calculer n, pour T = 100 K et T, = 300 K en prenant E; — E; = 0,35 eV et
N+ ny=2-10®2 m=3.

c) Décrire qualitativement la variation de la conductivité o avec la température.

6.4. Un matériau, de constante dialectrique g, égale a celle du vide, contient n
électrons de conduction par unité de volume. Ce matériau est placé dans un champ
électrique uniforme E indépendant du temps.

On suppose tous les éectrons, de masse m, animés de la méme vitesse v. On repré-

. . L. -~ v
sente leur interaction avec le matériau par laforce f; = —m— ou 7 est une constante
T

de temps.
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1) Expliciter I’équation différentielle satisfaite par v. Donner I'allure de la courbe
v(t). On prendrav(0) = 0.

2) Déduire de la relation entre le vecteur densité de courant f et le champ E, en
régime permanent (t > 7), I’expression de la conductivité oo du matériau en fonc-
tionden, e,7 et m.

3) Ce matériau est congtitué d'un réseau cubique

d atomes, d’aréte d =3 A. On suppose que chaque
atome fournit un électron libre. J
Calculer le nombre n d électrons libres par m3. En
déduirelavaleur de 7 s g = 108 Q1. m1.

On donne:

m=9.10%kg; e=16-10°C
4) On suppose, a présent, que le champ E dépend du temps suivant laloi :
E = Epé“t
a) Déduire de la premiére question, I’ équation différentielle satisfaite par f

b) On pose: j = o(w)Eg et

Exprimer aors le rapport @.
00
oo — |o|
00

¢) Pour quelles valeurs de w aura-t-on < 0,017

5) On suppose maintenant que E est dii au déplacement des charges libres. On ala

relation :
divE =2
€0

ou p est la densité volumique de charges.

a) Etablir, & partir de I équation différentielle de | et de I’ équation de conservation
- 0 o , I
divj + 8_f = 0, I"équation différentielle satisfaite par p.

ne ., : - :
b) On pose p = py e et wg = meo” Décrirelaloi de variation de p en fonction de

t danslecasol wpr > 1.



170 [6] Le courant électrique dans les milieux conducteurs

6.5. Une lampe a vide est composée des éléments suivants : une cathode (C) émet
des électrons sans vitesse initiale ; paralldlement a la cathode, a une distance de
3 mm, est placée une grille (G) de fil fin, qui laisse passer librement les électrons.
La cathode est mise au potentiel nul, la grille est portée au potentiel +18 volts. Une
seconde surface plane (anode (A)), située a 12 mm de (G) est au potentiel Va au-
dessus de celui de la cathode.

(0 (G) (4)
: 0
T X
_ 3 0 + 12 min
Ve=0 Ve=+18V v,

1) a) Avec quelle vitesse les électrons traversent-ils la grille ?
b) Quel est le champ éectrique E, entre |a cathode et lagrille?

¢) La cathode émet 10%° éectrons par seconde. Déterminer le courant € ectrique cor-
respondant a cette émission.

2) Sachant que Vap=+15V:
a) Avec quelle vitesse les électrons atteignent-ils I’ anode ?
b) Quel est le champ électrique E, entre lagrille et I’anode ?

c) Calculer la puissance regue par I’ anode en supposant qu’ elle absorbe toute I’ éner-
gie des électrons incidents.

3) a) Déterminer VA pour que les électrons arrivent sur |'anode avec une vitesse
nulle.

b) Que se passe-t-il si Va est négatif ?

c) En désignant par x la distance d'un point quelconque a la grille, déterminer le
potentiel V (x) pour 0 < X < 12 mm en fonction de Vp et de x.

d) En déduire I’ abscisse du point ou les é ectrons rebroussent chemin, en fonction de
Va.

AN.: Caculer x pour Vao = —15V.
On rappelle que lamasse mde I’ électron est m = 9,1 - 1073 kg.

6.6. Deux éectrodes cylindriques coaxiales, de résistances négligeables et de rayons
respectifsrqy et ro (r1 < ry) plongent sur une hauteur h dans un liquide faiblement
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conducteur de résistivité p. Le fond est v
isolant. L’ électrode de rayon r est portée

au potentiel Vi, celle de rayon ry au , Ty
potentiel Vo(Vy > Vo).

1) Quelle est la relation entre le champ

électrique E(r) entre les deux électrodes h
et le courant | circulant radialement dans

I"électrolyte ? En déduire larésistance R

de la couche liquide.

AN.: p=20@2-m; rp=1cm; r,=5cm; h=15cm

2) Sachant que Vi — V>, =6V, calculer la densité de courant j; au voisinage de
|"électrode centrale.

3) En conservant ar, savaleur, quelle doit étre lavaleur de r1 pour que j1 soit mini-
mal ? Quelle est aors la nouvelle valeur de j; ?

6.7. Un circuit éectrique est constitué comme I’indique lafigure.

=

40 5V 60

122

40 D 120

On désigne respectivement par |1 I, |3 les intensités des courants dans les branches
ACB, ADB et AB.

1) (M) est un récepteur polarisé de f.c.m. E’ = 2 volts. Montrer que, quelle que
soit la position de ses pdles sur la branche AB, ce récepteur se comporte comme un
générateur.

2) (M) est un récepteur non polarisé initialement en circuit ouvert (exemple : un vol-
tamétre).

Dans cecas, il faut que le courant |3 réel ait le sens choisi au départ pour polariser le
récepteur, ¢’ est-a-dire qu’il entre par le pble positif de (M) et qu'il ressorte par le pble
négatif.

Sachant que E’ (théorique) = 2 volts, déterminer la répartition des courants dans le
circuit.
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CORRIGES

6.1. L' éectrolyse de SO4Cu entre deux éectrodes de cuivre provoque le dépbt de
Cu?t sur lacathode (C). sof; attaque le cuivre deI’anode (A) et régénére SO4Cu.
La solution reste inaltérée dans I’ ensemble et e phénomeéne se réduit a un transport
de cuivre de I’anode vers la cathode.

1) La résistance R de la solution est donnée u=6V
par :
R = I— E
_ d e s
Puisque R = P en appelant p larésigtivité

delasolution, ona:
Su d
P=ar
1x6

=0,375Q-m

2) Soit n le nombre d’atomes de cuivre qui se déposent pendant le temps 7 sur la

cathode. On a:
2en | 7
|l=— =— n=—
T 2e

D’ ou la masse de cuivre transportée pendant le mémetemps 7= 1h:

M ITM
N 208
160 x 3600 x 63,5- 103

M= 5602108516 101

AN. :

= 0,19Kkg

3) Temps nécessaire pour déposer une masse m' = 1 kg.

/

t =3600
m
On en déduit I’ énergie nécessaire au raffinage d’ un kilogramme de cuivre :
W =ult
AN. : W=6x1 =18,2-10°
6 x 60><3600><Q19 8,2-10°J

ou W =5kW-h



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Corrigés 173

6.2. 1) Lanorme du champ est : u=10V
E=—
d 4 B (0
10
E= =50V
0,2
d=20 cm

Il est orienté de |’ anode A vers la cathode C.
2) Une molécule de SO4Na se dissocie en donnant :

SO4Na —> SO5~ + 2NA*

La solution étant décimolaire, on a% de mole par litre, soit %/ x 102 molécules par
m3, d’ou:
n_ =10 1" soit n_=6,02-10°m=3
ny=2-10° /=2n_ soit n, =12,04.10° m=3
Remarque : Les cations portent la charge g, = +e et les anions portent la charge
g- = —2e. Lasolution dissociée conserve la neutralité électrique :
Ny g+ +n_-g- =(2n_)e+n_(—2e) =0
3) Le vecteur densité de courant est :
_ j= n+q+,u+é +n_g_p_E
soit
J=n40y(uy +p)E =2n_e(u, +p )E
j = 125,22 A - m~2 orienté dans le sens E

4) On en déduit larésistance R de la solution :

R &~ — R=26620Q
1S

6.3. 1) Le nombre d’ atomes de germanium par m® est :

1
N 0°d./1
M
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Le nombre d électrons libres par m® est dors::

N
_ ; _ 19 1—3
Ne = 109 it nNe=4,4-10"m

2) Larelation entre la conductivité o et lamobilité u est :
oc=nNeeu Soit oc=27Q1.m?

3) a) Laloi de Boltmann donne:

E1 EZ
n]_ = no eXp (—kB—T) et n2 = no eXp (—kB—T>
No — ex E, — E;
ni =P keT

E>—E Eo—E
Quand T — 0 dors szTl_)oo et exp(— szTl)—>O

Le nombre n, d’électrons libres tend vers zéro : le germanium se comporte aors
comme un isolant.

b) Ona:
n
n1+n2=n2(—2+1> =2.10®°m=3
ni
n _2-10% avec L _ e Ea— & soit :
2= ﬂ +1 ny B P kBT ' -
Ny
. 2.10%
2 =
E> — E;
ex 1
p( ke T ) -
E,—E;=035¢eV =0,35x16- 101°3=0,56-10"19
Pour T, = 100 K on obtient n, ~ 4,8-10" m—3
Pour T, =300 K onobtient n,~2,7-10¥m=3

¢) On remarque que ny croit avec la température, donc o = nyeu  croit également,
du moins tant que la mobilité p ne varie pas trop dans I’intervalle de température
considéré.
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6.4. 1) L' équation du mouvement d’ un électron est :

dv v

e -
12 _-_"E
dt+7' m
- e - =
V=——7E+Ce'/"
m
w0 =0 — C = —7E
m

e -
l=——71E@Q—e'"
v mT( )

e
soit v=— tE(1—et/n
m

v
v=uv_=—7E .
v = m TE
*Pour t =7 0,63
erE 1
V= —— (1 — —)
m e 0 T
= 0,63 v
2) Ona: j=—nev
- . e -
Enrégimepermanent (t > 7 v=y_= - TE
> ne?r -
— J —_
m
Larelation f: ooE implique que:
ne’r
og = ——
m

3) Un atome occupe le volume d’ un cube d’ aréte d, d'ou :

1
- _ 8 =3
n_d3_3,7-102m

m
= —0p=95-10%s
T nezdo

175



176 [6] Le courant électrique dans les milieux conducteurs

-

4) a) En remplagant v par _nie dans la premieére question, on obtient :

dj |J ooz
—4+1=2E
dt + T T
b) En posant : j = 0B dut
on obtient :
( l> 0Q o 1
ocliw+-)=— & —= -
T T oo l+iwr
o] 1
c) Ona: L
) oo (A+w?r?)l2
019 o1 — 7. 009
oo g0
Donc 1+ w?? < 1 _ 1,02
(0,99)2
0,45
" 2 , _ 12 1
dou w72<0,02 et wgm—l,&;lo I‘ad-S
5) a) D’ apreslaquestion 4), on a:
d | ooz
2. _2"E
dt + T T

-1 . -
9 divi+ldvi=LdvE
dt T T

I 0 I
Comme divj = %« dvE=-~
ot €0

3%p 18_p_ o0 P

a2 " 1ot 7T e
b) On cherche une solution de laforme:

p = po€"
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L’ équation différentielle devient :

a?+—+—=0
T EoT
D’ apresla2€ question :
oo ne? (oJ} ne? 2
_——=— _— = = W,
T m €0 Meo P
d'ou I’ éguation du second degréen o :
a®+ e + wg =0
T
1
_ 2
A= i Ay
S wpT > 1 cediscriminant est négatif et par suite:
L +i et [
a1 =——+lw ap=—— —lw
! 2T P 2 2T P

On en déduit :

—t . .
p= ezr (Ae—prt + Be—lwpt)
gui peut se mettre sous laforme:

t
p = po€ 27 COS (wpt + ¢) (sinusoide amortie)

6.5.
, )

=0 Vo=+18V vV,

T
mm

177

1) a) L’ énergie mécanique E,, de I’ électron est constante tout au long de son mou-

vement entre la cathode et I’ anode.
Em(C) = Em(G)
Etant donné les conditions initiales:
Em(C) = Ec(C) + Ep(C) =0
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1
Onaalors: 0= émvé—eVG
2eVg
v =
N m
d ou vg =2,52-10°m-s1

b) Le champ électrique E; est perpendiculaire alacathode et alagrille, et dirigé dans
le sens des potentiels décroissants, donc de (G) vers (C). Sanorme est :
Ve 18

E = e
1= T 3102

d
C) i = d_? =ne=10%x1,6-10"1°

i =1,6-100*A = 0,16 mA

=6000V-m

2) a) La conservation de I’ énergie mécanique permet d' écrire :

1
Em(C) = En(A) soit O = > mV2 — eVa

2eVA
va =,/
m

d ou va=230-10m-.s1

b) Ez aladirection et le sens de |’ axe x’ Ox, sa norme est

_ 18-15
T 12100

c) Chaque éectron arrivant sur I’ anode a une énergie cinétique :

Ex =250V .-m!

1 2
EC: évazeVA

=16-109%x15=24.10"1)
n étant le nombre d’ électrons émis par seconde, on a:

P=nE.=10"°x24.10"1°=24.10%W

. 1
3) a) On atoujours: Emn=0= Emv/A2 — eV,
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Pour que les éectrons arrivent sur |I’anode avec une vitesse nulle, il faut donc
V, =0.

b) Si Va < 0, I'électron rebrousse chemin avant d’ atteindre |’ anode.

C) Ez étant uniforme, ona V(X) = ax + b avec:

—pour x =0 V=18V = b=18V

—pourx=12-102 V=Vp = Va=12-103a+18

Va—18

’ _Va-18
! a= 12103

Laloi devariationdeV entre O et A est :

Va — 18
V = 108 18
( 1 ) X+

Au point ou les électrons rebroussent chemin, on a:

L, —18x12.107°
~ Va-—18

AN. : Pour Vo =—-15V ontrouve X = 6,55 mm.

soit V=0 et

6.6. 1) Ona: v
jr) =0E(r) e j.ds=1.
S(r) 7‘2 7’1

Par symétrie, |e vecteur densité de courant
est radial centrifuge.
h

. I I 1
J =—=——=-E
2 2arh  p
N pl
dol E=——
u 2nrh
Onaauss

2 . pl I
Vi—Vo=— E-df = Vi—Vo=—1In—
r 27Th rl
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On en déduit : RoVi=V2_ P T2
I 27h r
20
AN. : IN5=234,15Q

R=—+ — —
2xmx0,15

2) Au voisinage de |’ @ ectrode centrale, la densité de courant est :

. | Vi—V, 1
= — = X
=3 R 2mqh
) V- V.
jp= 2 *2 r22 — 18,64A - m2
priin =
ra

r
3) j1(r1) seraminimal quand lafonction f(ry) =ryIn r_2 seramaximale.
1

d r r r
—<r1In—2)=0 = Inr—2—1=0 2_e

drq 1 r

ra
r= ’ =184 cm

r 0 — )

d
ar [f(ry] + 0 -

f(ro) / \

- : . r
Le tableau de variation de la fonction f(r;) montre bien que pour r; = Ez’

Vi—-V;
)
Pe

seraminimal.

f(rl) = % est maXImaI, dOﬂle(rl) =

On obtient : jiry) = 16,31A - m2,
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6.7. 1) Casd’un récepteur polarisé

Prenons comme sens positif pour parcourir les mailles le sens trigonométrique et
adoptons |es sens des courants indiqués par les fléches.

a) Récepteur disposé comme I'indique lafigure 1.

,, 5V
40 c 692
+ —
I I
3 1 E
A B
1292 + -
[2
-+
40 T
-5V
Fic. 1
Les lois de Kirchhoff permettent d’ écrire :
li=1l,+13 (nceud A)

1213+ E +6l;—5+4l;, =0 (malle ABCA)
41, —5+ 12, — E' —1213=0 (maille ADBA)

Ou encore

li=1x+13
30 — 26E’
=5_F = —
10l + 1213 =5—-E = I3 17

161, — 12I3=5+F’
Si E' =2 volts,ona I3 < 0 et par conséquent le courant |3 réel est de sens opposé
acelui delafigure 1: le récepteur (M) joue le r6le de générateur.

b) Récepteur disposé comme I’indique lafigure 2.

5V (
40 o o
+ -

1 1 B
A B
120 -+
12
- +

D
40 129
—5V
Fic. 2
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Dans ce cas, les lois de Kirchhoff donnent :
lo =11+ 13
1011 + 1213 =5+ F’ = I3
161, + 1213 =5—F’

30+ 26E’
T 472

On pouvait déduire ce résultat du cas précédent, en changeant E’ en —E' et Iz en —I3.
Laencore, s E' = 2 volts, on obtient 13 < O ; le courant |13 réel est de sens opposé
acelui delafigure 2, le récepteur (M) se comporte bien comme un générateur.

2) Casd’un récepteur non polarisé

Pour que (M) joue le rdle de récepteur et qu'il se polarise, il faut que le courant réel
I3 soit dans le sens choisi au départ pour obtenir cette polarisation.

a) Supposons que le courant 13 vade Avers B : c'est lecasdelafigure 1, ou (M) se
comporte comme un récepteur. Pour E' = 2V, on aura:

30— 26E° 22
I = = = — 4
3 472 a7z ~ O046A )

solution inacceptable puisgque 13 < 0.

b) Supposons que I3 vade B vers A :
Cestlecasdelafigure 2, ou (M) se comporte encore comme un récepteur. On aura :

30+ 26E" —-82
T A2 T ar
solution également inacceptable pour la méme raison. Par conséquent, la seule solu-
tionest I3 = 0.
Cette condition ne peut étre remplie par I’équation (2) correspondant au cas de la
figure 2.
Seul reste acceptable le cas de la figure 1. En considérant que E’ croit de 0 a une
valeur finale E¢ au fur et a mesure que le récepteur se polarise, la condition Iz = 0
dans I’ équation (1) implique que :

3= = -0,173 A )

. 30
30 - 26E; =0 soit Ef’=%=1,15 kv
Par conséguent, a |’ équilibre, le récepteur ne peut étre que partiellement polarisé.

On en déduit alors : l1=1l=1

Laloi de Kirchhoff appliquée ala maille ADBCA permet d' écrire :
4 —5+121 +61 —5+41 =0
26l =10 soit | =0,385A
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Réseaux électrocinétiques
Régimes variables

7.1. DIPOLES ELECTROCINETIQUES

Un dipdle électrocinétique est une portion de circuit comportant deux bornes
(par lesquelles entre ou sort le courant). On appelle caractéristique du dipdle
le graphe de la tension u a ses bornes en fonction de l'intensité i qui le tra-
verse, ou bien celui de i en fonction de u. Des exemples en sont donnés au
paragraphe 7.1.4.

7.1.1 Conventions de signe

On utilise, selon les cas, les deux conventions de la figure pour le sens positif
du courant et le sens de la tension.

Fic. 7.1

7.1.2 Puissance électrique recue par un dipodle

Nous adoptons ici la convention récepteur. Si dq = i dt est la charge totale qui
a circulé dans le dipdle entre les instants t et t + dt, le travail correspondant
des forces électriques exercees sur les porteurs est :

dW = udq = ui dt



184 Réseaux électrocinétiques

La puissance regue par le dipdle a l'instant t est donc :

P =ui (7.1)

7.1.3 Condensateur et inductance

Fic. 7.2

Avec la convention récepteur on a les relations (notez bien les conventions
choisies sur la figure pour le condensateur) :

_9q . _ dq
u= o =5 (7.2)

De méme pour une inductance (appelée aussi self) :

di
=L— :
u " (7.3)

Rappelons que l'inductance s'exprime en henry (H) dans le systéme interna-
tional.
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7.1.4 Exemples de dipoles

Fic. 7.3

7.2. REPONSE D'UN CIRCUIT A UN ECHELON DE TENSION

Le régime transitoire correspondant a I'établissement du courant dans un
circuit comportant une source de tension est caractérisé par la réponse de ce
circuit & un échelon de tension, c'est-a-

dire & une tension de la forme :

e=0 pour t<O
e=E pour t>0

Fic. 7.4
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7.2.1 CircuitR, L

La loi des mailles s'écrit (figure 7.5) :

di
L—-—+R —E=0
at + R
Soit, en posant 7= L /R :
d R E
— 4 — = — 7.4
dt + L L (74)

Une solution particuliére de cette équation est précisément la solution cons-
tante correspondant au régime continu :

) E
lo(t) = R

En posant L/R = 7, I'équation homogene
correspondante admet la solution générale :

i1(t) = Ae /T
La solution générale de (7.4) est donc :
i(t)=E+Ae V7 FiG. 7.5

La présence de I'inductance impose la continuité du courant : i (01) =i (0™)
= 0. Par conséquent :

i(t) =

ol m

(1 _ e—t/T) (7.5)

7= L /R, qui est homogéne a un temps, est appelé la
constante de temps du circuit. Celle-ci permet d'éva-
luer l'ordre de grandeur de la durée pratique du
régime transitoire; en effet au bout du temps 7 I'in-
tensité ne différe plus de sa valeur en continu que de
1/e ~ 37% et au bout de 57 elle n'en differe plus
que de 0,7 %.

On pourrait penser que l'intensité augmente indéfiniment si I'on supprime la
résistance, mais il faut noter qu'il n'existe pas de dipble constitué par une
inductance pure car une bobine possede toujours une résistance, méme tres
faible.

Fic. 7.6
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7.2.2 CircuitR, C

m Courant de charge du condensateur

Avec les conventions d'orientation de la
figureona:

: dg q
i=4+— et U= —
T C
La loi des mailles s'écrit successivement :

Uu+Ri —E=0

dg
u+RC——-—E=0

BT

Fic. 7.7

Soit, en définissant la constante de temps du circuit 7= RC :

dq g E

E T T

187

(7.6)

La solution particuliére constante correspond au régime stationnaire, soit :

Ug(t) = E

L'équation homogene correspondante admet la solution générale :

uy(t) = Ae U7
La solution générale de (7.6) est donc :
ut) = E+ Ae V7

Soit, compte tenu que u(0) =0at=0:

ut)=E (1 — e_t/T>

expression valable évidemment pour t > 0.

(7.7)

Comme on pouvait s'y attendre u tend vers E quand t tend vers l'infini.

e o[o} dg
On en déduit i = - Cq

: _E —t/7
(1) = Re

(7.8)
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On note que i (0T) = E/R n'est pas nul : l'intensité du courant subit théori-
quement une discontinuité au départ de la charge. En fait, le circuit posséde
toujours une inductance aussi faible soit-elle et il n'y a pas de véritable dis-
continuité.

m Courant de décharge du condensateur

Lorsque I'on court-circuite le condensateur,
initialement sous la tension constante E, la
source de tension s'écrit :

e=E pour t<0O
e=0 pour t>0

Avec les conventions de la figure, on a : Fic. 7.8
_ dg q
| = — — et U= —
dt C
Loi des mailles :
u—Ri =0
dq
u+R—=0
R
du
u+ RC— =0
MR
On retrouve I'équation homogene :
du u
- ~ =0
dt + T
dont la solution générale est :
ut) = Ae~ /7
La tension étant continue, on a u(0) = E et, par suite :
ut) = Ee~ /7 (7.9)
On ade méme i = —dq/dt = —Cdq/dt, ce qui donne en explicitant 7 :

i(t) = Ee—t/T (7.10)
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On note la aussi la discontinuité du courant.

Fic. 7.9

Exemple 1. Courant de fuite dans un condensateur

Un condensateur de capacité C = 1 pF présente un courant de fuite entre ses
armatures. On modélise le phénomeéne par un circuit R,C : le condensateur se
décharge dans une résistance R = 80 M<.

1) Calculer la constante de temps de la décharge et en déduire le temps au bout
duquel la charge du condensateur a diminué de moitié.

Onar= RC =107% x 80 - 10% = 80 s. La charge évolue suivant la méme
loi que la tension. Elle a diminué de moitié quand e~/™ = 1/2, soit :

t
——=—-In2~0,7 d’ou t =0,7 x 80 = 48s.
-

2) Quelle est I'intensité initiale de décharge si I'on isole le condensateur apres
I'avoir chargé sous la tension E = 100 V? Que vaut-elle au bout de 48 s ?

L'intensité initiale est ig = E/R = 1,25 pA. Elle aura diminué de moitié
apres 48 s, soit 0,68 pA.

7.2.3 CircuitR, L, C

m Décharge du condensateur
Loi des mailles :
di
u—R —L—=0
dt

On obtient ainsi :

du  Rdu u
b e S 7.11
dt2 + L dt + LC (7.11)

FiG. 7.10
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On reconnait I'équation d'un oscillateur linéaire amorti.

La nature des solutions dépend du caractére reel ou imaginaire des solutions
du polynéme caractéristique de cette équation différentielle (c'est-a-dire du
signe de son discriminant) :

2, w0 2
r«-+ —r+wj=0
Q 0
en posant :
1 R wo
Lc_ 0 L[~ 0
L (7.12)
wp = —— .
0~ JLc
est la pulsation propre de I'oscillateur non amorti (soit pour R = 0) et
Lwo
= — 7.13
Q= — (7.13)

est le facteur de qualité de I'oscillateur.

Rappelons les différents cas en supposant u(0) = E et i (0) = 0 et en notant
que la présence de I'inductance impose la continuité du courant :

Régime oscillatoire amorti
(racines imaginaires conjuguées : Q < 1/2 et w = wp/1 — 1/4Q?2)

u=Ee “t/2Q (cosut + —2 sinwt (7.14)
2Quw
w2
i = —CE -2 g=«0ot/2Q gjp ot (7.15)
w

Fie. 7.11



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

7.2 REPONSE D’UN CIRCUIT A UN ECHELON DE TENSION 191

Régime critique
(racine double réelle : Q = 1/2, soit R2 — 4L /C = 0)

u=Ee 2t (14 Rt (7.16)
_ - .
= RZCEte‘ pin (7.17)

412 '
Fic. 7.12

Régime hypercritique

(racines réelles distinctes négatives : Q < 1/2)
Les racines sont :

1 1 1 1

La solution est de la forme :
u= Aet 4 Bet (7.18)
i = —C (riAe! +r,Be") (7.19)

Les courbes représentatives sont analogues a celles du régime critique, avec
un retour a zéro plus lent.

Dans tous les cas, u et i tendent vers zéro quand t tend vers l'infini.

m Réponse a un échelon de tension
L'équation (7.11) devient (pourt > 0):

d2u  Rdu u E
- - — 7.20
dt?2 + L dt + LC LC (7.20)




192 Réseaux électrocinétiques

La solution particuliére est encore la constante E que l'on doit ajouter aux
solutions trouvées pour u(t) dans les trois cas envisagés précédemment et qui
constitue donc le régime continu vers lequel tend le circuit. On aura donc avec
u@©) =0eti(0)=0:

Régime oscillatoire

U=E|1— e “t2Q (cosct + —2 sinwt (7.21)
2Quw

2

. W, _ wo .
i = CE -2 Ae~“0!/2Q (coswt + —2 sinwt 7.22
Cuw A To WL (7.22)

- .. _ Ry R
Régime critique u=E [1 —e 2L <1 + Zt)] (7.23)
. RCE, _ Ry

I = te 2L 7.24
412 (7.24)

7.3 CIRCUITS EN REGIME SINUSOIDAL

Nous supposerons le régime sinusoidal quasi-stationnaire, c'est-a-dire l'inten-
sité du courant uniforme dans le circuit, ce qui est pratiquement toujours
réalisé a I'échelle du laboratoire, mais ne le serait pas pour des fils télégra-
phiques par exemple.

7.3.1 Méthode de la représentation complexe

La méthode de la représentation complexe est trés utile pour déterminer I'am-
plitude et la phase a I'origine d'une fonction sinusoidale résultant de la super-
position de vibrations sinusoidales. Elle est fondée sur la propriété suivante :
la partie réelle d'une combinaison linéaire de complexes est la combinaison
linéaire correspondante de leurs parties réelles. Elle simplifie toutes les opé-
rations linéaires sur les fonctions sinusoidales, y compris les opérations de
dérivation et d'intégration. Elle ne s'applique pas par contre aux calculs non
linaires (calcul de la puissance électrique instantanée, par exemple).

m Superposition d'oscillations du type y1 = Ap cos (wt + 1)
et yo = Ao cos(wt + )
L'oscillation résultante est sinusoidale de méme fréquence, soit y =

Acos (wt 4+ ¢). On en détermine I'amplitude A et la phase a l'origine de la
facon suivante.
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Onposey; = ReAj el“t, y, = ReAyelvl) y = ReAel“t avec A; = Ag el¥1,
etc. (amplitudes complexes). Dans ces conditions I'amplitude complexe de
I'oscillation résultante est la somme des amplitudes complexes :

A=A+ A (7.25)

Notez bien que les amplitudes réelles ne s'ajoutent pas, excepté dans le cas ou
les vibrations sont en phase.
Par identification des parties réelle et imaginaire, il vient :

A2 = A2 4 A2+ 2A1 A COS (91 — 9) (7.26)

Ag sin g + A sin )
A1 €os o1 + Ap COS )

tanp = (7.27)

m Dérivation et intégration
La méthode est également tres utile pour effectuer la dérivation ou l'intégra-
tion d'une fonction sinusoidale en la transformant en une simple multiplica-

tion ou division : dériver e' @t+%) c'est la multiplier par iw, l'intégrer c'est la
diviser par iw.

m Valeur moyenne d'un produit de fonctions sinusoidales

Attention ! La méthode ne vaut que pour des superpositions, c'est-a-dire pour
des expressions linéaires, elle est inutilisable pour des formes quadratiques
par exemple : le produit de deux grandeurs sinusoidales ne peut se faire que
sous forme réelle car la partie réelle du produit de deux complexes n'est pas
égale au produit des parties réelles.

Cependant, on peut utiliser la relation suivante entre les amplitudes complexes
F et G de deux grandeurs sinusoidales f (t) et g (t) de méme fréquence pour
calculer la valeur moyenne sur une période du produit fg :

f ) gt = % Re(F G¥) (7.28)

7.3.2 Dipdle R, L, C en régime sinusoidal

Le dipble R,L,C de la figure est alimenté par
une source délivrant la tension :

U= Um cos wt

FiG. 7.13
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m Loi d'Ohm complexe. Impédance

Il s'agit de trouver l'intensité i(t) du courant en régime quasi stationnaire,
c'est-a-dire en négligeant le régime transitoire d'établissement du courant.

La loi des mailles s'écrit, avec les conventions d'orientation de la figure :

: di q
Ri+L—+ =—ut)=0
dt C ©

On obtient I'équation différentielle de la charge du condensateur en dérivant
cette équation par rapport au temps et en substituant i = +dq/dt :

dg d’q g
RE+Ldt—2+ E—UmCOSUJt:O
soit :
d%q dg

Il faut donc trouver une solution particuliére de cette équation, laquelle repré-
sente le régime stationnaire. Cette solution est nécessairement sinusoidale et
il est commode d'utiliser ici la représentation complexe.

Nous conviendrons dorénavant de mettre systématiquement un tilde (~) a la
grandeur complexe (X) associée a une grandeur réelle donnée x et nous note-
rons j le symbole des imaginaires pour éviter toute confusion avec les inten-
sités des courants.

En posant :
q(t) = Re §(t) et ut) = Re (Um e ”t)
I'équation (7.29) devient :
d4q dj i
LC—+RC—+0q= Jut .
C ) + RC o +q =CUnye (7.30)

Il est évident que I'on peut trouver une solution particuliére de cette équation
sous la forme :

q= Qmejwt

En reportant cette expression dans (7.30), il vient aprés simplification par
glut

(1—Lcw2+ijc)6m::CUm



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

7.3 CIRCUITS EN REGIME SINUSOIDAL 195

Or,
~_dg o~ T T ajut T A
|:E:|meeJ — i = Ime! aveC Im = jw Qm
Il vient ainsi, apres division des deux membres par C:
. 1 ~
Cw
La quantité :
~ _ 1
Z=R+j (Lw— —) (7.32)
Cw

s'appelle I'impédance complexe du dipdle.
L'expression (7.31) généralise la loi d'Ohm pour un conducteur ohmique :

~

(loi d’Ohm complexe) Un=2ZIm (7.33)

On vérifie que I'on retrouve la loi d'Ohm habituelle si I'on supprime le conden-
sateur et I'inductance. Notez que lI'impédance se mesure en ohm dans le sys-
téme international.

On peut écrire I'impédance complexe sous la forme :

7 =7Zel?

1
Lw— —

1\2
avec Z = \/Rz + (Lw + C_> et p = arctan TCw (7.34)

w

Par conséquent I~m = Um/z = Im e=1¥  de sorte que l'ona:

i(t) =Re (Im e lvel “’t) = Im Cos (wt — )
L'expression (7.32) montre que ¢ est compris entre —w/2 et /2.
Le module de I'impédance complexe permet de calculer I'amplitude du ﬂ;

courant Iy = Um/Z et son argument ¢ est le déphasage de la tension
appliquée au dip6le par rapport au courant.
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La loi d'Ohm complexe a une conséquence importante :

Les lois des circuits linéaires en courant continu s'appliquent en régime
sinusoidal a des associations quelconques de dipdles élémentaires R, L ou
C, a condition de considérer les amplitudes complexes des courants et des
tensions et les impédances complexes de ces éléments.

En particulier, les lois des associations de résistances vues au chapitre 6.6
s'appliquent aux impédances complexes (mais pas a leurs modules !) :

m Association en série

Impédance équivalente : Z = Z1 + Z5

m Association en parallele
) o 1 1 1 _
Impédance équivalente : = = = + = (cf. figure 7.14)
Z 1 2o
m Loi des nceuds. Admittance

La loi d'Ohm peut s'écrire de la facon équivalente suivante, commode pour
écrire la loi des nceuds aux bornes de plusieurs dipbles en paralléle :

=Y0 (7.35)
La quantité :
~ 1
Y== 7.36
5 (7.36)

s'appelle I'admittance complexe du dipdle.
Fic. 7.14

La figure 7.15 représente les impédances des dip6les linéaires élémentaires
(résistance, inductance pure, capacité pure).

L'impédance (I'admittance) est réelle positive pour un conducteur ohmique,
imaginaire pure pour une inductance pure et pour une capacité pure; I'in-
ductance déphase la tension de +7/2 sur le courant (quadrature avance), la
capacité déphase la tension de —x/2 (quadrature retard).

Fic. 7.15
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Exemple 2. Condensateur en régime sinusoidal

Un condensateur de capacité 3,2 pF est soumis a une tension sinusoidale de
fréquence 50 Hz. Calculer I'impédance du condensateur et le déphasage de la
tension appliquée, par rapport au courant. La tension maximale appliquée étant
de 300V, quelle est I'amplitude de l'intensité du courant dans le circuit ?

L'expression (7.32) se réduit a :

- ' —jm/2
F__J1 _ &
Cw Cw

La tension est donc en retard de 7/2 sur le courant et la valeur de I'impé-
dance du condensateur est :

1 1 1

= — = = soit Z ~ 1000 Q
Cw 2mC 314x3,2-10-6

Par suite, Im = Um/Z = 0,3 A.

Exemple 3. Bobine alimentée en courant sinusoidal
de haute fréguence

1) Une bobine de résistance r = 200 et d'inductance L = 64 mH est sou-
mise a une tension sinusoidale de fréquence f =5 kHz. Calculer son impé-
dance et le déphasage de la tension sur le courant.

Ona:
Z=r+jLw=r+j2rfL
Z:\/r2+(27rfL)2:\/4-104+(2><7rx5~103><0,064)2
— V4104 + 4.106 ~ 2000 Q
2nfL 2000
tan o = = =10 et ~ 84°
14 200 ?

La tension est donc pratiguement en avance de phase de 7/2 sur le courant.
Le role de la résistance est négligeable (r <« Lw).

2) Méme question si la bobine est alimentée sous 50 Hz.
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On trouve Z = \/4 104 4+ 4102 ~ 200 et tanp = 0,2, soit ¢ = 11,3°
~ 7/8 : l'avance de phase de la tension sur le courant est faible et c'est la
résistance qui joue un roéle prédominant (Lw < r).

m Résonance d'intensité dans le dipéle R,L,C

Lorsque I'on fait varier la pulsation, I'amplitude de l'intensité Iy = Um/Z
passe par un maximum Iy quand Z est minimal, c'est-a-dire pour la pulsation
de résonance wq correspondant a :

1 .

7.37
Coog (7.37)

A-
@)

On a donc a la résonance :

7Z=R et | =0 (7.38)

A la résonance d'intensité, le courant et la tension sont en phase ; I'impé-
dance du dip6le est réelle et égale a sa résistance.

Par conséquent :
Um

R

L'impédance du condensateur et I'impédance due a I'inductance L de la bobine
sont égales. Si la résistance est inférieure a celle du condensateur, alors les
tensions aux bornes de celui-ci et de la bobine seront supérieures a la tension
appliquée U, (surtension). Le rapport de surtension est :

Uc ImM/Cwo 1  Luwp

Un Rl RCwp R
Ainsi, le rapport de surtension a la résonance est égal au facteur de qualité Q

du circuit du dipéle et la pulsation de résonance coincide avec la pulsation
propre des oscillations libres du circuit.

Im

7.3.3 Puissance moyenne consommeée dans un dipdle

m Expression générale

En régime stationnaire (ou quasi stationnaire) lorsqu'une charge dq entre par
la borne A d'un dipdle pendant l'intervalle de temps dt, il ressort la méme
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charge par sa borne B. Le dip6le recoit ainsi I'énergie Va dq et perd I'énergie
Vg dg durant dt. Au total il a recu I'énergie :

dW = (Vo — V) dq = udqg

la puissance électriqgue mise en jeu dans le
dipdle est donc :

P=u 4
= Ut Fic. 7.16

soit, en fonction de l'intensité i dans le dipole :

P —ui (7.39)

Notez le caractére général de la relation (7.39), valable pour un dip6le quel-
congue en régime stationnaire (continu) ou quasi stationnaire.

m Puissance moyenne en courant sinusoidal

Si U=Umcoswt et i=Imcos(wt+), soit U=Umne“t et |
Im €' @) on obtient directement la valeur moyenne P de la puissance en
utilisant la relation (7.28) :

P = %Re (Umlm e 9”) soit :

1
P= 5 Umlm cos ¢ (7.40)

Comme on a cos ¢ = R/Z (cf. expressions (7.32) et (7.33)), cette expression
peut aussi s'écrire :

p=_0 (7.41)

m Valeurs efficaces

On appelle valeurs efficaces U et | du courant et de la tension respectivement
I'intensité U et la tension | continues qui produiraient la méme puissance P
dans la résistance R, soit :

|
et |1 =-2 (7.42)

Um
V=7 V2
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La puissance moyenne peut donc s'écrire également :

P=UIlcosyp (7.43)

7.3.4 Théorémes généraux des circuits linéaires

Les lois de Kirchhoff (cf. 6.8) sont linéaires; on en déduit les théorémes sui-
vants, valables pour les circuits ne comportant que des dipbles actifs ou pas-
sifs linéaires.

 Théoréme de superposition

L'intensité qui circule dans un dipdle est la somme algébrique des intensités
créées dans ce dipdle par chaque générateur du réseau pris isolément (les
autres genérateurs étant alors remplacés par leurs impédances internes).

Ce théoreme est utile lorsqu'il y a plusieurs sources de tension dans le réseau.

m Théoréme de Millmann

On définit souvent les potentiels Vi des nceuds Ag par rapport au potentiel d'un
nceud de référence que I'on prend nul (la masse). Le théoreme de Millmann
traduit la loi des nceuds a l'aide des potentiels des nceuds voisins d'un nceud
donné.

Ainsi, si Vk est I'admittance complexe de la branche (AxN) arrivant au nceud
N et en supposant que toutes les branches arrivant en N sont des dipbles pas-
sifslinéaires, la loi des nceuds s'écrit :

Zﬁ(=0 — ka(vk—VN):0
k k

Soit :

UN = = (7.44)

Ce théoreme est trés utile pour éliminer les
courants, si l'on ne s'intéresse qu'aux ten- Fic. 7.17
sions.
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=5

Notez bien que le théoréme n'est pas applicable sous cette forme si lI'une i
des branches aboutissant en N est active, en particulier par exemple si elle
impose une tension donnée (ce qui suppose la présence d'une source de
tension).

Prenez garde egalement a ne pas oublier de compter au dénominateur les
impédances des branches correspondant a des potentiels Vi nuls.

m Théoréme de Thévenin

=

Le courant qui circule dans une branche AB d'un réseau linéaire est le 'y
méme que si la branche AB était alimentée par une source de tension Et
égale a la tension obtenue entre A et B en supprimant la branche AB, en

série avec une impédance Zg égale a I'impédance équivalente entre A et B

dans les mémes conditions.

Ce théoreme est utile pour trouver I'intensité du courant dans une branche par-
ticuliere du réseau.

Fic. 7.18
m Théoréme de Norton

Le courant qui circule dans une branche AB d'un réseau linéaire est le -
méme que si la branche AB était alimentée par une source de courant d'in- &

tensité 1 égale a l'intensité entre A et B en remplacant la branche AB par
un court-circuit, en paralléle avec une impédance Zg égale a I'impédance
équivalente entre A et B dans les mémes conditions.

Ce théoréme est surtout utilisé en électronique dans des circuits comportant
des transistors, car ceux-ci font office de sources de courant.
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EXERCICES

7.1. Surtension a I'ouverture d'un interrupteur

1) Le circuit d'une lampe a incandescence allu-

mée peut étre schématisé par une résistance et

une inductance alimentées en régime station-

naire par une source de tension continue E.

Déterminer la tension u(t) aux bornes de I'in-

terrupteur aprés l'ouverture de celui-ci

(figure 7.19). On considérera que l'interrupteur

ouvert équivaut a une tres faible capacité C en Fic. 7.19
série dans le circuit.

2) Calculer la constante de temps du circuit, la période des oscillations non amorties
et la valeur maximale Uy, atteinte par u(t) en fonction de E. On donne :

R=100Q L=10°H C=108F

7.2. Oscillations de relaxation d'une
lampe au néon

Une ampoule au néon (L) ne s'allume que
si la tension u entre ses bornes atteint la
tension V;, (tension d'allumage). Elle reste
allumée tant que u reste supérieure a une
tension d'extinction Ve < V. Lorsque la
lampe est éteinte sa résistance est prati-
guement infinie ; elle prend la valeur r
lorsqu'elle est allumée.

On réalise le schéma de la figure 7.20 avec une source de tension continue E.

Fic. 7.20

1) Etudier la tension u(t) en fonction du temps (on supposera u(0) = 0 ), dans le cas
ou un régime périodique s'établit. Préciser le domaine des valeurs possibles de la ten-
sion appliquée E.

2) Tracer le graphe de u(t) et calculer la période T des oscillations, avec les valeurs
numeériques suivantes :

V, =90V V., =75V r =5.108 Q
C =1uF R =2.10Q E =125V.
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7.3. Adaptation d'impédance

Une source de tension sinusoidale d'amplitude E et d'impédance Z est utilisée pour

alimenter un dipdle d'impédance Z. Comment faut-il choisir Z pour que la puissance
moyenne absorbée par le dipble soit maximale ?

7.4. Bande passanted'un dipble R,L,C série

La largeur de la bande passante Aw d'un dipdle
R,L,C série est la largeur du pic représentant I'in-
tensité efficace | (w) dans le dipble alimenté a
tension efficace U constante. On définit cette
bande passante comme l'ensemble des pulsations
(ou des fréquences) pour lesquelles l'intensité
efficace est supérieure a I,/+/2 ol |, est sa valeur
a la résonance.

1) Calculer Aw.

Fic. 7.21

2) Montrer que le facteur de qualité Q du circuit peut s'écrire :

wo
Q= Aw
3) Calculer la fréquence de résonance vy, le facteur de qualité et la bande passante en
fréquence Av dudipblesiL =4 mH, C =0,4 uF, R=120 Q.
Quelle serait le rapport de l'intensité I, a l'intensité |, pour la fréquence 1 = 0,9 19 ?
Conclure.

7.5. Représentation « paralléle» d'une bobineréelle

Une bobine réelle est normalement représentée par une inductance L et une résis-
tance r en série. Montrer que si la pulsation w de la tension sinusoidale appliquée est
telle que r <« Lw, on peut alors la représenter par un dip6le constitué d'une induc-
tance L et d'une résistance R en paralléle que I'on exprimera en fonction de L ,r,w.

7.6. Circuit bouchon

1) Montrer qu'un dip6le constitué d'un condensateur (capacité C) et d'une bobine
d'indutance L et de résistance négligeable ne laisse pas passer le courant pour une
fréquence wp que I'on déterminera.
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2) On désire eliminer des signaux de fréquence égale & 500 Hz dans un circuit. On
intercale pour cela dans le circuit un dipble constitué par une bobine d'inductance
0,25 H et de résistance 16 2 en paralléle avec un condensateur.

Quelle doit étre la capacité de celui-ci ? Quelle est alors lI'impédance de ce dipble ?

7.7. Etude d'une branche dans un circuit

Dans le circuit de la figure 7.22, on donne
io = lpcoswt ainsi que L,C,R. Calculer u(t),
i1(t) et le déphasage (o de u par rapport a la ten-
sion v aux bornes du condensateur. On exprimera
les phases de u(t) et i1(t) en fonction de ¢.

7.8. Filtre

La tension d'entrée du filtre de la
figure 7.23 est (en volt) :

uq(t) = 120 sin 300t + 120 sin 600t

Calculer la tension de sortie u,(t) en
circuit ouvert.

7.9. Pont déphaseur

Une tension wv(t) = Vpcoswt est appliquée
entre les points A et B de la figure 7.24, tandis
que latension u(t) = Ug cos (wt — ) est pré-
levée entre les points M et N.

1) Montrer que Vp = Up en circuit ouvert
entre M et N quand RC = R;C;.

2) Trouver le déphasage ¢ lorsque cette
condition est réalisée. Quelle est la valeur de
psSiR=1/Cw?

Fic. 7.22

Fic. 7.23

Fic. 7.24
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7.10. Pont de mesure de Nernst

On consideére le dipdle AB de la figure 7.25 (Pont de Nernst) alimenté par une source
de tension sinusoidale de fréquence f = 5 kHz et dans lequel Ry, R, Rs sont des boi-
tes de résistances variables étalonnées, Cz une boite de capacités également étalon-
nées, C et Rreprésentent la capacité et la résistance de fuite en paralléle d'un conden-
sateur inconnu.

Le pont est dit en équilibre lorsque la différence de potentiel entre les points M et P
est nulle, ce que I'on vérifie en connectant un oscilloscope entre M et P.

1) On désigne par Z1,Z»,7Z3,Z les impédances complexes des branches (AM),
(AP), (MB), (PB) respectivement. Montrer que lorsque le pont est a I'équilibre on
a la relation :

2) Déterminer R et C, sachant que I'équilibre
du pont est réalisé pour :

Ri=25Q; R,=100 Q;

R; = 170kQ: C3=3,6-10""F.

Fic. 7.25

7.11. Le circuit de la figure 7.26 comporte une bobine de résistance négligeable et
d'inductance L = 0,32 H, une capacité C = 67 nF, une résistance R = 10000 2 et
les sources de tension ep(t) = 30 cos(1000xt), e(t) = 150 cos(10007t + 7/2)
(mesurées en volt).

1) Calculer les impédances Z_ de la bobine et Z¢ du condensateur.

Calculer la tension u(t) et l'intensité du cou-
rant i (t) dans le conducteur ohmique en uti-
lisant :

2) le théoréme de superposition ;
3) le théoréme de Thévenin ;
4) le théoréeme de Norton ;

5) le théoréme de Millmann. Fic. 7.26
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CORRIGES

7.1. Surtension aux bornesd'un interrupteur
1) La loi des mailles s'écrit :

di . q
L—+R —E= = —
dt+ I uct) c

soit, avec i = dq/dt = Cdu/dtetr=L/R:

du  Rdu u FiG. 7.27

@ Tl Lc

C étant trés faible, le discriminant de I'équation caractéristique de I'équation homo-
géne est certainement négatif. On a donc une solution de la forme :

u(t) = E 4+ (Acoswt + B sinwt) et

Avant l'ouverture de l'interrupteur Il'inductance ne joue aucun réle, le courant est
continu et a pour intensité | = E/R. L'inductance impose la continuité du courant,
c'est-a -dire de du/dt , et donc a fortiori celle de la tension u :

d_u: —1A+wB cos wt + —}B—wA sin wt e*LT
dt T T

Soit,at =0

Il
o

E=E+A = (continuité de u)

Il
Q)
(S
(o8]

(continuité de i)

lm >

) du
1(0) = CE(O) -

En définitive :

S

1 _
ut) = E<1+ ﬁsmwt) e

2) La constante de temps du circuit est :
L 10~
R 102
Si I'on néglige I'amortissement, la période des oscillations est :

To=27vLC = 27y/10-5 x 10-18  soit Tp~6-107"s.

soit 7~6-10"s.
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To est donc petit devant 7 : la pseudo-période des oscillations du circuit considéré est
donc pratiguement égale a Ty et I'on peut considérer que, lorsque u(t) est maximale,
sinwt =1 ete Y7~ 1.0nadonc, avec w =1/+/LC = 10%ad - s 1 :

1 1
Un~E(1+ — |=E[(1 soit Un >~ 100 E.
m ( + RCw) ( LTV =R 109> m

7.2. Oscillations de relaxation d'une lampe au néon

1) Dans la premiére phase on ferme I'in-
terrupteur, la tension aux bornes de la
lampe est initialement nulle et la lampe est
éteinte. Le condensateur se charge pro-
gressivement :

_ 9
“=c
dqg du FiGc. 7.28
| = — = —_—
t dt

Loi des mailles :
du ¢

rRel . 9 _g
T c

La solution de cette équation est (cf. paragraphe 7.2.2), sachant que u(0) = 0 et avec
7= RC:

ut)=E(1— e
Si E < V,, alors u ne peut atteindre V; et la lampe reste éteinte.
Si E > V, la lampe s'allume a l'instant t; tel que :
ut) =E(l—-e ") =V,
D'ou :

ty =7In

E—-V,

Dans la deuxiéme phase le condensateur se décharge dans la lampe qui se comporte
comme une résistance en parallele aux bornes du condensateur ; la lampe reste allu-
mée tant que u reste supérieure @ V. On a:

i dq Cdu
C = 5 T Y du u
dt dt ;
=C =4 =
u = | dt+r

ir = -
r
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) d R
E=u-|—R|=u—i—RC—u+—u
dt r
du R
E=7r—+(1+ —)u
Tdt—i-(-i-r)

On obtient donc la méme eéquation que dans la premiére phase en posant

= et E' =
1+ R/r 1+ R/r
vient :

Par suite, avec la condition initiale u(ty) = Va, il

ut) = E' + Ae~ "0/ = B+ (V, — B e /7

On voit que u tend vers E” quand t tend vers l'infini : si E’ < V, alors la lampe
s'éteindra a un instant t, et un régime périodique va s'établir. La condition est donc
en définitive :

R
Va<E<Ve<1—|— ?)

2) La deuxiéme phase s'achéve quand u(ty) = Ve :
Ve = E' + (Vo — ENe--/7
V,—FE'
Ve — E/
Si tp est l'instant o0 u atteint la valeur Ve

dans la premiére phase (voir le graphe), la
période des oscillations de la lampe sera :

to—t; =7 1In

T=(t1—1t) + (2 —t1) Fic. 7.29
On aura par conséquent, de méme qu'au 1) :
to=7In et t—to=rlnC Ve
=T ECV, LT =TE Y,
Finalement :
E -V V,— E
T=rln f47In2
E—-V, Ve — FE/
AN.
R 4 -6
1+?=5 T =RC =2.-10"x10"°=0,02s
7 =71/5=4.10"3 E' =E/5=25V
50 65 .
T =002 In£+4-10*3 In% soit T =282-10"73s.
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7.3. Adaptation d'impédance

La tension aux bornes du dipdle et du générateur est Ui = Z et l'intensité

du courant dans le dip0le est par conséquent :
+ €
Z+7

La puissance moyenne absorbée par le dipdle est donc (cf. paragraphe 7.3.1) :

1 ~> 1 S
P = ERe(m*): ERe(Zl i)
EZ

1 z
=-Re == —

279 (77
soit, enposant Z = R+ jS et Z=r + js:

1 RE?

2 (R+1)’+(S+9)

a Ret r fixés, on obtiendra un maximum pour S+s=20:

1 RE?
T2 (R4r1)?
r étant donné, P passera par un maximum lorsque sa dérivée par rapport a R s'an-
nule, soit si :
1 2R
R+12  (R+1°
(R+r)—2R =0

En définitive il faut que :

7.4. Bande passante d'un dipbleR,L,C série

1) Onal, = U/Ralarésonance, d'ou :
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soit, en égalant les dénominateurs :

1 2
Llw— —) =R
(“’ Cw>

1
Lw— — ==%R
v Cw

LCw?+RCw—-1=0

Les solutions positives de ces deux équations du second degré, lesquelles ont méme
discriminant A, sont de la forme :

R R )
wi=—or VA et wy = TR VA respectivement.

La largeur de la bande passante est donc :

A R
w= —
L
2) Le facteur de qualité est :
Lwg Lwo
=R T law
soit :
wo
Q= Aw

3) Fréguence de résonance :
wo 1 _ 1 by
21 27J/LC 274103 x 4-107

vy =

soit: 19 =~ 39 kHz.

Facteur de qualité :
2mvy 27 x 39 -10°

= = soit ~ 2000.
Q R 120 Q
Bande passante :
. 103
Avo B 3910 soit  Av = 20 Hz.
Q 2-108

Pour v = 0,91 l'impédance du dipbdle serait :

Z=,/R2+(0,9L L 2—R 1+Q2%(0,9 LY’
- 0T 09Cw ] T “ 7 0.9
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car LCw?=1 == Q= Lwo/R=1/RCuwy. Par suite:

Z=RJ/1+4.106x4-10-2 ~ 400 R

Comme U = ZI; = Ry, il en résulte que :
I R 1

It~ Z 400

L'intensité est 400 fois plus faible qu'a la résonance : le dipble R,L,C série constitue
un filtre en fréquences de bande passante étroite grace a un facteur de qualité élevé.

7.5. Représentation « paralléle » d'une bobineréelle

On doit avoir U = Z1 avec:

1 1 1
Tt R

1 1 —r
r+jlw jLw: (—Lw+jr)lLw

Tl NI+~

R est réelle ; aussi, cette égalité ne peut-elle étre Fic. 7.30
réalisée qu'approximativement, a savoir Si
r<Lw:

L22
R -
r

7.6. Circuit bouchon

1) Calculons I'admittance complexe Y du dipble
et cherchons si son module s'annule, de sorte que
le courant qui traverse le dipdle soit nul, pour une
certaine pulsation. En paralléle, les admittances
s'ajoutent (figure 7.31) :

Fic. 7.31
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L'admittance s'annule pour la pulsation wy telle que :

LCwé=1 soit wo =

1
~LC

2) Ala fréquence 500 Hz, Lw = 0,25 x 27 x 500 ~ 800 2 > 16 © . Il suffit donc
de réaliser la condition LCw? = 1, soit :
1 1

C = =
Lw? 0,25 x 472 x 0,25 - 108

F soit C=0,4puF.

L'impédance complexe de la bobine est r + jLw ; par suite I'admittance complexe
de ce dipOle est :

~ 1 . . 1—LCw? + jrCuw
r+jLw N+ jlLw
B rCw rc
o+ jlw L

La valeur de I'impédance a la fréquence de 500 Hz est donc :

L 0,25

Z— == 0 it Z=39Ka.
'C_ 16x04.106

7.7. Etude d'une branche dans un circuit
La loi d'Ohm s'écrit, aux bornes communes aux deux branches, a l'aide des amplitu-
des complexes (cf. figure 7.32) :
0 = jLuf; = (m.i)rz
JCw

Par consequent, on a d'une part, avec I, = lp :

~ 1+ jRCw
U= (2112
( jCuw )°

On a donc, puisque 1/j = —j = e~ 1(7/2)

U V1 + (RCw)? |

Cw 0

et argU = arctan (RCw) — ~
2 Fic. 7.32
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Or,
~ o~ ~ 1\ ~
lp = jCwV — U:(R+,—>V
JCw

Le déphasage ¢ entre u(t) et v(t) est donc :

o = arctan (RCw)

Par suite, argU = ¢ — /2 :
u(t) = Re (U e"“!) = U cos(wt + ¢ — 1/2)

soit enfin :

Vv 1+ (RCw)?

u® = Cw

lg sin (wt 4 )

Par ailleurs, on a :

~

RTI LCw? ) °

\/1+(F2C(,u)2I oiv
=————1o

LCw?

Finalement en prenant la partie réelle de 11 €' “t, il vient :

V1 + (RCw)?

LCuw?

i1(t) = — lo COS (wt + ¢)

Comme on pouvait s'y attendre, la tension aux bornes de I'inductance supposée pure
est en quadrature avance sur le courant qui la traverse.

7.8. Filtre

Nous allons appliquer le principe de superposition, la tension d'entrée uy(t) étant la
somme algébrique de deux tensions sinusoidales de pulsations différentes, soit w et
w'. La figure 7.33 indique les sens positifs choisis pour les courants (représentés par
leurs amplitudes complexes) et tient compte de la loi des nceuds. Notez que, le cir-
cuit étant ouvert entre P et M (il n'y a pas de circuit extérieur), le courant dans les
branches NP et PM est le méme, ce qui n'est pas le cas dans les branches BA et AN
car la tension entre A et B est imposée.
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Premiére méthode

On a dans ces conditions, en écrivant les lois de Kirchhoff :

[maille (ANPM B)] U, =U, + RIy + R, (1)

[branche (PM)] I, = j CwU, )
~ o~ T-T

[maille (ANN’A)] 0=Rl,+0, - +_2 3)
JCw

Il faut donc éliminer les courants de ces équations. En reportant I'expression (2) dans
(1) et (3) on obtient, apres avoir multiplié les deux membres de (3) par j Cw :

Uy = Ri1+ 1+ j RCw) 0y (1)
0 =—Ril;+jCwU; 4+ (1+ j RCw)j RCw 3)

Par addition membre & membre des
équations (1') et (3') :

U; = (1 - R*C%? + 3j RCw) U,
On a donc finalement :
Fic. 7.33
g ' 202,,2\2 272
0,=Kel* awec K = [(1— R2C2.?)” + 9 (RCw) ]
¢ = —arccos [K (1- chzwz)z]
Avec w = 300rad - s~ on trouve :

K=008 U;=10V ¢, =—2,30rad

Avec w = 600rad-s~1 on trouve :
K = 0,025 U, =3V pp, = —2,67rad

En définitive, par superposition :

Uo(t) = 10 cos (300t — 2,30) + 3 cos (600t — 2,67)

On note que I'amplitude de la composante du signal de sortie dont la pulsation est 600
est réduite a 30 % de celle de la pulsation fondamentale : le dispositif constitue un
« filtre passe bas », c'est-a-dire ne laissant passer que les basses fréquences.



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Corrigés 215

Deuxieéme méthode

Il était ici tout particulierement indiqué d'utiliser le théoreme de Millmann, ce qui
conduit plus simplement au résultat. En posant Vg = Viy = 0, la somme des admit-
tances des branches aboutissant au nceud N est :

~ 1 1 2 . .
YN=§+ﬁ+JCw:§+JCw d’ou

~ _\7A/R+\7P/R_ 014-02
~ 2/R+jCw 2+ jRCw

De méme pour le nceud P :

Y—1+'C—1+'C d’ou
p=RrtlItw= gt

G, _ W/R+0xjCuw _ U1 + U,

7 T1/R+jCw  (2+] RCw)(1+ ] RCw)

Comme Vp = Uy, il vient :

Ui + U, = U, (2 — R2C%2 + 3] RCw)
0, = o
271 _Rec2.? +3j RCw

C'est bien le résultat obtenu plus haut.

On aurait pu étre tenté d'utiliser le théoréme de Millmann au nceud A plutot qu'en P,
W mais ce n'est pas possible car le circuit n'est pas ouvert entre A et B : on ne pos-
sede aucune information sur le dipdle extérieur AB, qui est ici équivalent a un géné-
rateur de Thévenin.

7.9. Pont déphaseur

1) Cherchons la relation entre les amplitudes
complexes U et V des tensions u(t) et v(t). En
circuit ouvert entre M et N, le courant est le
méme dans les dipbles AM et MB d'une part,
dans les dipdles AN et NB d'autre part et I'on a
(cf. figure 7.34) :

~

I 7 ~
— = - Rl
+JC% JC1w+ 111
I

~

V =R

)

= Rl +

j Ciw Fic. 7.34



216 Réseaux électrocinétiques

En reportant | et 13/j Cyw en fonction de V dans I'expression de U, on obtient :

~ j CwV Y
U=- . + .
1+ jRCw 1+ jRCw

—j ROw( + | RiCy) + (L + | RCw)
1+ jRCw(1+ j RiCiw)

1+ RC R1C1w2 ~
1+ jRCw)(1+ j RCiw)

l

On aura Ug = Vg si le coefficient de V est de module 1, clest-a-dire, en posant
RCw=aet RiCiw=Db, si:

|1+ ab| _
|1+ jal |1+ jb)|

soit, en égalant les carrés des modules du numérateur et du dénominateur :
l1+2ab+a’b’=1+a’°+b’+a’h’ < (@-b?=0 < a=b
On doit donc avoir RC = R;C; et I'expression de U devient :

1+ jRCw

Utilisation du théoreme de Millmann

Le theoreme de Millmann donne le résultat aussi simplement. Posons Vg =0, de
sorte que Va = V, et appliquons le théoreme aux nceuds M et N :

3 _\7A/R+ij\7|3_ \Y;

~ 1/R+jCw 1+ jRCw

~ Ve/Ri + j CiwVa ] RiCiwV
1/R + j Cw 1+ RCw

~ & 1+ jRCw) — j RiICiw (1 + j RCw) ~
0 =V —Vy = : : Y
M=o (1+j RCw) (1 + ] RiCiw)

B 1+ RCR;Ciw? ~
"~ (14 jRCw) (1+ ] RCiw)

On retrouve donc I'expression ci-dessus.
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2) On a par ailleurs :
9] _ .
—p = arg (7) =arg(1 — j RCw) —arg(1 + j RCw)

= —2arg(1 + j RCw)
En définitive :

p = 2 arctan(RCw)

Pour R=1/Cwona:

¢=2arctan1:2xz soit go:i.
2 2
7.10. Pont de mesure de Nernst
1) Exprimons la différence de potentiel Vm — Vp
en suivant respectivement les chemins M AP et
M BP, et écrivons gu'elle est nulle lorsque le pont
est a I'équilibre :
Vm — \7p = —er-i- szv/ =0
Um—Vp =273l —ZI" =0
Par suite
| _Z2_ 2 [337_33 e 7.5
r/—zl—ZB 14 = £243 1G. /.

On obtiendra aussi rapidement ce résultat avec le théoréme de Millmann (poser par
exemple Vg = 0).

2) Cette relatlon peut s'écrire Y1Y Y2Y3 en utilisant les admittances Y1 =1/Ry,
Y2-1/R2,Y3—1/R3+JC3w Y—l/Z d'ou:

~ Yo~ Ry ( 1 )
Y==~Y3=—|—+jCsw
7 3 R, \Rs JCs
soit encore :
1 . Rl R1C3w
—+jCw= +
R R R
On adonc : 2Rs 2
R> Ry
R=—R et C=—C
R, R, °
A.N.

R=680kQ C=9,0-10"%F
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7.11. Utilisation des théorémes généraux
1)Ona:
Z. =Lw=0,32x 10007 soit  Z, =10000
Zc = 1 _ ! soit Zc =5000 @
©7 Cw 67-109x 10007 -

2) Avec ey (t) seule, on a l'impédance équivalente (en ohm) :

LA R+ 2751 I+ 0712107
. 1-2j .
= 10* (]—TJ)=2-103(1+3])
D'ou : -
v = 30

=== ——0——=15-103(1 - 3j
L= 3 T 21081 +3) (=30
Uy =E1—Zcl1=30-15] (1—-3j)=-15j (1L +j)
Avec e (t) seule, I'impédance équivalente est :

- s 1 1
Zy=Zc+ ——m—r=—0510"] 4 —
R T T T

L
— 10° <—O,5j + %) — 5000

~ E, 15j .
l, = == = ——=0,003

2 = F, 7 5000 J
U =B~ Zclo=15(j — 1)
On a donc, par superposition :

~ o~ o~ ~ U
U=U;4+Up;=-30 et |= §=—3.10—3 d’ou
u(t) =30cos (10007t + ) | (enV)
i(t)=3cos (10007t +m) | (enmA)

Fic. 7.36
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3) Théoreme de Thévenin
Calculons I'impédance équivalente Z entre A et B en déconnectant la résistance
(figure 7.37a) et en supprimant les sources ; Z, et Z¢ apparaissent alors en parallele :
1 1 1 . : : ~ ,
== =+ = =2-107% —107%j = 107%] et Z = —10%j
Z Zc Z
La tension E; entre A et B en I'absence de R (figure 7.37b) s'obtient simplement avec
le théoréme de Millmann (on prend Vg = 0) :
E _ VL\7P + VCVN . VL El + chz
‘ Yo+ Y Yo+ Y
_ —107%j x304+2-107%j x 15
N —10—4j +2-1074j

=30(j — D (enV).

Fic. 7.37

Le schéma équivalent de Thévenin (figure 7.37c) donne enfin I puis U:
~ E 30(j —1 ~
= — = 4“ ) _ ~3.10%enA) et U =Rl =-30(¢nV).
Z+R 10°(1-])

On retrouve les résultats de 2).

4) Théoréme de Norton

L'admittance équivalente entre A et B a déja eté calculee : Y =1074j (en ohm). II
reste donc a trouver le courant de court-circuit I, entre A et B.

Fic. 7.38
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Ce courant est la somme des courants I~1 et E fournis par les deux sources de tension.
On obtient facilement ces courants en appliquant la loi des mailles (7.38a) :

~

~ E1 30

i = =~ = — =—-3-10739j maille(PABP

1 5. = 107] | [ ( ]

~ E 15]

b= 2= ——) __ _3.10% [maille(NABN]
Zc  —5-108]

lh=l14+1=-3-1031+))

L'admittance équivalente aux bornes de la source de courant de Norton (figure 7.36b)
permet de trouver U:

P (L 1\G 2 (104110400
'”_<R+Z)U_(lo +107*j)U

D'ou :

~3.103(1 + )

= —-3.107%A.
1041 + j)

U= soit U=-30V et 1=

T

5) Théoreme de Millmann

Le théoreme de Millmann permet d'obtenir directement la tension U, soit (avec
Vg = 0) .

G _ VL\7P+?C\7N +0x (1/R) _ ?LEJ_-F?CEZ

Y. +Yc +1/R YL+ VYe+ 1R
_ —10)x30+42-1074) x15] _ 30-20¢A—j)
T 104 +2.104) + 104 104 -1 '

On retrouve par conséquent | = U/R= —3-103 A.

C'est donc cette méthode qui s'avére ici la plus rapide.



Problemes d’examen
corrigés

ENONCES

Problemen® 1

Une sphere métallique de rayon a, non
chargée, est placée dans un champ -

électrostatique uniforme Eq = Eg &. N
1) Quel est I effet de Eo sur cette sphére ?

2) A I'intérieur de la sphére, quel est le

champ induit éi et le champ résultant E;.

Soit Vg le potentiel en O avant I’ introduc-

tion de la sphére. Quel est le potentiel a
I”intérieur et sur la sphére ?

3) On se propose de calculer le potentiel en tout point extérieur a la sphere.
On désigne par P=a Eo le moment dipolaire équivalent ala sphére, placéen
O. Quel est le potentiel résultant V(M) ? (On déterminerale coefficient o en
exprimant la continuité de V sur la surface.)

4) En déduire les composantes radiale et orthoradiale du champ a I’ extérieur
de la sphére.

5) Quelle est la densité surfacique de charge o ?

6) On suppose maintenant que Eo = Eg(x) & Eg(x) éant une fonction len-
tement variable a |’ échelle de a. Calculer la force qui S exerce sur la sphere

e0E3(X)
=

en fonction de a et de la densité volumique d énergie w =
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Problémen® 2 () (1)

A) Deux plans parallélesinfinis () et (/) cou- Pt

pent perpendiculairement I’ axe x’ Ox respecti- . v b,
—d +d

vement aux points A et B d'abscisse—d et +d
(voir figure).

Une distribution uniforme de charge de densité volumique p remplit I’ espace
compris entre les deux plans.

1) Montrer que le champ E, créé par cette distribution de charge, est paraléle
ax'Ox.

2) a) En appliquant e théoréme de Gauss, déterminer le champ produit par
I”ensemble des charges en tout point M d’ abscisse x.

b) Tracer la courbe représentant la variation de la composante Ex du champ
en fonction de x.

B) Application : oscillation d’ un gaz d’ électrons

Soit une lame de cuivre d’ épaisseur 2d dont les autres dimensions sont gran-
des devant d.

On sintéresse au mouvement des électrons se
déplacant, par rapport au réseau d’ions positifs,
perpendiculairement alalame, suivant la direc-
tion de I'axe x’Ox. Dans I'éat d' équilibre, le .
nombre d’ électrons par unité de volume est n. ‘
On suppose que les éectrons de méme
abscisse xg subissent le méme déplacement 9 4

X — Xp. Aingl, s X > Xp, le gaz d électrons

situé a droite du plan (P) d’ abscisse x sera comprimé, alors que le gaz d' &
lectrons a gauche de (P) sera dilaté: la neutralité locale n’est plus mainte-
nue ; cependant la plaque de cuivre étant isolée, sa charge totale est nulle.

1) En faisant I’ hypothése que les densités du gaz d’ électrons comprimé ou
dilaté s uniformisent instantanément, calculer les densités de charge totale
(ions + électrons) pq €t py créés respectivement a droite et a gauche de (P)

par le déplacement du plan (P) de xg a x.

2) En utilisant les résultats de la partie A), déterminer les composantes Egy et
Egx des champs créés sur le plan (P), d'abscisse X, par pg €t pg. En déduire
gue le champ total Ex est proportionnel au déplacement x — xg de (P).

3) En négligeant I’ effet de la pesanteur, quelle est la force agissant sur un des
électrons du plan (P) ?

(IT')

HVV
=
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4) Montrer que cet électron a un mouvement périodique de pulsation wp que
I’on explicitera.

Problémen® 3

L e cortége éectronique d’un atome se représente d’ une maniere trés simpli-
fiée par une densité volumique de charge :

A
p(r):r—n pour r>a

p(ry=0 pour r<a

r étant la distance au centre O de cet atome, n, A et a sont des constantes. Le
noyau, placé en O, porte la charge Ze (Z : numéro atomique de I’ atome,
e : valeur absolue de la charge de I’ éectron).

1) Calculer la charge totale q du cortége électronique.

2) Montrer que n doit étre supérieur a une valeur que I’ on déterminera.

3) L’atome étant neutre, exprimer la constante A.

4) En appliquant le théoreme de Gauss, déterminer |le champ électrique et le
potentiel en tout point de I’ espace.

5) Retrouver I’expression du champ électrique en utilisant le théoréme de
Gauss sous sa forme locale.

Problemen® 4

1) Deux charges électriques g et g = —A\q (0 < X < 1) sont placées, sur un
axe X' Ox, respectivement en O et en A(xa = d).

Montrer que la surface équipotentielle y
V = 0 est une sphere (X) dont on déter-
minera les coordonnées du centre C et le

rayon R en fonction ded et \. o —9

q
2) On considére maintenant une charge g y'

placée en O et une sphere conductrice (S) reliée au sol (V = 0), de méme
rayon R que lasphéere X et dont le centre 2 se trouve ala distance D de q.
a) Déterminer D pour que lasphére (S) influencée par la charge q puisse étre
remplacée par une charge ponctuelle —g1 placée en un point B de la droite
OQ. On préciseralavaleur de —q; et les coordonnées de B. La charge —q1
est dite image électrique de la charge q par rapport ala sphére S.

.
[ Yo

EN S
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b) Quelle est la charge Q portée par la sphere (S) ?
c) Quel est le champ éectrique E enun point M de la sphére ?
d) En déduire la densité surfacique de charge portée par la sphere ?

3) On maintient la charge q a la distance D de (S) mais cette fois, la sphere
conductrice, initialement neutre, est isolée. En appliquant le théoréeme de
superposition, calculer le potentiel de cette sphere.

Problémen® 5

v, v, v, v,
z! '
0 z, x, )
gl
i
() Py () ()

Quatre plaques métalliques Py, Py, P, P, sont disposées comme I’indique la
figure. On assimilera ces plaques a des plans illimités.

Les lames métalliques sont suffisamment minces pour étre perméables aux
électrons. (Py) et (P1) sont portés au potentiel V1, (P) et (P;) au potentiel
Vo avec Vo > V1 > 0.

Une source émet des électrons vers ( Pi) avec unevitesseinitiale vg. L' origine
des potentiels sera prise sur la source.

Un éectron dont la trajectoire rectiligne fait I’angle i avec x’Ox, arrive au
point | sur (Py).

1) On admet que le potentiel ne dépend que de X. Sachant que le potentiel
d?V (x)
dx?
courbe V (x). Tracer sur le méme graphique la courbe représentant la norme
du champ électrique E(x). Quelle est 1a nature de la trgjectoire de I’ électron

entre leslames (Py) et (Py), (Py) et (Po), (Py) et (Py) ?

V(x) veérifie I’éguation de Laplace =0, calculer V(x) et tracer la
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2) En considérant que la vitesse vg est pratiquement nulle, déterminer la
vitesse v(X) des éectrons en un point quelconque M (x) en fonction de V (x).

3) Montrer que la projection de la vitesse sur une normale al’axe x’Ox est
constante. En déduire une relation entre les angles i1 et i> que fait la trajec-
toire de I’ électron avec x’ Ox aux points d’ abscisse X1 €t Xo.

En comparant |’ expression obtenue a celle que donne la loi de Descartes en
optique pour un dioptre séparant deux milieux d'indice de réfractionnq et no :

n]_Sini]_:nZSiniz

montrer qu’on peut définir un indice de réfraction pour les électrons et trou-
ver larelation de correspondance entre I’indice n et e potentiel V.

4) Quel est lerdle d'un tel dispositif dans un microscope électronique ?
On négligera, dans tout le probleme, I’ effet de la pesanteur.

Probléme n° 6. Etude d'un réseau capacitif

On considére le circuit de la figure, dont
on respectera les conventions d'orienta-
tion.

1) Etablir une relation entre i1, i> et is.

2) Ecrire VA — Vg enfonction de i1, puis
i‘2 et enfinis.
A t = 0 le condensateur dans la branche
1 porte une charge qp ; l'autre condensa-
teur est déchargé. En déduire les valeurs
initiales des intensités. Fe. 1
3) En éliminant i et i des relations obtenues au 2), montrer que I'équation
différentielle régissant i3 peut sécrire:
diz i3
s 2_0
adt + T

avec 7 = 3RC.

4) Donner la solution générale de cette équation. Précisez la solution cor-
respondant aux conditions initiales du 2).

5) En déduire I'équation différentielle régissant i1 et en donner sa solution
générale.
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6) Donner les expressions des intensités correspondant aux conditions initia-
les et en faire une représentation graphique.

7) On connecte entre A et B une source de tension sinusoidae
e(t) = ep coswt. Donner I'impédance du circuit entre A et B. On étudiera ses
limites pour w — oo et w — 0.

Représenter graphiquement I'amplitude de I'intensité totale dans le circuit en
fonction de w.

Probleme n° 7. Filtrage

On utilise le circuit de la figure 1 pour transformer la tension d'entrée sinu-
soidale u; en unetension de sortie up. On appelle fonction de transfert le rap-
port des tensions complexes Uy /U7.

1) Donner le module et la phase de la fonction de transfert. Latension uo est-
elle en avance ou en retard sur uq ?

2) Pour quelle valeur wc de w le module de lafonction de transfert est-il égal
a1/+/2 ?Calculer Rpour C =0,1uF; fc= 1000Hz

3) Représenter graphiquement ['alure du
module et de la phase de lafonction de trans-
fert en fonction de la pulsation w.

4) Latension d'entrée est un signal complexe
formé de |'addition de plusieurs signauix sinu-
soidaux de fréquences différentes. Expliquer
gualitativement comment |'amplitude rela-
tive de ces signaux sera modifiée dans la
tension de sortie.

Fe. 1

5) On envoie un signal en créneau U (t) de pulsation wc en entrée. On admet-
traqu'un tel signal se décompose en série de Fourier delaforme:

a a a
Ul(t) = acoswct + § cos 3wt + g cosbwct + ? cos/wet + - -+

Comparer les phases des fonctions de trans-
fert des trois premiers harmoniques de ce
développement a celle du fondamental. Faire
de méme avec les modules des fonctions de
transfert et conclure.

6) On remplace la résistance par une induc-
tance L et I'on connecte la sortie du filtre a Fic. 2
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une impédance complexe Z (figure 2). Montrer que I'impédance équivalente
al'entréeest égaleaZ s :

~ .Lw L /
2217i§ wcz—wz

guand w est inférieure a une pulsation de coupure we que I'on précisera, ou
bien:

quand w > we.

AN. Calculer L pour que lafréquence de coupure soit de 2,4 kHzsi C = 2uF.

7) On associe en série un grand nombre d'éléments identiques au filtre consi-
déré au 6), comme indiqué sur lafigure 3.

La borne commune est prise comme masse (potentiel nul), le potentiel al'en-
trée est noté ug(t), le potentiel ala sortie du filtre n est un(t) et I'on désigne
par in(t) l'intensité du courant sortant du filtre n.

On considérera pour simplifier que les ééments sont en nombre infiniment
grand : on pourra admettre dans ces conditions que I'impédance complexe
equivalente Z alasortie du filtre n est indépendante de n.

Fic. 3

Montrer que le rapport de deux potentiels successifs est :

8) On suppose w < we.
Calculer le rapport Un/Uq représentant le module de la fonction de transfert
des n premiers éléments.

9) On suppose maintenant w > we.
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Calculer Up/Ug (on montrera que seule |'une des deux solutions trouvées au
6) a une réalité physique).

AN. Calculer Upn/Uq pour lafréguence f = 3 kHz, en considérant successi-
vementn=1etn=>5.

10) Représenter I'alure du graphe de U/ Ug en fonction de la pulsation w.

CORRIGES

Problemen® 1

1) Sous I’ action du champ Egéy, il appa-
rait des charges + sur |’ hémisphére droit
et des charges — sur I’ hémisphére gauche.

xT T

2) A Iintérieur de la sphére:

E
£ = Eo+ B =0—s| £ = —E °
Par suite V =V (0) =V
et, par continuité :
V@ =V
3) A I'extérieur de la sphére:
V(M) =Vi(M) + V(M)
ol V1(M) est le potentiel da & Eg et Vo(M) est le potentiel da aP.
Eo= Eoé = gradV; — V3 = — — Egx + Vo
avec X =T cosf .
Dans |’ approximation dipolaire : F M N
o — By
vamy = M o .

3
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K P cosf K cosf Eor®
V(M) = Vo — Eqr c0s0 + ———— = Vo + —— (P_ 0 >
r r K
Sur lasurface : V(a) =
ad - 3

- a
p-2E =2
K0 “Tx

Eq coso
0> @3 —r3)

D'ou: V(M) =Vy+ 5
r

oV _ 10V
4) E(M) =E& + Eg& = —a—er — F%ea

Les composantes radiale et orthoradiale du champ sont donc :

2a3
E = EO<1+ r—3> cosf

23
Ey =Eo( — 1+ — | siné
’ 0( r3)

5) A la surface d’ une sphére chargée, le champ est :
E="3
€0
ou o est la densité surfacique de charge.
Pour r =a,ona:

E =E & = 3Egcosd &

o = 3¢gEqg cosé

6) Ona: l5=—gr_a>dEp e Ep=-P-Eg
. /. dBp)\. ad- dEg.
F: . — = — R
< dx )ex K 9 “dx
. 1 - d /egE2
soit, avec o =40 F:47ra3& 020>
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dw _
as——

soit enfin F — 4r
dx

La sphére se déplace dans le sens des champs croissants.

Problemen® 2

A) 1) Soit un point M guelconque. Le systéme physique est invariant dans
toute rotation autour de laparallele a Ox menée de M. Il doit en étre de méme
du champ électrique E(M) qui est donc paralléle al’ axe x’ Ox.

Lesystéme est de plusinvariant dans toute

tranglation perpendiculaire a Ox. (1) (IT')

Le champ E ne dépend donc que de ., oM
I"abscisse x de M. Enfin, le systeme est z
invariant dans une symétrie par rapport au —d +d

plan x = 0. Les champs sur les plans
X = a et X = —a sont donc opposés, quel
gue soit a.

2) a) Calcul de Ex pour tout point M d'abscissex > d oux < —d

2d

On choisit comme surface de Gauss un

cylindre d' axe paraléle a Ox dont les

bases\ de surface_ S,,syrpétriqu,e;e par rap- () ()

port a O, sont situées a I’ extérieur de la

distribution de charge. ECa) o2 0 B B

L'application du théoréme de Gauss
donne, compte tenu que le flux latéral est
nul : 2d

b) Calcul de Ex pour tout point M d'abscisse x € [—d, +d]
Cette fois les bases du cylindre sont dans la région comprise entre () et (7).
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2X)S
Ona: <I>:28E_( )
€0
D'ou: Ex = Px
€0

¢) Courbe Ex(x)

B) 1) Le nombre d’ électrons en excés a droite est :

Ng = NoS(X — Xp)

ou S est la section de la plaque de cuivre.
Par suite: ,

_ —eNg .
- Sd—-x)

X —Xp
04 —x

Pd

Le nombre d’ électrons manquant a gauche est :

Ng = NoS(X — Xp)

_eNg e X = %0
I Sd+x) ~  %d+x
2) Dans la partie A), on amontré que :
€0 €0
En transposant ces résultats aux distribu- 5

tions py et pg d épaisseurs respectives
d — x etd+ x, on obtient :

pdd — X eng(x — Xp)
—_— — >

0
20

Eq =
o eg 2

2d

231
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_@d+x_en0(x—xo)>
g 2 2¢

X

0

D’ou le champ résultant :

en
Ex = Egx + Egx = E—OO(X — Xo)

3) Un électron du plan (P) est soumis alaforce Fx = —eExy:

ezno
Fx = ———(X — X0)
€0

4) L’ équation du mouvement de cet électron est :

rnd2x B ezno(X -
dt2 g 0

Cette éguation peut s écrire :

d? )
en
en posant X=x-—Xp €t ws:_o
Meo

C’est I’équation d'un oscillateur harmonique. Ainsi les éectrons du plan (P)
ont un mouvement sinusoidal autour de leur position d équilibre xg avec une

@)1/2

Meg

pulsation :| wp = (

Problémen® 3

1) A ladistance r de O, lacharge q(r) du cortége éectronique est égale a:
r
q(r) :/ p(ndr = 47TA/ r2="dr
(1) a

Sin=3 aors q=47rAInia
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. 4 A
Sin=+3 adors q= ﬁ(r?’_” —ad ™

2) Onremarquequepourn < 3onaQ = rI_|>ngoq = 00,
47 A
n—3
3) Lacharge totale comprise dans lasphére derayonr > a est :

aorsquepourn > 3: Q= as"

q'(r) = Ze+q(r)
Laneutralité de I’ atome implique que :

q'(c0) =0 = Ze+Q=0 — Q=-Ze

Cette valeur finie de Q correspond au cash > 3.

La constante A est déterminée par larelation :

47 A
SR 3N _7e dou:
n—3
3—n Ze
A=——— <0
41 @3—n

4) L’ atome ayant la symétrie sphérique, le champ E est radial. L’ application
du théoréme de Gauss donne :

4rr2E = S
€0
ou Qjnt est la charge contenue dans la sphere de centre O et derayon r.
a)Pourr <a:

- Ze,
Qint=2e = E=Kr—29r
KZe
V(r):—/Edr =T+C (C = constante)
b) Pourr > a:

-3
Qint = Ze+q(r) avec (q(r) = Ze[(?)n — 1]
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r

. KZ n—3

- ()

r r
Onaadors:
KZe /[a\"3

V(r) = — C’ (C’ = constante
") (n—2)r<r) * ( )

La continuité du potentiel en r = a donne::
KZe KZe _ KZe3-n

:(n—2)a:> a n-=-2

Finalement, on obtient :

V@ <a) _KZe a+3—n
h ~a \r n-=2
Kze [a\"*
Virza) =——(=
r=a (n—2)a(r)

5) On peut retrouver |’ expression du champ électrique, en utilisant d’ une part

le théoréme de Gauss sous saforme locale, div E = 1 , €t d’ autre part le prin-
€0

cipe de superposition du champ créé par le noyau placé en O et du champ créé

par e cortége é ectronique. La symeétrie sphérique du problemeimplique que :

- 1d
divE = = —(r2Er
r dr( )
a) Champ Ej créé par le noyau :
S KZe
Bi=—7 &
r

b) Champ éz créeé par le cortége électronique :
—Pourr <a:

div I§2 = 0 avec I§2(O) — 0 car tousles plans passant par O sont des plans de
Ssymeétrie.
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On obtient r2E, = C et la condition au point O implique que C = 0.

Onadonc: Eo(r <a)=0
—Pourr > a:
A
divE, = 2 = =
eg  eor”
d , A, A3
—(r%Ey) = —r2 " — r2E,=— C’
dl’( 2) €0 2 eg3—n
3—n Ze
avec A=
47 @3-n
_ B, Kze/a\" cC'\.
soit : Eb(r >a) = — | = + = )&
r r r

La détermination de la constante C’ se fait en écrivant la continuité du champ
totalenr = a:

Kze _  KzZe KZe(a)”_3+C’

S r0=— 4
a? a? a2 \a a2

Par suite :

. Kze(/a\"3 q

Finalement, on obtient :

E =—& (r <a)
r

. KZefa\"3.
E =r—2— & (r=a

Probléemen® 4

1)Ona: V(M):Kq(i—i) =0
rn.r2
r

NN

)
r

=\ et = \2

—
ol
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avec : r2=x2+y? e r3=(x-d?+y?
x—d)2+y2
A L Y
X2 + y?
d ou X2 — 2dx + d? + y2 = \2x2 4 \2y2
soit x2(1— X% — 2d x + y2(1 — A\?) = —d?
Cette derniére équation peut se mettre sous laforme::
(X d )2 d2 N y2 B d2
1— A2 (1— 222 1= )2

d \2 , 2
X — +yl=
( 1—A2) ATy

Dansle plan xQy, c’'est I’ égquation d’ un cercle de centre C de coordonnées :

et derayon R=

La symétrie de révolution autour de O A montre que la surface équipotentielle
V = 0 est bien la sphere (X) de centre C et de rayon R.

2) a) D'apres la question précédente, il suffit de prendre une charge
—(Q1 = —Aq placée en B confondu avec le point A situé aladistance d de O.
Lasurface (S) constitue I’ équipotentielle (X) s 2 est en C. Onaalors:

d
1-) y
soit : M (5)
R R
D= X . 19) A Q
‘ q - C '

b) On déduit de 2) que:

Q=-Xq y
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¢) Lechamp E est larésultante des champs El et I§2 créés respectivement par
g et par —\q. Ces deux champs sont dirigés suivant les droites OM et AM et
leur résultante est dirigée suivant le rayon 2M puisgque (S) est une équipo-
tentielle.

Y 17
M
Va9
E
" E,
g K
T, -
o 0 2 0 l
q A
—\g

Soit respectivement 1, J, K les extrémités des vecteurs I§1, Ez et E.

Les deux triangles MIK et AMO sont semblables comme ayant un angle égd
— — . o _ MA r
(MIK = AMO = «) compris entre deux cotés proportionnels (— —-2_) ;

MO rq
| M
TK :/\).Onendéduit:
MK AO d Kaqgd
M AM ro r%rz
soit E:K_qd
ars

avec, d' aprés 2) :

R
d=1-X)D=D-)2D e A=5

RZ D2-R? d D?2-R?
D D A R
D2-R%» 1 > .
dou: E= Kq% - (E est orienté vers 2)
r
1
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d) Le théoreme de Coulomb donne :

c q(D?-R? 1
= —& = - —
7m0 4R 3
Remarque:
On vérifie que / cdS=Q=-)\q

(S

3) On amontré que I’ é&at d’ équilibre représenté par |e schéma suivant :

(%)

R

était identique, pour tout point al’extérieur (ou au voisinage) de (S) a:

Soit le nouvel état d'équilibre congtitué par la sphére (S) chargée avec
R
q'=-q = +Bq et isolée. Dans ce dernier cas, la répartition de charge est

uniforme sur la surface, le potentiel de la sphere est le méme que si la charge
q” éait placée au centre Q soit :
q” _ Kq

V=K ,
R D

En superposant ces deux états d’ équilibre, on obtient |’ état d' équilibre cor-
respondant a une spheére isolée mise en présence d une charge q placée ala
distance D de son centre. Schématiquement on a:
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équivaut a

V7+ v :Kq
D

Le potentiel de la sphére isolée en présence de q est donc :

Problémen®° 5

I

V//

_Ka

D

P! P

1 1

y!

1) Le potentiel vérifie I’ équation de Laplace qui s écrit dans ce cas:

pour

pour

pour

v _

dx2
O<Xx<xq
X1 < X< X2

Xo < X < X2

— V(X)=ax+Db avec .

V(X)) =V
V(X)=ax+Db
V(X) = Vo

239
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Par continuité du potentiel en xq et en xo :
V(x)) =Vi=axg+b
V(xp) =Vo=axp+b
Vo — V. Vox1 — Vi
a= 21 o b= 271~ V172
X2 — X1 X1 — X2

Ains, pour X1 < X< X2 ona:

Vo —V Voxq1 — V1X
2 1x+21 1X2

V(x) =
X2 — X1 X1 — X2
- dV (x
L'équation E = —gradV donne Ex(x) = — d>(<)
pour O<x<X3 Ex=0
Vo —Vp
our X X <X Ex=-—
p 1 <X <Xy Ex Xy — X1
pour xp <X <X, Ex=0

Représentation graphique de V (x) et de E(x) :

V (z)
E (z)

P P m!
0 7 I, 'y

On remarque que le champ E est discontinu en X = X1 €t X =Xo.
Nature destrajectoires:

Laforce F = —eE qui agit sur I’électron est opposée A E :
pour 0O0<X<Xg Fx =0

Vo —Vp

X2 — X1

pour X1 < X < X2 Fx =e

(>0
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pour x2<x<xé Fx =0

Pour O0<Xx<Xp et pour Xo < X < x’2, le mouvement est rectiligne
uniforme.

Pour X1 <X<Xp ona:

F e Vo -V
x & V2 1:a

m m Xo — X1

. . . 1 )
. [x=a X = at + vg COSi X = =at? + vot cosi
d'ou " = 1. . — 2
y=0 y =vgSini y = vgt SN
. 1y .
On en déduit : X=5a—5—-+ytani
2 pgsinti

Le mouvement est uniformément accéléré. La trajectoire est un arc de para
bole.

2) L énergie mécanique de I’ éectron reste constante. A la source, elle est
nulle (g = 0 et V = 0). Onadonc :

1 .
O:Emvz—ev et par suite:

3) Quel que soit un axe y' Oy perpendiculaireax’Oxon a:

de _

mdt Fy=0 — Vy=cte
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En égalant les valeurs de Vy pour un point X € [0,x1] et un point
X' € [x2,X5] on obtient :
v1SiNip =vpSnip = 4/Vi8Sni; = /Vosinis
En comparant avec laloi de Descartes en Optique :
Ny siniy = nosinio

on en déduit la relation de correspondance entre I’indice de réfraction n et le
potentiel V :

n=+vV

Si les deux plans Py et Py sont suffisamment rapprochés pour que I’ on puisse
confondre 11 et |5, on voit que latrgjectoire de I’ électron subit une réfraction
la ou le potentiel change de valeur.

4) Lareation \/V1 siniy = /Vasinio montre que s Vo > Vq dorsis < iy,
I éectron se rapproche de I’ axe X’ Ox. Un dispositif formé de deux grilles rap-
prochées et portées a des potentiel s judicieusement choisis permettra de foca-
liser un faisceau d’ éectrons dans un microscope éectronique.

Probléme n° 6. Etude d’un réseau capacitif

1) Laloi des noauds en B donne larelation demandée :

i1+i2=1i3 (1)

2) En considérant successivement lestrois
dipbles AB on peut écrire trois expres-
sions de Va — Vg, ce qui donne les deux
relations suivantes :

a1 . ,
—— 4+ Ri1=-—R 2
c TR i3 (2

02 . ,
~2 4 Ri;=-R 3
c + Rip i3 3
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A l'instant initial ona q; = qp et gp = 0 ; par conséquent :

—%-i— Rijo= Ripg=—Rigg soit :
ot iz =30
{|10+|3o = RC
i20+iz =0
soit, en remplagant igg par i10+1i20 :
: . do
2 = —
{ 110 +120 RC
10+ 2ipg =0
On en déduit successivement :
o 290 i) — — 40 iy — 0
107 3RC 20~ 7 3RC 307~ 3RC
3)Ona:
dap dap
—_ = et —_ =
1 dt '2 dt
On obtient de méme d'aprés (2) et (3), puis (1) :
. . d1
i1+i3 = —
UURC| L mt
otis =2 T sRe
2+13 =25

Par suite:

dg_ 1(dw  dop)_ —i1-i
d 7\ dt dt T

soit, en tenant compte de (1) :

d .
I3+I3:0

d o7




244 Problémes d’ examen corrigés

4) L'intégration de cette équation donne :

—

Sl

@ e

T

ig=i3pe 7 soit: i3 =

5) Dérivons (2) et substituons —dqy /dt = i1 ; il vient :
i1 dip  dig
rRCT @ T T
soit :

dip 31 qo 1
a T 2%

L'éguation homogene correspondante admet la solution générale suivante :

. _3
I1h=Ae 7

Cherchons la solution particuliere sous laforme i;p = Be 7 :

B 3B 0o do
_ - _ — B= =™
T + T 2 2T
La solution générale i1(t) est donc:
i1=Ae T +@e_?
27
6) On a
. 2 3
1= — q =1+ @ - A= &
T 27 2T

Il vient par conségquent, compte tenu de (1) et de I'expression obtenue pour
i3(t) :

3t t 3t
i1 = gg(se_? e_?> ip = gi(e T—3e 7)

Les trois intensités trouvées tendent bien sir vers zéro quand t — oo.
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i1(t) et i3(t) sont décroissants. Etudions
le signe de la dérivée de ix(t) :

diz _ do t 3t

9
dt 272( e 7+9e 7

Celle-ci change de signe pour :

2t
et =9
7In9

soit t= > =7In3>~ 1,107

Par ailleurs io sannule pour :

Fic. 2

- glnS’_v 0,557

i2 passe par un maximum (figure 2).

7) Les admittances des trois dipdles AB sajoutent :

1 1+ 1 N 1 1 14 2
Z R R+1/jCu R+1/jCw R 1+1/jRCw
_ 1 /341/jRCuw
~ R\1+41/j RCw

soit enfin ;

Z_R/l—l—l/jRCw o > _R 1+ (RCw)?
~ /3+1/j RCw 'V 1+ 9(RCw)?

Calculons la dérivée logarithmique de Z :

Z 1 2R2C% 1 2 x 9R2C2y)

Z T 21+ R2C22 21+ 9R2CZ.2

1 1
= R2C? —
“ (1 Y R2C22 19+ R2C2w2>

Z' est donc négative sauf pour w = 0 ou elle est nulle: Z est décroissante et
| = ep/Z croit de eg/R, pour w = 0, a3ep/R, pour w tendant vers I'infini.
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Fic. 3

Probléme n°® 7. Filtrage

1) On a, avec les notations de lafigure 1 :

~ 1\~
ug =(R+ — )i
L ( +chw)l

~ 1i~
jCcu1

lafonction de transfert est :

Par conséquent :
Wl 1 et
U1l /14 (RCw)?

Problémes d’ examen corrigés

Fic. 1

ag

= —arctan(RCw)

28

Laphase de lafonction de transfert étant négative, il Sensuit que latension Uy

est en retard sur Us.

2)Ona:
1 1
_ V14 (RCwe)? V2
Soit :

—

Wwe = —<

RCwe=1
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Application numérique :
o L 1

= it R=16-10*Q
ch 2w f(;C I

3) Désignons par H (w) le module de lafonction de transfert et par p(w) son
argument.

H(w) est al'évidence une fonction décroissante qui tend vers zéro quand w
tend vers I'infini. Calculons sa dérivée logarithmique :

H'w) 1 2RC%
Hw) ~ 214 (RCwc)?

Celle-ci sannule pour w = 0O et le graphe
présente une tangente paralléle al'axe des
abscisses en ce point.

La phase ¢(w) = — arctan(RCw) décroit
de z&o a —7r/2 et passe par la valeur
—7/4 quand w = wc. Sa dérivée

vaut —RC al'origine. Fic. 2

4) L'amplitude de latension de sortie est d'autant plus faible que la fréquence
est elevée: il y aatténuation des hautes fréguences. Le systéme se comporte
comme un filtre qui ne laisse passer que les basses fréquences (filtre « passe-
bas »).

5) On a, pour les harmoniques 3we, 5we, 7w :
p3=—actan3~ —12rad et
HBwe) V2 2

Hwe 1+ BRCwe? V1+32

p5 = —arctan5~ —1,4rad et

H(5we) [ 2 [2
— — = 0, 28
H (we) 1+ 52 26

p7=—actan7 ~ —7/2rad

H(7we) V2 2 _ 0.20

H(wc) N /1+72: 50

0,45
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Les phases des harmoniques sécartent de

la phase du fondamental et tendent assez

rapidement vers /2.

De plus les harmoniques sont  atténués

dans le signal de sortie: les amplitudes

des trois premiers sont respectivement

45 %, 28 % et 20 % de celle du fonda- FiG. 3

menta ; le signal en créneau va donc étre déformé et se rapprocher d'un
signal sinusoidal de pulsation we.

6) On doit avoir :

5. : 1 1 .
1/Z + jCw Z—-jlw Z
ou encore, en retranchant 1/2 aux deux membres:
L _
e —jcw
22 — jlLwZ

Par conséquent, Z est solution de I'équation suivante :
= ~ L
72— jLwZ—- —=0
La forme des solutions de cette équation dépend du signe du discriminant :

4L

A= — — %2 = L2<wcz—w2)
C

en posant :

we =

2
v LC

Sil est positif, cest-a-diresi w < we, ona:

~ jLw L
2= 5 E e

Sil est négatif (we < w) les solutions sont imaginaires pures :

AN. L = 4/wiC = 4/47%(2,4.10%)%2 . 107%H, soit L = 8,8mH.
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7) On a(cf. figure 4) :

Up—1—Un =jlwin

Gn—l =Zin_1
Par conséquent, en faisant le rapport
membre & membre :
’l]’ iL . Fic. 4
1— — n = JTw oIt :
Un—1 Z

Cerésultat pouvait étre également obtenu avec le théoreme de Millmann :

Un—l/jLa’ Un—l/jLw

Un = ~ — h
" YL+ 17+ jCu YjLw+1(Z - jLw)

en remplacant I'expression de 1/Z + jCw (cf. début de la question 6)). En
multipliant le numérateur et e dénominateur par jLw (Z — ] Lw) on retrouve
I'expression précédente.

8) S w < wc onaaors, en utilisant le résultat de 6) :

et par conséquent = — estdemodule 1.

Ainsi, du fait que Un/Un_1 = 1 pour tout n, on aaussi :

Un _,
Uo

Le transfert de la tension d'entrée a la sortie de I'éément n se fait donc sans
atténuation ; il y a seulement déphasage de la tension up, sur la tension d'en-
trée ug.
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9) Si maintenant w > we, 0N &, toujours en utilisant le résultat de 6) :

~ . (L L .
Z—jlw=—]j <7wﬂ:?/w2—w§> et, par stite :

2
We
i —Lw2L/Dyu? R -2

Un_1 /2 _ .2 a 2
w

Le signe — devant le radical implique Un/Up_1 > 1, tandis que le signe +
correspond a Up/Up_1 < 1. La premiére possibilité, qui signifie que le
potentiel Up, croit avec n, nécessite un apport d'énergie qui ne peut avoir lieu
avec des éléments passifs, tels que des résistances, inductances ou capacités ;

elle ne peut donc étre retenue.
La deuxieme solution donne :

oo~ (o) (62 (02) - (@) =
Uo Un-1 Un-2 Un-3 Uo

AN. Ona:
we _ fe_ 24 _ o woy Un_<1—«/71—0,64>n_(1—0,6)”
w f 3 7 Up \1+4/1-064) \1+06
Soit donc ;

U 1 U U 1

N_ -~ doi —2=025¢e 2= _—_ =103

Ug 40 Uo Ug 210
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10) Graphe de U/ Uqg en fonction de w :

Fic.5

251
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F
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flux a travers une surface ouverte 6
du champ électrique 56
élémentaire 6
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d’un condensateur plan 127
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G

gradient 8
générateur 183

impédance complexe 195
influence 87
totale 88
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