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Electro- et Magnétostatique

Exercice 1 Généralités o

1. Rappeler I’expression des potentiels V(r, 7) et A(r, #) en fonction des sources de champ électroma-
gnétique : p et j. En déduire les expressions des champs E et B dans le cas électrostatique.
Meéme question dans le cas de distributions surfaciques et linéiques.

2. En déduire la relation entre les propriétés de symétrie des champs électrique et magnétique et des
sources de champ.

3. Rappeler les expressions des équations de Maxwell. En déduire les équations fermées vérifiées par
les potentiels.

Exercice 2 Spheére sous influence

On considere une boule conductrice de rayon R maintenue au potentiel nul et plongée dans un champ
électrique extérieur uniforme E = Eguy. Il se produit un phénomene d’influence qui ameéne un déplace-
ment des charges dans le conducteur et la production d’un champ par la sphere, qui s’ajoute au champ
extérieur. On recherche 1’expression du potentiel et du champ électrique total en tout point a I’extérieur,
ainsi que la distribution des charges sur la sphere, a 1’équilibre. (x Quid des charges en volume dans le
conducteur ? Quel est le temps caractéristique d’évolution de ces charges ? %)

1. Déterminer qualitativement la nature (signe) des charges ~
sur la sphere.
0
& 2. Proposer une superposition de deux champs simples dé- - —
crivant le champ total a I’extérieur de la sphere. ux

3. Déterminer la densité de charge sur la sphere.

4. Tracer les lignes de champs. (+ Comment calculer leurs .
équations ? x) Eo

Exercice 3 Interaction molécule-paroi

1. Une particule de charge g est située en un point A a distance z d’un plan métallique maintenu
au potentiel nul. Justifier que le potentiel et le champ dans le demi-espace ol se trouve la charge
peuvent €tre calculés comme ceux créés dans le vide par deux charges : g en A et —g en A’,
symétrique de A par rapport au plan (particule image).

2. Déterminer la charge portée par la surface. Interpréter.

& 3. On remplace la charge précédente par un dipdle permanent p. Calculer 1’énergie d’interaction du
dipole avec la paroi. En moyennant sur les différentes directions possibles du dipdle, supposées
équiprobables, montrer que I’énergie d’interaction molécule - paroi se met sous la forme —K/z3.
Comment appelle-t-on cette interaction ? (+ Quid de !’interaction avec un atome ? Quel autre nom
donne-t-on a cette force ? *)

Légende

& : Question ou exercice important ou plus délicat.

* Question «facultative», qu’on pourra sauter en premiére lecture, mais a laquelle il faudra pouvoir
répondre apres quelques temps. *

Formulaire Opérateurs en coordonnées cylindriques :
10(rA,) . 104, N 0A,

divA =— — +—
1v r o or r 06 0z
10A, 0Ag 0A, 0A, 1 (0(rAg) 0A,
A=|- = — — r T o - - z
rot (r 06 oz )u +(3Z 8r)u€+r( or 60)u
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Exercice 4 Aspects électromagnétiques de la propagation d’ondes sur une ligne coaxiale

Théorémes de On propose dans ce probleme d’examiner différentes représentations de la propagation d’ondes élec-
- Gauss et (romagnétiques dans une ligne coaxiale. La ligne est constituée de deux cylindres (1) et (2) de méme
A'?ip €T axe Og, et de rayons R; = 0,43mm et R, = 1,47mm, assimilés a des surfaces parfaitement conduc-
Relz::s';; ‘:e trices. L’isolant entre les conducteurs est un milieu non magnétique de permittivité diélectrique relative
’
Impédance ... & =225

Partie 1 Etude électrostatique

Soit une portion de longueur 4 de la ligne ; on suppose que les deux conducteurs (1) et (2) sont en
équilibre électrostatique et portent respectivement les charges Q et —Q réparties uniformément sur leurs
surfaces. (x Quelle information peut-on d’ores et déja en tirer sur les lignes de champ électrique ? )

& 1. Exprimer le champ électrique en tout point. Vérifier les relations de continuité a la traversée des
surfaces. (x A partir de quelles équations de Maxwell dérive-t-on ces relations de continuité ? Que
deviennent-elles dans le cas d’un milieu quelconque ? Et en régime variable ? )

2. Exprimer la différence de potentiel entre ces deux conducteurs. En déduire la capacité de la portion
de longueur & de la ligne, et la capacité linéique vy de la ligne. Application numérique.

3. Déterminer 1’énergie électrostatique emmagasinée dans cette portion. Vérifier le résultat précédent.

Partie 2 Etude magnétostatique

Le conducteur central (orienté selon Oz) constitue le conducteur aller d’un courant électrique d’in-
tensité I ; le conducteur extérieur est alors parcouru par un courant de méme intensité circulant en sens
inverse. Compte tenu de 1’hypothese d’épaisseur nulle pour les conducteurs, ces courants sont répartis
surfaciquement : les densités correspondantes sont uniformes.

o 1. Exprimer le champ magnétique en tout point de I’espace. Vérifier les relations de continuité sur les
surfaces.(x Mémes questions qu’a la question 1 de la Partie 1 )

2. Calculer de deux fagons différentes I’inductance linéique A de la ligne. On s’inspirera des questions
2 et 3 de la partie 1.

3. On constate que par rapport a une ligne bifilaire, la ligne coaxiale permet une meilleure indépen-
dance entre des cibles mis cote a cte (diaphonie plus faible). Justifier cette propriété.

4. Les potentiels des conducteurs étant respectivement V; et V,, déterminer le champ électrique dans
I’espace entre les cylindres, puis le vecteur de Poynting. En déduire la puissance transitant a travers
une surface a z constant. Interpréter.

Partie 3 Etude en régime variable

On conserve les notations précédentes, mais le courant i dans un conducteur ne présente plus I’unifor-
mité supposée précédemment : les densités surfaciques de courant deviennent fonctions de z et du temps
t. On notera donc i(z, t) I’intensité du courant pour le conducteur (1) a la cote z. Les champs électrique et
magnétique sont recherchés sous la forme d’une fonction de r, z et du temps ¢ et ont méme direction que
ceux déterminés dans les études en régime stationnaire.

1. Rappeler I’équation de Maxwell-Gauss. Exprimer alors le champ électrique en fonction de la den-
sité surfacique de charge sur le conducteur intérieur o (z, 7).

& 2. A l'aide du théoréme d’Ampere (+ justifier sa validité ), déterminer 1’expression du champ ma-
gnétique.

3. Quelles relations fournissent les équations de Maxwell-Ampere et Maxwell-Faraday ? En déduire
une équation différentielle vérifiée par ces champs. Idem pour i(z, 7).

& 4. Quelle est la forme générale des solutions de cette équation ? Comment appelle-t-on le mode de
propagation considéré ? Comparer au cas d’un guide d’onde rectangulaire. Quid de la dispersion ?

5. Retrouver la loi de conservation de la charge.
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& 6. Montrer qu’il est possible de définir une différence de potentiel u(z, f) entre les deux conducteurs a
la cote z. Exprimer u(z, f) en fonction de o (z, 7).

7. Montrer que la puissance rayonnée par le champ électromagnétique s’exprime simplement en fonc-
tion de u(z, 1) et i(z, t). Commenter.

Partie 4 Modéle a constantes réparties (non faite en TD)

Une autre description de la propagation des signaux électriques consiste en I’application des lois de
I’électrocinétique a une portion de ligne située entre les cotes z et z + dz. On modélise alors cet élément
comme indiqué figure 4.1. La capacité et I’inductance lin€iques ont été calculées dans les deux premieres
parties.

Adz
iz,t) memp i(z+dz,t)
u(z,t) T y dz Tu(z+dz,t)
1
z z+dz

Ficure 4.1 — Modgele a constantes réparties

1. Relier les dérivées partielles de la tension u(z, f) et du courant i(z,f) par rapport au temps et a la
cote 2.

2. En déduire I’équation de propagation vérifiée par ces deux signaux et exprimer la célérité des ondes
en fonction de I’inductance et de la conductance linéiques. Application au cas d’une ligne coaxiale.
Interpréter.

3. La solution générale de 1’équation pour u(z, t) s’écrit u(z,t) = U;(t — z/c) + U,(t + z/c). Montrer
que i(z,t) s’exprime en fonction des mémes termes et d’une résistance caractéristique R, que 1’on
exprimera, puis calculera. (Cette question peut aussi étre faite a partir des résultats de la Partie 3
uniquement.)

Partie 5 Réflexion des ondes

On place a I’extrémité de la ligne de cote z = L une résistance de valeur R entre les conducteurs (1) et
(2). On souhaite déterminer le rapport entre les amplitudes instantanées de 1’onde réfléchie et de I’onde
incidente.

1. AT’aide de la question 4.3, exprimer en fonction de R et R, le coefficient de réflexion
_U(t+L/c)
PEU=Lley
2. Déterminer le coefficient de réflexion dans le cas d’un circuit ouvert (R = o0), d’un court-circuit
(R = 0) et d’une charge adaptée (R = R.). Interpréter.
3. Analogie optique ? (Et pour d’autres exemples : cf TP)

4. On suppose R nulle. Exprimer u(z, t) et i(z, t) dans le cas d’une onde incidente sinusoidale d’ampli-
tude A. Comment varient les valeurs efficaces de u et i le long de la ligne a un instant # donné ?
5. Méme question dans le cas d’une charge adaptée.

& 6. On suppose kL < 1. L’approximation semble-t-elle raisonnable ? Montrer alors que le céble se
comporte comme une capacité dans le cas d’un circuit ouvert en bout de ligne, comme une in-
ductance dans le cas d’un court-circuit. (x Retrouver ces résultats qualitativement. Analogie méca-
nique ? )
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7. On définit le taux d’ondes stationnaires (TOS) comme le rapport des amplitudes du champ élec-
trique aux ventres et nceuds de 1’onde, soit :

|Emax|
|Emin|

TOS =

Calculer le TOS pour les différentes charges étudiées ci-dessus. Exprimer le TOS en fonction de p.
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Exercice 1 Généralités

1. Dans un cadre non-relativiste :

p(u, 1) _ Ho S (CR))

v = fff Yieow A0 fff el

e - wy-__ b p) _p@) r-u

En statique : E(r) =-VV = e fff (Ir lll) e fff |r [

Etde méme: B(r)= Ho f f f $Pu (Ul)r/\_(r l— u rot A

Dans le cas de dlstnbutlons surfaciques et linéiques, les expressions deviennent :
oc(m) r—u 1 Aw) r-u
Er) = ff ® ) f R
47'(60 |r —ul?|r—u 4dre [r—uf? |r —u|

B(r) = ff JS(U)A(F—U) /ﬂéldl/\(r—u)
Ck-uf 4x Ir —uf
2. D’apres les expressions ci-dessus, E est proportionnel & p. Donc toute symétrie de p est une symé-
trie de E.
B dépend de j via un terme de la forme j A u. Le produit vectoriel dépendant de I’orientation de

I’espace, une symétrie négative ' de j est une antisymétrie de B. Une symétrie positive de j est en
revanche une symétrie de B.

3. A partir de I’équation de Maxwell-Ampere, on obtient :

ov 1 °A .
rot (rOt A) ,U()J ( o ) - C—ZW = V(le A) -
. (18 . 1oV
soit (C_Z?_A)A:”OJ_V(;E +d1VA)
1 1 0
Dans la jauge de Lorentz : _G_V +divA =0, etdonc: —6— - AJA = poj.
c? ot c? o1

De méme, 2 partir de 1’équation de Maxwell-Gauss, on obtient 1’équation 2

2
(ia__A)Vzﬁ

o8 €

Exercice 2 Spheére sous influence

- +

1. En présence du champ électrique permanent 4 7 Ea \ \
Ey, les charges de la sphere conductrice se gy -— \
déplacent vers la surface du conducteur, de i )
sorte a créer un champ antagoniste E, tel que | y
l\a champ a l'intérieur du conducteur soit nul. \ £
A T’équilibre, les charges ne sont donc plus Q 4

qu’en surface et sont réparties qualitativement - o
comme montré sur la figure ci-contre.
EO
H
SiI’on s’intéresse également aux charges volumiques dans le conducteur, en écrivant la loi de conser-
vation de la charge, et en utilisant le fait que dans un conducteur j = o’E, on obtient :

i ,=0
3t+60p

1. Une isométrie négative transforme une base directe de 1I’espace en une base indirecte : symétrie par rapport a un plan ou un
point par exemple ; une rotation est une isométrie positive.
2. Dite «équation de Poisson». En statique et en 1’absence de sources, on I’appelle «équation de Laplace».
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p est donc une fonction exponentiellement décroissante du temps, avec une constante de temps 7 =
€/o ~ 107'%s. On ne peut donc manifestement pas imposer de densité volumique de charges dans le
conducteur, et les seules charges a considérer sont en surface.

2. La distribution de charges telle que représentée nous fait songer a un dipdle électrique, placé au
centre de la sphére. Nous allons donc essayer* de trouver un dipdle p ad hoc, tel que le potentiel
qu’il crée soit le méme que celui de la sphere, en présence de Ej. Nous avons donc deux problemes :
une sphere conductrice maintenue au potentiel nul, dans le champ E ; et un dipdle p inconnu dans
le méme champ électrique.

A quelle condition pourra-t-on dire que ces deux situations sont équivalentes, i.e. que le potentiel
V(r) a I'extérieur de la sphere est le méme ? Il est, dans les deux probleémes, solution de 1’équation
de Poisson qui, a I’extérieur de la sphere, s’écrit :

AV(r) =0

L’expression du potentiel ne dépend donc que des conditions aux limites du domaine, i.e. r = R et
r = oo. Si elles sont identiques pour les deux situations envisagées, alors V aura méme expression
pour les deux probleémes.

Dans le cas de la sphere conductrice, les conditions aux limites sont :

Vir=R)=0 (IL1)
V(r — o) = —1-Ey = Vp(r) (I1.2)

II faut donc trouver, si elle existe, la valeur du dip6le p telle qu’en r = R, Vgipole + Vo(R) = 0.
A P’infini, le potentiel créé par un dipdle peut étre choisi comme nul et la seconde condition aux
limites est donc vérifiée quel que soit p.

Calculons donc dans un premier temps le potentiel
créé par un dipdle p en tout point de ’espace. C’est
par exemple celui créé par deux charges g et —g, sé-
parées d’une distance a, dans [’approximation dipo-
laire : on se place dans la situation ou a est tres pe-
tite devant la distance » au point d’observation, et on
ne garde que le terme de premier ordre en r/a <« 1
(terme dipolaire, le terme de second ordre serait le -q
terme quadripolaire. Rappelons par ailleurs quun """ ¢
dipole est une distribution de charges {g;} telle que

2iqi=0etY;qgri=p+0).

On a donc :

Va(r) = q( ! ! )

- +
drey \ |r+a/2| |r—a/2|

Orr+a2f =r*+d*/4+r-a=r? (1 + rr—za) au premier ordre en r/a. En injectant cette relation dans
I’expression de V, on obtient finalement :

q _ pr

V. = ‘a =
a(r) 4ﬂeor3r 4reyr?

Vérifions alors que I’on peut imposer la condition aux limites : Vio;(r = R) = 0.

PpRcos6

V.(r=R) =
tot(F ) 471'60R3

— EgRcos6 =0

qui a pour solution : p = 4reEgR>.
Il est donc possible de trouver un dipdle p tel que les deux problemes considérés aient la méme
solution, et ce dipdle doit avoir la valeur donnée ci-dessus.

3. A priori, on ne peut pas étre certain de trouver un dip6le qui vérifie les bonnes conditions. Ce n’est ici qu’une intuition...
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FiGure 2.1 — Lignes de champ

Ficure 2.2 — Méthode des images

Remarquons par ailleurs qu’un tel résultat correspond a une densité volumique de dipdle :
P= 360E()

Sachant que le champ créé par une sphere de polarisation uniforme P est, a I’intérieur de la sphere,
E, = -P/(3¢), on retrouve bien que c’est ce choix de dipdle qui permet d’annuler le champ a I’intérieur
de la sphere (E, = —Ey).

On a alors par la méme occasion I’expression du potentiel en tout point en dehors de la sphere :

Vior(r) = Eo [(?)2 - 1] rcosé

3. Pour calculer la densité surfacique de charges, il suffit alors de calculer le champ électrique au
niveau de la surface de la sphere. On obtient sans difficultés :

3

2R R\?
E= Eo(l + —3)c0s0ur+Eosin0[(—) - l}ug
r r

et finalement

0@ =¢|E(r—>R")-EF— R)| -u, =3¢Eycos
———
0
On retrouve par ailleurs la relation o(6) = P - u,.
On vérifie par la méme occasion la continuité de la composante tangentielle du champ.

4. Pour calculer les équations des lignes de champ, tracées figure 2.1, il faut résoudre le systeéme
différentiel obtenu en écrivant que le champ E est parallele a un élément de longueur dl de la
ligne :

E. dr -0
Ee rdé

Exercice 3 Interaction molécule-paroi

1. Comme pour I’exercice précédent, montrer que deux situations sont équivalentes revient a montrer
que les conditions aux limites du domaine sont les mémes, I’équation sur le potentiel étant identique
dans les deux cas (équation de Laplace). Dans le cas d’une particule chargée et d’un plan infini
conducteur maintenu au potentiel nul, il faut trouver une distribution de charge pour laquelle le
potentiel est nul a I’endroit ou se trouve le plan dans le probléme initial. Si ’on considere deux
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charges opposées, symétriques 1’une de 1’autre par rapport au plan (qui n’existe plus maintenant),
I’une en A, I’autre en A’, le potentiel créé par les deux charges en tout point M du plan est :

q 1 1
VM) = —|— - =0
() 4nep (AM A’M)

car M est sur le plan médiateur de AA’.

2. Regardons d’abord comment décroit le champ a I’infini. On vient de montrer que le probléme est
équivalent a deux particules de charges opposées. Elles forment un dipdle électrique pour lequel E
varie comme 1/73.

Considérons alors une surface X quelconque (par exemple une sphere), de taille caractéristique R,
englobant la particule g, et intersectant le plan. D’apres le théoréme de Gauss, le flux du champ

électrique a travers Z(R) est :

(D(R) — % — q+ Qplan(R),

€0 €0

ol Qpian(R) est la charge contenue dans la surface du plan interceptée par X(R). Si I’on fait tendre

R vers I’infini, alors :
O — q + Qplan(R — o) _ q+ Qplan’
€) €)

ou Qplan est la charge contenue sur tout le plan.

Or, I’aire de la surface £(R) croissant en R? tandis que le champ électrique décroit en 1/R> (du coté
de la charge, dans le conducteur il est carrément nul !), le flux ®(R) tend vers O quand R tend vers
I'infini. On en déduit immédiatement que le conducteur porte la charge Qpian = —¢ !

On aurait également pu remarquer que les deux charges du probleme analogue sont en influence
totale : toutes les lignes de champ partant de A arrivent en A’ et inversement. Dans le probleme
initial, du c6té de la charge, les lignes de champ sont inchangées. Toutes les lignes de champ partant
de A arrivent donc nécessairement sur le plan, et inversement. Le plan et la charge sont aussi en
influence totale, et portent donc des charges opposées : Opjan = —¢.

3. A partir de la question 1, il vient immédiatement que les deux situations Fic. 2.2 sont équivalentes,
le dipdle p’ étant I’antisymétrique de p par rapport au plan conducteur (considérer p comme formé
de deux charges opposées).

L’énergie électrostatique du dipdle pour une orientation donnée (fixée par les deux angles 6 et ¢
des coordonnées sphériques, I’axe z étant choisi comme sur la Fic. 2.2) est donnée par* :

B , cos 6 24 2co0s6 | _ P’ 2
E=-p-FE = —p( <ing ) Ire@ ( ing ) = ——32n€0z3(1 + cos” 0)

11 faut maintenant moyenner sur toutes les orientations possibles du dipdle :

T . 2
© - Jy dosing [ dg EO) _ »
i 21 24meyz3
f df sin 6 f d¢
0 0
4

On retrouve ainsi la bien connue force de van der Waals ! Cette expression en 1/z° n’est en fait
valable que pour des distances z «suffisamment» grandes : trop prés de la surface, des effets dus
aux temps finis de propagation des interactions interviennent, et des termes en 1/z* apparaissent :
on passe au cas de I’interaction de Casimir-Polder.

Le calcul a été fait ici pour un dipdle quelconque sans plus de précision. Si I’on faisait I’expérience
avec un atome, méme sans dip6le permanent (orbitale s par exemple), on observerait une telle
interaction. C’est la moyenne de p? (fluctuations quantiques) et non celle de p qui caractérise la
force de I’interaction.

4. Le dipdle p n’interagit pas avec le champ qu’il crée, c’est donc bien E’ seulement qu’il faut mettre dans ’expression de
I’énergie d’interaction. Le calcul de —p’ - E donnerait le méme résultat.
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Exercice 4 Aspects électromagnétiques de la propagation d’onde sur une ligne coaxiale
Partie 1~ Etude électrostatique

On suppose ici que Q; = —Q,. Comme de plus toutes les lignes de champ partant du conducteur
central arrivent sur le conducteur extérieur du fait de la géométrie du probléme, on peut en déduire que la
réciproque doit étre vraie (les deux conducteurs sont en influence totale). En particulier, il n’y a aucune
ligne de champ partant du conducteur extérieur et arrivant a I’infini. On doit donc s’attendre a trouver un
champ électrique nul a I’extérieur du céble.

1. Le systéme est invariant par translation selon I’axe Oz et par rotation autour de ce méme axe. Dans
les coordonnées cylindriques usuelles, on a donc E(r, 8, 7) = E(r).
Par ailleurs, tout plan contenant I’axe Oz et tout plan perpendiculaire a 1’axe Oz sont plans de
symétrie de la distribution de charges. Ce sont donc des plans de symétrie de E. On en déduit que
E(r) = E(r)u,.
Pour calculer le champ créé par la ligne en un point M(z, 6, z), on utilise le théoreme de Gauss. La

surface fermée choisie est un cylindre de méme axe que la ligne, de rayon r, de longueur 4 (voir
Fic. 4.1).

Ficure 4.1 — Théoréeme de Gauss

Les surfaces S et S, sont orientées selon +u, donc le flux de E a travers elles est nul. La surface
2 est orientée selon u, donc le flux du champ est ®(E) = E(r) - dX = E(r) X 2nrh. Par le théoréme
de Gauss, on a par ailleurs :

E(r)=0 pour r<R;
O dou
€NEy

D(E) =

E(r)= u pour R} <r<R;

Y
2nehr
E(r)y=0 pour R,<r

On vérifie alors les relations de passage a travers les surfaces latérales des deux conducteurs :

_ 0
leeE(r - R]) — E(r — R})] -ur = ShR, =0
[«E(r - R}) — €06, E(r > Ry)| -uy = 27:532 = 0y

Remarque : La discontinuité de la composante normale de E découle de I’équation de Maxwell-
Gauss. Dans le cas d’un milieu quelconque, non isotrope en particulier, elle s’écrit div D = p, et
c’est donc la composante normale de D qui est discontinue !

Au contraire, la continuité de la composante tangentielle de E découle de 1’équation de Maxwell-
Faraday, inchangée lors du passage a un milieu quelconque. C’est donc toujours E, et non D qu’il
faut prendre en compte pour I’équation de continuité.

En régime variable, ces relations de continuité sont inchangées .

5. Malgré le terme en —0B/0t qui apparait dans 1I’équation de Maxwell-Faraday. Reprendre la démonstration pour se convaincre
que ce terme ne modifie pas les relations ci-dessus.
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" . 0 | (R)_2Q
ViV, = VV(r)-u dr = Er-u dr = 2 (2] = £
1=V fRz (r)-uy dr le (r)-u, dr Srch n(Rl) -

d’\ -_—= =
on =y

Pour les lignes coaxiales utilisées en TP, on retient y = 100 pF-m™!.

3. L’énergie électrostatique contenue dans la portion de longueur £ est donnée par :

R>
& = f f f dr Lee B2 = f @rrhdr) S eE(ry
2 R 2

o In R\ @
" 4zeh  \R,) ~ 2C

On retrouve la formule usuelle de 1’énergie contenue dans une capacité.

Partie 2 Etude magnétostatqiue

1. Par les mémes arguments que pour E, B(r, 6, z) = B(r).

Tout plan contenant Oz étant plan de symétrie de la distribution de courants, c’est un plan d’antisy-
métrie pour B. Donc B(r) = B(r)uy.

On utilise alors le théoréme d’ Ampere pour calculer le champ magnétique en tout point M(z, 6, 7)
de I’espace. Le contour fermé choisi est un cercle de rayon r centré sur I’axe Oz, et orienté dans le
sens de uy. Un courant enlacé est alors compté positivement s’il est dans le sens des z croissants
(regle de la main droite) . On a alors :

C(B) = § B()- dl = B(r)2nr = Holentacs
Uy
B(r)=0 pour r<R;
1
= /iug pour Ry <r<R;
2nr
=0 pour Ry <r

On vérifie alors les relations de passage a travers les surfaces latérales des deux conducteurs :

_ ol .
[B(r > R)—B(r - R))| = a = Ho Js  ADinsext
2R, ~~—— —
1/(2nR)u, uy
_ #0(_1) .7
[B(r - R;) -B(r— R2 )] = 2R, = Mo Js A Ding—sext
—1/Q2nRy)u, u;

Remarque : Par les mémes arguments que précédemment, dans le cas d’un milieu quelconque,
c’est la composante tangentielle de H qui est discontinue, tandis que la composante normale de B
est continue.

. 11 faut calculer le flux ® du champ magnétique a travers une boucle de courant de longueur #.
Bien que la ligne soit supposée infinie, on peut considérer qu’elle est la juxtaposition d’une infinité
de boucles de courants de longueur A, parcourues par un courant / : le courant résultant dans les
bras radiaux est nul (voir Fic. 4.2). Quelle forme doit-on maintenant choisir pour ces spires/pour la
surface d’intégration ?

@ ne dépend en fait pas du choix d’une telle surface. Considérons deux surfaces quelconques S
et S’ tel que sur la figure Fic. 4.3. Construisons a partir de ces deux surfaces une surface fermée
a I’aide des surfaces X et ¥/, respectivement portées par les cylindres intérieur et extérieur, et des
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A

®

V= A
——

A
R

Y
Y

v
Courant
résultant nul

Ficure 4.2 — Calcul de I’inductance linéique Ficure 4.3 — Choix de la surface d’intégration

surfaces latérales (de normale u,). B étant a flux conservatif (sa divergence est nulle), son flux @
a travers la surface fermée est nul :

(Dtot = (I)S - (D_’g + (I)Z + (I)éj + q)laterales =0

Enfin, B étant orthoradial, @5 = ®f = Djyerales = 0. Dont on déduit immédiatement &g = Oy = @.

Choisissons donc comme surface simple le rectangle de longueur £ et de largeur R, — R, de vecteur
normal uy. Le flux & travers une tranche élémentaire de rayon r et d’épaisseur dr est :

I
5D(r) = B-58 = X2 ar
2nr

R,

h
Finalement, ® = f dréd(r) = Holt ln(—)l = LI
2 R]

On peut aussi retrouver L en calculant 1’énergie magnétostatique de la portion :

1 ’h (R
8m=ﬂf dr — B = B0 T (22
2/10 4r R1

Or, pour une inductance L, I’énergie magnétique est donnée par &,, = 1/2 LI*>. D’oti I’inductance
linéique de la ligne :
L Ho Ry 1
— =A1==—1In|+]=0,25uH-
I " (Rl ) HHm

Pour les lignes coaxiales utilisées en TP, 4 = 300nH - m~!

3. Le champ magnétique créé a I’extérieur de la ligne est nul. Pour deux tels cables placés cote a cote,
il n’y aura donc pas de couplage par mutuelle inductance, phénomene que 1’on observerait dans le
cas de deux lignes bifilaires.

4. On peut récrire E, entre les conducteurs, sous la forme

V-V
E(r) = — 2,

(k)

Le vecteur de Poynting, entre les conducteurs (ailleurs, il est nul) est alors :

EAB _ Vi =V I

II(r) = = u,
Mo 21 r? 1n(§—?> ‘

La puissance transitant a travers une surface a z constant est enfin :
R>
P = f (r)- dS = f O Qrrdr)=(V,-Vy)I
Ry

On retrouve donc les lois de 1’électrocinétique !

Remarquons par ailleurs que 1’énergie ne se propage pas dans les conducteurs mais entre les deux
conducteurs, dans ’isolant, i.e. 1a ot il y a du champ.
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Partie 3 Etude en régime variable

1. L’équation de Maxwell-Gauss div E = p/e a la méme forme que les champs soient variables ou
stationnaires. Le théoreme de Gauss est donc toujours valable et on retrouve les mémes résultats

que précédemment :
o1(z,H) R
E(r,2,0) = g—lur
€ r
2. De fagon générale, le théoréme d’ Ampere n’est valable en régime variable qu’en tenant compte du

courant de déplacement. Reprenons sa démonstration pour vérifier qu’on peut s’en affranchir ici.

. OE
rot B = poj + €t -

d[[E-dS
9§B~dl:ffrotB-dS = ffuoj-dS+606,u0—
° s ot

————
Holentace

donc

Or, le contour C que nous avions pris en compte a sa surface orientée selon u,, et I’on suppose
que les champs ont méme direction que dans le cas statique. Donc E || u, L u, et le deuxieme
terme (flux du courant de déplacement) est nul. On retrouve alors la forme statique du théoréme
d’Ampere. Les résultats de la partie précédente sont donc encore valables, en remplacant / par
i(z, 1).
3. Par hypothese, B || ug et ne dépend que de r et z. De plus » X B(r, z,t) ne dépend pas de r. D apres
le formulaire, on a alors entre les conducteurs, avec ¢ = (e,eoyo)*l/ 2.
0B(r,z,1) 1 0E(r,z,1)

u, = ————~ etdeméme rotE =
0z

Erzn 9B
2 ot az ot

rot B =

On montre alors facilement que E et B vérifient la méme équation :

10> &
—— ——|B(r,z,t) =0
(02 or* (9z2) ( )
Par ailleurs, B étant proportionnel a i, i(7, z, t) vérifie la méme équation.

4. 11 s’agit d’une équation de propagation a la vitesse de la lumiere dans un milieu de permittivité €,
¢ = (e€uo)”"/*. La forme générale des solutions est la somme d’un terme se propageant vers les
z croissants F(t — z/c) et d’un terme se propageant vers les z décroissants G(t + z/c).
Si I’on s’intéresse a la structure du champ, on voit que E et B sont tous deux orthogonaux a la
direction de propagation u,. L’onde considérée est donc transverse électromagnétique. On parle de
mode TEM.

Sil’on compare a la situation «connue» du guide d’onde rectangulaire, la différence est frappante :
il n’y a pas de modes TEM dans un tel guide, seulement des modes TE ou TM. Ou se situe donc la
différence ?

Tout réside dans le fait que le guide rectangulaire est un conducteur «creux»%. On peut en effet
montrer, et on le fait ci-dessous dans notre exemple, que le champ électrique d’un mode TEM, dans
un plan P a z fixé, dérive d’un potentiel. Ce potentiel est par ailleurs nécessairement constant sur
la surface des conducteurs. On se convainc alors aisément que pour le guide d’onde rectangulaire,
et pour tout autre guide creux, le potentiel est uniforme sur ce plan P, et donc le champ électrique
nul : il n’y a pas de mode TEM.

La présence du conducteur intérieur dans le cible coaxial, qui n’est pas au méme potentiel que le
conducteur extérieur, autorise en revanche 1’établissement d’un tel mode.

Remarquons enfin que le champ électrique est en tout point normal aux surfaces des conducteurs,
et que le champ magnétique leur est tangentiel. Or ces surfaces sont le lieu de charges et de cou-
rants surfaciques. Le champ électrique (normal) et le champ magnétique (tangentiel) n’ont donc

6. ou simplement connexe, pour étre précis

1.C-8



Ficure 4.4 — Définition d’une tension

pas a s’annuler sur les parois! Il n’y a pas de conditions aux limites pour le champ ! L’onde se
propage donc comme dans un milieu diélectrique «libre» de permittivité relative €, : il n’y a pas de
dispersion. Il n’y a pas non plus, contrairement au cas du guide d’onde rectangulaire, de fréquence
de coupure qui limite la bande passante du guide, et 1’on retrouve le fait que le mode TEM peut se
propager dans le guide.

doy _ &OE 1 dir _ dj

9 R & 2mrdzR 0z
On retrouve donc la forme usuelle de la loi de conservation de la charge.

oo
it — +divjs =0
soi 5 iv js

6. La tension entre deux points M; et M est définie comme :

M,
Vl—szf E-dl
M;

Cette définition n’a de sens que si I’intégrale ne dépend pas du chemin C suivi pour aller de M;
a M,. Vérifions que c’est bien le cas ici. Soit donc deux chemins C; et C, reliant un point M; du
conducteur 1 a un point M, du conducteur 2, et 7; et 1, les circulations respectives de E sur ces

chemins (voir Fic. 4.4).
]1—I2=¢‘ E'dlfol‘OtE'dZ
G Ue z

ou X est la surface définie par le contour fermé C; | Cs.

Par ailleurs,
oB

rotE = N
Donc 7| — I, est simplement la dérivée temporelle du flux du champ magnétique a travers une
surface définie par C; | J C». SiI’on prend les deux chemins dans un méme plan de cote z fixée, on
peut choisir la surface ¥ dans ce méme plan perpendiculaire & 1’axe Oz. X est alors orientée selon
u, et le flux de B, parallele a ugy est donc nul. D’ou 7y — 7, = 0.
On peut donc définir la tension u(z, f) par :
o1(z,1)

R
u@n = Iy = — =R 1n(R—2).
1

7. Les expressions de E et B n’ayant pas changé, le vecteur de Poynting a la méme expression que
dans I’étude statique. La puissance rayonnée par la champ électromagnétique est donc :

P(z,t) = u(z,t)i(z, 1)

On retrouve une nouvelle fois les lois de 1’électrocinétique.
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Partie 4 Modéle a constantes réparties
1. Laloi des mailles entre les cotes z et z + dz, et 1a loi des nceuds donnent respectivement :

(9' . a ds
u(z,r>—4dz$—u(z+dz,r)=0 et i) = i(Z+dz,t)+7dzu(Z+Z)

On en déduit :

uwn _ 0@y dieD _ duz0)
9z ot 0z T

22 P\ u@n ) _ (0
o o2\ iz ) {0
Il s’agit donc d’ondes se propageant a la vitesse cg = 1/ v/Ay. Pour une ligne coaxiale, & partir des

résultats des deux premieres parties, on obtient aisément : ¢y = ¢ = (e,eo,uo)_l/ 2,

3. A partir des équation ci-dessus, on montre sans difficultés 7 quesiu(z,t) = Ui(t—z/c)+ U (t+z/c)

alors
Ry
1 1 In (22
i(z,t) = — [Uit—z/c)-U(t+z/c)] ou R, = |- = (R‘) Ho _ 490
R. 0% 2r €Er

Pour les cables utilisés en TP, R, = 50 Q.

Partie 5 Réflexion des ondes

1.
u(L,1) = Ri(L,1) = REC [Ut (f— %)‘ Ur (“ Z)]

L L
= Ui(t— —)+ U,(t+ —)
c c
U, (t+ %) R-R.
Ui(t_ g) " R+R.
2. Dans le cas d’un circuit ouvert (R infini), p = 1;enz = L, il y aun nceud de courant (U;—U, = 0).

Dans le cas d’un court-circuit (R = 0), 0 = —1;enz = L, il y aun nceud de tension (U; + U, = 0).
Dans ces deux cas, I’onde incidente est donc réfléchie par I’'impédance en bout de ligne.

On en déduit simplement : p =

En revanche, dans le cas d’une charge adaptée (R = R.), p = O : toute 'onde incidente est
«absorbée» par la charge en bout de ligne. La ligne coaxiale se comporte alors comme une ligne
infinie.

3. Il y a une exacte analogie avec ce que 1’on rencontre en optique, au niveau d’un dioptre. Pour deux
milieux d’indices respectifs n; et n,, on rappelle en effet I’expression des coefficients de réflexion
et transmission :

Er Br ny —np
PEE T B T wm
= é _ & _ 2711
E,’ Bl' ny +ny
Ainsi, quand les indices sont «adaptés», ny = np, et il n’y a pas d’onde réfléchie : E, = 0 et

E, = E.

4. On suppose R nulle. En z = L, on a un nceud de tension. On peut donc choisir pour u la forme :

uGz.t) = 24 sin(% (z— L)) sin(wf)

7. En écrivant que i(z,1) = Ii(t — z/c) + I,(t + z/c), on peut montrer que U; = R.I] et U] = -R.I]. Le terme constant qui
apparait est «négligé» : on ne s’intéresse qu’aux ondes donc qu’aux termes propageants.
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Dont on déduit que :

i(z,t) = i—A cos (% (z— L)) cos(wt)

C

On peut alors calculer les valeurs efficaces :

U(z) = /{u(z,0?) = V24

sin(%(z—L))' et 12) = \51%

cos (% (z— L))'

Il y a donc succession de nceuds et de ventres de tension et de courant, situation usuelle d’une onde
stationnaire.

. Dans le cas d’une charge adaptée, il n’y a pas d’onde se propageant selon les z décroissants. Les
valeurs efficaces de la tension et du courant sont alors simplement :

U@ = A et 1) = —2
Z = —_— Z =
V2 V2R,

Il n’y a plus de nceuds ni ventres de u ou i.

. On suppose kL < 1, ou encore w = 2nv < ¢/ L. Pour des longueurs de cébles de I’ordre du metre,
cette hypothese revient a suppose v < 30 MHz, ce qui est plus que raisonnable en électronique
«courante» !

Revenons alors au cas du court-circuit. On a montré que :
. (W . . 2A w
u(z,t) = 2A sin (—(z - L)) sin(wt) et i(z,1) = I cos (—(z - L)) cos(wt)
c ¢ c
En passant en notations complexes, on a donc pour tout z :

uwzn . w
iy - R tan(?(z - L))

Dans I’approximation kL < 1, et donc k(z — L) < 1, on trouve alors :

uzt) w4 o
i(z,t)N JRCC(Z L)= ]\/;\/Ew(z L)y=—-jlAz-D]w

Et en particulier

uO,1) . .
0.0 - jllw = jLw

Vu de son extrémité z = 0, le cable se comporte comme une inductance £ = AL!

De la méme fagon, on pourrait montrer que dans le cas d’un circuit ouvert, le cable, vu de z = 0, se
comporte comme une capacité C = yL.

Retrouvons maintenant ce résultat de maniere qualitative. Sil’on impose un court-circuit en bout de
ligne, u = 0 en bout de ligne. Or kL <« 1 donc L <« A ; I’onde de tension n’aura alors pas «le temps»
de prendre de valeurs notables sur la longueur du cable, sa distance caractéristique d’évolution A
étant nettement plus grande que celle du cable. Si on peut alors supposer qu’en tout point du cable,
u ~ 0, alors le cable se résume en une succession d’inductances en série, sur une longueur L, avec
une inductance linéique A : c’est une inductance £ = AL.

Le méme type de raisonnement est faisable pour un circuit ouvert.

Analogie mécanique : L’ analogie électronique — mécanique usuelle repose sur I’identification entre :
— inductance et masse : L «— m,

— capacité et constante de raideur d’un ressort : C «— 1/K,

— intensité et vitesse : i «— v,

— tension électrique et tension d’un ressort : u «— T.
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Le cable coaxial, comme chaine d’inductances et de capacités, est donc I’analogue électrique d’une
chaine AB de masses reliées par des ressorts.

Un circuit ouvert revient a annuler le courant en bout de ligne, i.e. & annuler la vitesse en bout de
chaine : on fixe I’extrémité z = L (B) a une paroi immobile. Si I’on met en mouvement 1’autre
extrémité (A) de la chaine a tres basse fréquence (mouvement quasi statique), tous les points de la
chaine se déplacent en phase au cours de la déformation, et 1’on va avoir I’impression de tirer sur
un ressort. Plus on tire lentement, plus les effets d’inertie diminuent alors que la force élastique,
elle, ne change pas. La chaine se comporte donc essentiellement comme un ressort, i.e. comme une
capacité.

Plus précisément, calculons la valeur de la capacité effective. On note 6L la longueur d’un élément
{masse+ressort} et k la densité linéique d’inverse de raideur. La chaine se comporte ici comme N
ressorts en série de raideur k = 1/(kdL), donc comme un ressort de raideur K = k/N = 1/(xL).
Son analogue électrique est une capacité de capacitance 1/K = kL = yL = C. On retrouve bien le
résultat précédent !

Dans le cas d’un court-circuit, la tension en B est nulle : on laisse donc cette extrémité libre de
se déplacer. On sent bien, une nouvelle fois, que si I’on tire lentement sur A, tous les points de la
chaine vont avoir le méme mouvement, et les effets élastiques vont donc disparaitre au profit des
effets d’inertie. On aura seulement I’impression de mettre en mouvement une masse. On retrouve
alors bien que le cable se comporte comme une masse/inductance seule.

Précisons enfin 1’approximation faite ici. L’hypothese que I’on avait formulée en électronique était
kL < 1. Traduisons la en termes mécaniques. L’inductance linéique A doit étre remplacée par la
masse linéique A, = m/L; la capacité linéique y doit €tre remplacée par la densité linéique de 1/K
i.e. k = 1/(KL). Uhypothese mentionnée devient donc :

w m . K
?szL\//lmkzw,/E«l soit w<<w0=w/Z

Il faut donc que la mise en mouvement se fasse a des fréquences plus faibles que la fréquence
caractéristique du systeme. On retrouve une hypothese de quasi-staticité usuelle, qui traduit en
termes précis 1I’hypothese «tirer lentement».

. Comme E(z,t) o< u(z,t), on peut redéfinir le TOS a partir de la tension u. De facon générale, et en
posant 7’ = z— L, on peut écrire :

u(z,t) = Acos(wr — kz') + pA cos(wt + kz') = A[2p coswt coskz’ + (1 — p) cos(wt — kz')]

soit la somme d’une onde stationnaire et d’'une onde qui se propage selon les z croissants. Le TOS
est alors le rapport des amplitudes aux ventres (kz’ = O[x], S0it ayenyre = 20 + (1 — p)) et noeuds
(k7' = m/2[nx], soit apeud = 1 — p) de I’onde stationnaire :

1+p

TOS — aventre —
Aneeud 1-p

soit 1 pour une charge adaptée, 0 pour un court-circuit, et co pour un circuit ouvert.
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Prépara,tion a I’agrégation de Montrouge
TD2 d’Electromagnétisme Clément Sayrin
Septembre 2010 clement.sayrin@ens.fr

Partie 1: Induction

Exercice 1 Généralités o

1.

Rappeler la'! loi de transformation des champs, dans la limite non-relativiste, lors du passage du
référentiel R du laboratoire au référentiel R* se déplacant a la vitesse U. Définir le champ électro-
moteur.

Rappeler brievement en quoi consiste 1’approximation des régimes quasi-stationnaires (ARQS).
(Pour une présentation plus détaillée de cette approximation, plus subtile qu’il n’y parait, on se reportera avec
intérét au BUP de novembre 2004, vol.98, n°868(2), p.71 et a ses références. Voir aussi I’épreuve C de 2008.)

Soit un conducteur filiforme AB parcouru par un courant i et mobile dans un champ B. Dans
I’ ARQS, exprimer la différence de potentiel a ses bornes sous la forme : V4 — Vg = Rapi —esp. On
appelle e4p la force électromotrice du trongon.

4. A partir de I’expression précédente, retrouver pour un circuit fermé la loi de Faraday.

Exercice 2 Force de Laplace et moteur synchrone

1.

. Exprimer le moment par rapport a A et la résultante

. Montrer qu’on peut se ramener a un dipdle magné-

Soit une tige rectiligne AB parcourue par un courant / et placée dans un champ magnétique B
uniforme. Montrer que ’action des forces de Laplace peut étre modélisée par une seule force,
appliquée au centre de la tige, d’intensité que I’on précisera.

Soit alors un cadre carré vertical (de normale n L u,) A

de coté a autour duquel on a bobiné N spires. Le cou-

rant circulant dans chaque spire est constant égal a 1. |

On plonge le cadre dans un champ magnétique uni- /

forme permanent et horizontal B. Le cadre est mo-

bile autour de son axe de symétrie A || u,. On note @ o
CJ

I’angle (ux, n) et 8 I’angle (uy, B), et on choisit I’ ori-
gine des axes O au centre du cadre.

des forces de Laplace subies par le cadre.

tique de moment dipolaire a exprimer.

. On suppose maintenant que B est un champ tournant a la vitesse angulaire Qg autour de A. Montrer

que si le cadre tourne a la vitesse w autour de A, il existe une unique valeur de w permettant
d’obtenir un couple moyen non nul. Justifier alors I’appellation «synchrone» ? (+ Quel inconvénient
présente ce moteur ? Connaissez-vous d’autres types de moteurs ? x)

. En présence d’un couple résistant —kw, étudier le régime permanent du moteur synchrone ainsi

constitué. On montrera qu’a I donné, il existe une valeur maximale de k admissible. Commenter.

Exercice 3 Oscillateurs mécaniques

Deux tiges T1 et T2 identiques (masse m) sont mobiles sans frottements sur deux rails paralleles
(distance d) situés dans un plan horizontal. Chacune est liée a un ressort (non conducteur électrique) de
raideur k, et d’axe parallele aux rails. Un champ magnétique permanent, uniforme et vertical régne en
tout point. La résistance de I’ensemble du circuit électrique constitué des deux tiges séparées par deux
portions de rail est constante égale a R. On néglige les frottements mécaniques.

1. Il n’y en a en fait pas qu’une seule... Voir la remarque a la question suivante.
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1. Ecrire le systéme d’équations différentielles régissant 1’évolution des positions des tiges (comptées
a partir des positions d’équilibre).

2. Montrer que, pour des conditions initiales quelconques, le mouvement de chaque tige obtenu apres
un temps trés long est sinusoidal et préciser sa période.

3. Interpréter en évoquant les aspects énergétiques.

Exercice 4 Courants de Foucault

1. Un barreau cylindrique de cuivre (conductivité o =~ 6- 107 Q'm™"), d’axe Oz, de rayon R, et de
longueur % est placé dans un champ magnétique uniforme, parallele a Oz, d’amplitude By, et variant
dans le temps de maniere sinusoidale a la pulsation w.

(a) 1l apparait dans le barreau des courants volumiques dits courants de Foucault. Expliquer le
phénomene. Dans quelles situations courantes rencontre-t-on ce phénomene ?

(b) Vérifier que le potentiel vecteur A = %B A r est solution pour un champ uniforme.

(c) Calculer la puissance moyenne dissipée dans le barreau par effet Joule. Application au cas
d’une casserole. Commenter.

(d) Est-il préférable, dans un machine électrique, d’utiliser des conducteurs de forte section ou
un ensemble de petits conducteurs indépendants mis en parallele (a section totale égale) ?

& 2. On laisse tomber un barreau aimanté de moment m (type agitateur magnétique) dans un cylindre
de cuivre. Que se passe-t-il ? Qu’en serait-il dans le cas d’un cylindre de plexiglas ? Et d’acier ?
Expliquer qualitativement. Le comportement est-il modifié si I’on fend le barreau sur sa longueur ?
(* Quelle est la dépendance du phénomene en o et en m ? %)

Partie 2 : Ondes électromagnétiques

Exercice 5 Pression de radiation

Un milieu métallique occupe le demi-espace infini x > 0. On envoie a la surface de ce métal une onde
électromagnétique plane monochromatique, polarisée selon uy et notée E; = R(E) = Ey R(eikx—on uy.

1. Exprimer le champ magnétique incident. Expliquer qualitativement comment cette onde incidente
peut exercer une force sur le métal.

& 2. Donner la densité volumique de force < f >, moyenne 2 en fonction des champs E,, = E,(x,Huy
et B,, = B,.(x,u, dans le métal et de leurs dérivées. Calculer ensuite la force totale exercée sur
le métal sur une tranche de section S et montrer qu’elle s’exprime simplement en fonction de la
densité d’énergie électromagnétique a la surface du métal. Faire apparaitre la pression de radiation.

Approximation ~ # 3. Relier la pression de radiation a la puissance du faisceau incident (x La difficulté est ici d’évaluer
surfacique et le champ a Uinterface. Comment garder un modeéle de courants surfaciques (interface d’épaisseur
calcul a . . . .
Pinterface nulle) ? Comment peut-on faire autrement ? ). Quelle est la pression exercée par un faisceau laser
de 10 W - cm~2 sur un métal parfait ?

4. Interprétation corpusculaire. Exprimer la force en fonction du flux de photons incidents. Interpré-
ter en terme de corpuscule. Quelle serait la valeur de la pression de radiation si le milieu était
parfaitement absorbant ?

2. moyenne temporelle
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Interférometre
de Fabry-Pérot

Bistabilité et
mémoire

5. Mémoire optique. On considere un Fabry-Pérot

rt rt

Eintra™
de coefficients de réflexion et de transmission en

amplitude r et ¢ respectivement, supposés réels. Eo

. 9 P ——

& (a) Exprimer le rapport de I’intensité intraca- Eintra
vité sur I’'intensité incidente G = Ii; ! 10 P
et le représenter en fonction de ¢ = 2kL.

Faire apparaitre la finesse # de 1’appareil.

s (b)

(©

(d)

(* Ordre de grandeur de F pour un inter- L
férometre de (haute) précision ? )

Exprimer en fonction de ¥ la variation minimale 6L de la longueur du Fabry-Pérot que 1’on
peut détecter avec un tel dispositif interférentiel. De méme en fonction du facteur de qualité Q
dont on rappellera la définition. Retrouver alors la relation entre facteur de qualité et finesse.
Faire apparaitre ’ordre d’interférence p. (+ A quel ordre travaille-t-on en laboratoire pour
résoudre une raie atomique ? De quelle finesse a-t-on besoin ? x)

On suppose maintenant qu’un des miroirs est libre de se déplacer selon 1’axe optique, par
exemple s’il est relié a un ressort de raideur «. Exprimer le déplacement AL du miroir sous
I’effet de la pression de radiation.

On suppose que la longueur de la cavité a été choisie pour &tre un minimum de G. Montrer
qu’il y a bistabilité du systéme lorsque 1’on fait varier la puissance incidente. Etudier la stabi-
lité des points de fonctionnement. Comment peut-on utiliser ce systéme pour constituer une
mémoire optique !

Exercice 6 Polarisation et photon

Une onde électromagnétique a pour champ électrique en notations complexes :

E(r,7) = Eoe'*“)(uy + iuy)

1. Caractériser sa polarisation.

2. Cette onde interagit avec un atome dont le noyau est supposé fixe. On modélise cet atome par un
électron élastiquement 1ié : la force de rappel vaut —mw(z)r. Il est par ailleurs soumis & une force de
frottement —1/7 mr. Calculer sa mobilité p.

3. Calculer la puissance moyenne cédée a I’atome par 1’onde.

4. Calculer le moment moyen de la force qu’exerce 1’onde sur 1’atome.

5. En adoptant le point de vue corpusculaire, déterminer le moment cinétique des photons propageant
une telle onde. (x Comment appelle-t-on ce «<moment cinétique» ? Combien d’«états» différents lui
sont associés ? x)

Les questions suivantes sont facultatives, ne seront pas corrigées pendant le TD, et demandent des
connaissances en Mécanique Quantique.

6. * Quel formalisme peut-on alors utiliser pour représenter une telle onde ? Ecrire I’état correspondant & une
polarisation linéaire, circulaire et elliptique. Comment faire pour une onde partiellement polarisée ?

7. Dans ce méme formalisme, écrire I’action d’un polariseur d’angle quelconque (commencer par un cas simple !).
Comment appelle-t-on un tel objet ? Rapprocher cette action du concept de «mesure». En quoi ’analogie
n’est-elle pas compléte ? Quel autre appareil s’y préterait mieux ?

Retrouver la loi de Malus en lumiere totalement ou partiellement polarisée.

8. Idem dans le cas d’une lame a faces paralléles et d’un milieu a pouvoir rotatoire. Dans ces deux derniers cas,

comment écrirait-on une équation d’évolution ?
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Exercice 7 Ondes évanescentes - Epaisseur de peau

Un conducteur de conductivité o occupe le demi-espace z > 0. Une onde électromagnétique de
pulsation w est envoyée depuis le vide vers le métal. On la suppose polarisée selon uy.

1. Pour quelle gamme de fréquence peut-on négliger le courant de déplacement ? On supposera qu’on
sera toujours dans ce cas par la suite.

2. Etablir alors 1’équation vérifiée par le champ E. Trouver la forme générale des solutions pour une
onde en incidence normale et faire apparaitre une longueur caractéristique d’absorption appelée
épaisseur de peau. Application numérique pour le cuivre et une onde de fréquence 50 Hz, 10° Hz
et 5- 10" Hz. (x A quoi correspondent ces fréquences ? %)

3. On se place maintenant dans la situation ou 1’onde est en incidence telle qu’il y ait réflexion totale.

(a) Montrer tout d’abord que, pour le vecteur d’onde transmis, k;, > |k¢|. Que peut-on en dé-
duire ?

(b) En déduire la structure de 1’onde dans le milieu. On s’intéressera plus particulierement au
vecteur de Poynting : quelle puissance instantanée passe a travers une surface de normale u, ?
Y a-t-il propagation ? Ou I’onde réfléchie est-elle restituée ?

(¢) Que se passerait-il si le milieu n’occupait qu’une tranche finie de I’espace ? (+ A quel phéno-
mene quantique cela vous fait-il penser ? x)

24






Corrigé — TD n°2

Sommaire

INDUCTION . v v v v v v e e e e e e e e e e e o o o o o o o o oo oo oo oo oo ooososooos 2.C-1
Exercicel Généralités . . . . . . . . . . i i ittt ittt vt v nonnneoneens 2.C-1
Exercice 2 Force de Laplace et moteur synchrone. . . . ... ............. 2.C-2
Exercice 3 Oscillateurs mécaniques . . . . .. .. oot v v v v v v v oo nneens 2.C4
Exercice4 CourantsdeFoucault . . .. ... ... ... .00t ennn 2.C-5

ONDES ELECTROMAGNETIQUES « « & & & o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o oooeeoeoeoeos 2.C-7
Exercice 5 Pressionderadiation ... ... .... ... ...t 2.C-7
Exercice 6 Polarisationetphoton . .. ... .......... . ... .. ... .. 2.C-12

Exercice 7 Ondes évanescentes - Epaisseur depeau. ..........viu 2.C-15




Prépara,tion a I’agrégation de Montrouge
TD2 d’Electromagnétisme — Correction Clément Sayrin
Septembre 2010 clement.sayrin@ens.fr

Partie 1: Induction

Exercice 1 Généralités
1. On écrit I’invariance de la force de Lorentz par changement de référentiel :
F =F soit g(E+vxB) = gE" +v' xB")
ou v* = v — U. En prenant le produit scalaire de 1’équation ci-dessus avec v*, on obtient :

vv' E-vi = E-v"+(UxB)-v"

et donc :
E-=E+UxB
En réinjectant cette expression dans la conservation de F on obtient alors B* = B.
Remarquons alors que E* s’écrit comme E* = —VV + (—9,A + U x B). Le champ électrique est

donc modifié par un champ magnétique variable dans le temps (—d;A) ou par un déplacement dans
un champ magnétique (U x B). La somme de ces deux termes est le champ électromoteur.

2. Grossierement, ’ARQS consiste a négliger le temps de propagation des signaux 7' = I/c < T,
ou [ est une longueur caractéristique du systeme étudié, c la vitesse de la lumiere, et 7 le temps
caractéristique d’évolution des signaux. En électronique, / * 1 m et on a donc la condition v =
1/t < 1 GHz.

Formellement, passer dans 1’ ARQS revient donc a faire tendre la vitesse de la lumiere vers I’infini :
¢ — co. L’équation de Maxwell-Ampere devient alors :

rot B = poj

le terme de courant de déplacement proportionnel a 1/¢? étant négligé. On retrouve alors la loi des
nceuds sous sa forme locale :
divj=0

De méme, la jauge de Lorentz est transformée en la jauge de Coulomb : div A = 0.

Remarque : La lecture de la référence dans le BUP est vivement conseillée, I’ ARQS étant en fait
bien plus compliquée que ne le laisse supposer la réponse a cette question. On pourra par exemple
se convaincre de I'insuffisance de la réflexion ci-dessus en remarquant que dans une telle limite,
div j = O interdit I’accumulation de charges, et donc la description dans I’ARQS de condensa-
teurs !?

La réponse a la question 1 s’en trouvera également complétée.

3. Dans un conducteur, on a la relation j = o’E. Si on calcule la circulation de j le long du circuit, on

aura alors :
B B .
I
fj.dl fidlzlﬂ
A A S S

B
Uf E-d ot E=-VV+E,
A

B
=0 VA_VB+f Emdl
A

e

ol on a utilisé le fait que j = (i/S)(dl/ dl). On appelle force électromotrice le terme e, circulation
du champ électromoteur le long du circuit orienté, et on a la relation :

Va—Ve =Ri—-e
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4. On calcule la force électromotrice pour un circuit fermé mobile dans un champ magnétique B :

e:SEEm-dl = 56(—6,A+U><B)-dl

= ff(—@,B+r0t (UxB))-dS
p)

Par ailleurs, rot (Ux B) = UdivB — (U-V)B.D’ou :

D
e = —(6,+U~V)(ff2B-dS) = —5;%

ol I’on a reconnu I’opérateur dérivée totale par rapport au temps D/Dz. On retrouve donc la loi de
Faraday.

Exercice 2 Force de Laplace et moteur synchrone

1. La densité de force de Laplace appliquée sur la tige est dF = j x B dr. Sa résultante est donc :

szfdez(fffjdr)szfj]dle:IABxB

Pour connaitre son point d’application, il faut calculer son moment par rapport a un point quel-
conque, par exemple le centre O de la tige :

B B
MoszMx(Idle)zl(f OMdOM)x(uxB)
A A

ol u = AB/AB. L’intégrale étant trivialement nulle, Mo = 0. La force de Laplace est donc
appliquée au centre de la tige.

. Les tiges orientées AB et CD, et BC et AD sont antisymétriques deux a deux (voir Fic. 2.1). Le
champ magnétique étant homogene, la résultante des forces de Laplace est donc nulle :

R=F+F,+F;+F;, =F -F +F;-F; =0

Calculons alors le moment résultant par rapport au centre O du cadre I Comme OC; || F; et
OC,; || F», on a simplement :

Mo = M(F3) + M(F4) = OC3 xF3; +0Cy xF; = 20C4 x Fy

a T T
=2-|F in((= -z
2| 4 ><sm((2 +0) (2 +a))uA
= N&’I B sin(@ —a)uy = NmxB = MxB

ot l’on aposé M = Nm = Na*In.
. OnaparailleursR = 0 = -V (-M-B).
Le cadre se comporte donc exactement comme un dipdle magnétique M dans le champ magnétique

B. On retrouve par ailleurs la formule usuelle donnant le moment magnétique d’une spire : m = IS
ou S est le vecteur surface de la spire.

. On considere maintenant la situation ou le champ magnétique tourne autour de u, a la vitesse Qg
soit @ = Qot. On suppose alors que le cadre tourne lui a la vitesse w, soit? @ = wt — .

Le couple subi par le cadre s’écrit alors :
I' = MBsin((Qp — w)t + @p)uy
qui a une moyenne non nulle seulement si :

wZQo.

1. Qui est bien un point de I’axe fixe ua.
2. a(?) et 6(t) n’ont aucune raison de s’annuler au méme instant, d’ou la présence du terme .
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FiGure 2.1 — Moteur synchrone

D’ou I’appellation synchrone de ce moteur, qui n’est d’ailleurs moteur que si> ' = MB sin gy > 0
soit singy > 0. Remarquons enfin que ¢, peut s’interpréter soit comme le retard du cadre sur le
champ dans le référentiel du laboratoire, soit comme 1’angle repérant la position, fixe, de M dans
le référentiel tournant.

. On suppose maintenant qu’on applique un couple résistant I', = —kw. A 1’équilibre, le moment
cinétique du cadre est constant* donc le couple total appliqué est nul :

I,+T =0 soit MBsingy = kQy >0

Il y a donc deux états d’équilibre différents, 1’équation ci-dessus admettant deux solutions pour ¢y.

. . T N . 2
Soit (p(()l) et ga(()z) ces solutions, avec 0 < <pél) =r- 9032) < ok Supposons qu’a un instant donné,

le cadre s’éloigne de sa position d’équilibre : ¢y = (,Dg) + ¢, avec par exemple d¢ > 0 : le cadre
s’éloigne du champ magnétique. Le couple moteur devient alors :

' = MBsin(¢) +6¢) et Tr=T"+T, = MB(sin(g] + 5p) —sin(¢])) ~ MBspcos g

On voit alors que sii = 1, 't > 0 et le cadre est ramené vers le champ magnétique, i.e. vers sa
position d’équilibre. Au contraire, si i = 2, [';7 < 0 et le cadre continue a s’éloigner de sa position
d’équilibre. <p(()l) est donc une position d’équilibre stable, gof)z) est une position d’équilibre instable.
Une autre fagon de retrouver ce résultat consiste a imaginer qu’a un instant donné le couple résistant
varie légerement, diminue par exemple. Dans ce cas, le cadre se met a tourner plus vite et réduit
son retard sur B. Si i = 1, une réduction du retard induit une diminution du couple moteur, et le
cadre ralentit donc pour retourner vers son état d’équilibre. Si i = 2, au contraire, le couple moteur
augmente et le cadre continue a accélérer, s’éloignant d’autant plus de sa position d’équilibre.

Enfin, il faut noter qu’il existe une valeur maximale du couple résistant auquel le couple moteur

peut s’opposer :
" = MB

et donc une valeur maximale pour & : knax = MB/Qo. Au dela, le cadre ralentit jusqu’a I’ arrét.
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Ficure 3.1 — Oscillateurs mécaniques

Exercice 3 Oscillateurs mécaniques

1. Les équations mécaniques sur chaque tige s’écrivent, en considérant les forces de rappel élastique
et de Laplace :

—k)C1 —idB
—kx, + idB

m)é'l

mxp

Reste alors a calculer le courant i en fonction des positions x;. Il suffit de considérer les champs
électromoteurs Ep,, = vi X B, et d’écrire que la force électromotrice du circuit AjA;B,B; est :

fEmz~dl+f Ep, - dl
A2B2 B]Al

—Bdx, + Bdx
+Ri

Q
Il

le signe dans la derniere relation n’étant valable que parce que 1’on a intégré «dans le sens» du
contour, comme indiqué FiG. 3.1, i.e. dans le sens de i.

On obtient finalement le systeme d’équations :
B*d? k
X + —(x'1 - Xz) +—x1=0
mR m
B*d? k
Y- —— @1 —x)+—x=0
mR m

2. Onpose alors S = x; + x et D = x; — x,, ces variables vérifiant les équations fermées :

§S+wis =0
D +2woD + wiD = 0

ol I’on a posé wy = Vk/m et A = B*d? /(R Vkm) > 0.

Ces deux équations différentielles fermées correspondent en fait aux deux modes d’oscillation des
tiges :

— le mode symétrique : x; = x, = S/2 D = 0, oscillateur harmonique non amorti a wy ;

— le mode antisymétrique : x; = —x, = D/2 § = 0, oscillateur harmonique amorti.

A temps long, le mode antisymétrique s’amortit donc, tandis que le mode symétrique subsiste :

S .
X| = Xy = ) = Xxo sin(wot)

3. La dissipation de 1’énergie ici se fait uniquement par effet Joule. Il n’y a donc plus dissipation
quand le courant dans le circuit est nul. Ceci correspond & ¢ = 0 et donc?> 4 un flux constant de B
a travers le circuit. On retrouve ainsi rapidement qu’a temps long, une fois le régime stationnaire
atteint, les deux tiges doivent se mouvoir en phase de sorte a maintenir la surface interceptée par le
circuit constante.

3. Parce que 1’on a supposé w > 0. Dans le cas opposé, il faudrait sin ¢y < 0 pour que le couple soit moteur. Dans tous les cas,
il faut que le cadre soit en retard par rapport au champ magnétique.

4. Le cadre n’est immobile que dans le référentiel tournant a Q.

5. eninvoquant la loi de Faraday
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Exercice 4 Courants de Foucault

1.

(a)

(b)

(©

(d)

Le champ magnétique variable B = B, cos(w?)u, induit un champ électrique E (champ élec-
tromoteur) dans le cylindre, qui lui-mé&me crée des courants volumiques j = oE. On a ainsi :

. 0A
1= 77

Ce phénomene est typiquement utilisé dans le chauffage par induction, ou encore dans le
freinage magnétique des poids lourds ou des trains.

1
On pose A = zB X r, avec B un champ uniforme. On a alors :

1 1 1
rot A = zrot(er) =3 [Bdivr—-(B-V)r] = 5 [3B-B] = B
La puissance moyenne dissipée par effet Joule est donnée par :
dP = j-E dr = cE’dr

Par ailleurs :

__OA 1B B oo
at 20t T T et
dont on déduit :
oB2w?
dp = 2 72 sin’(wt)
oB2w?
(dP) = ——r

Une intégration sur le volume du cylindre donne finalement :

2,2
@y = "TBY g g
16

Dans le cas d’un chauffage par induction en cuisine, les fréquences utilisées sont de 1’ordre
de 20 a 100kHz, et les champs magnétiques de 1’ordre de 20 uT. Pour une casserole en
cuivre d’épaisseur 2 mm et de diametre 20 cm, on obtient une puissance de chauffage P =
15 — 400 W... ce qui est plutdt faible ! A pleine puissance, il faudrait prés de 15 minutes
pour amener un litre d’eau a 100°C. La solution réside dans le fait que le cuivre n’est pas
le matériau adapté au chauffage par induction : on lui préfére des matériaux de perméabilité
magnétique beaucoup plus grande, de sorte a augmenter significativement le champ dans la
casserole, et donc la puissance de chauffage.

On considere un ensemble de N fils de rayon ry, tels que la surface totale soit celle du cylindre
ci-dessus :
N X nry, = nR?

La puissance dissipée dans N fils est alors :

R\' o
"N

Py = NXxKrt = NxK(—
N VN

11 est donc plus intéressant du point de vue énergétique d’utiliser N fils plutdt qu’un seul, a
surface totale égale, la puissance dissipée décroissant avec N.

2. L’aimant se déplacant dans le cylindre, le conducteur voit un champ magnétique variable B. Cette

variation induit des courants dans le conducteurs, qui vont eux-mémes créer un champ magnétique
au niveau de 1’aimant, imposant ainsi une force sur le dipole magnétique. Pour savoir si cette force
aura tendance a accélérer ou a ralentir I’aimant, on assimile le cylindre a une superposition de
petites spires, et on détermine le signe de la force créée par chaque spire. Il suffit en fait de ne
s’intéresser qu’a une spire au-dessus et une autre en-dessous de I’aimant.
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FiGure 4.1 — Freinage par courants de Foucault

On oriente les spires tel qu’indiqué FiG. 4.1, et on s’intéresse en premier lieu a la spire (1). Le
déplacement de m s’accompagne d’une variation du flux de B a travers la spire. Avec 1’orienta-
tion choisie, cela correspond a une augmentation du flux de B, et donc & une force électromotrice
négative. D’ou le sens du «courant positif» indiqué sur le schéma.

On trace sur la gauche du dessin le profil du champ magnétique créé par cette spire. Au niveau de
m, on a donc d,B < 0 et la force subie par I’aimant vérifie :

dFy = -V(-m-B) = md,Bu, soit dF;-u, <0

La spire (1) tend donc a freiner 1’aimant.

Si I’on considere la spire (2), le méme type de raisonnement mene a une diminution du flux de B
lors du déplacement de 1’aimant, dont on déduit le sens du «courant positif» dans (2) et le signe du
gradient du champ magnétique créé au niveau de I’aimant : 9,B < 0. Les spire situées au-dessus de
m tendent donc elles aussi a freiner 1’aimant.

L’aimant est ainsi freiné au cours de son mouvement dans le cylindre. Cette force de frottement
est par ailleurs proportionnelle au champ créé par les spires, donc au courant y circulant, donc a la
force électromotrice, elle-méme proportionnelle au flux du champ magnétique de 1’aimant, donc a
ce champ magnétique, et donc a m. Le courant circulant dans la spire étant par ailleurs proportionnel
a o, et m n’en dépendant pas, on a la relation :

2
Rfreinage cmo

On explique alors le fait expérimental que le freinage est plus important dans un cylindre de cuivre
que dans un d’acier, et nul dans un cylindre de plexiglas.

SiI’on fend maintenant le cylindre sur sa longueur, les spires de courant considérées ne peuvent plus
exister. On comprend alors bien qu’en empéchant aux courants de Foucault de s’établir facilement,
on réduit le phénomene de freinage, sans pour autant I’annihiler (des spires, a la géométrie plus
complexe, sont encore possibles).
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Partie 2 : Ondes électromagnétiques

Exercice 5 Pression de radiation

1. On décrit le champ électromagnétique dans le milieu comme une onde plane de vecteur d’onde k
et de pulsation w, telle que & = Ege ™ “Yuy, ol k = k, + ik; est & valeurs complexes, de sorte a
décrire la décroissance du champ dans le milieu (a I’infini, le champ est nul). Ainsi, en notations
réelles, E = Ege™%* cos(k,x — whuy.

L’équation de Maxwell-Faraday permet d’écrire, en notations complexes :

kx&
w

B =

Par ailleurs, la présence de ce champ variable dans le conducteur induit des courants qui, dans le
champ magnétique, subissent une force, la force de Laplace.

2. On veut calculer ici la valeur moyenne de la densité de force dans le milieu, i.e.

(£), = <J x B);

On fera ici tout le calcul en notations complexes. Le produit étant une opération non-linéaire, on ne
peut pas calculer directement cette moyenne en notations complexes. On peut cependant calculer
sa moyenne temporelle par la formule bien connue :

1
G xB) = 7R(xB")
On utilise enfin 1’équation de Maxwell-Ampere pour calculer j en fonction de B et E :
L . L LW
rot B = poj + 59, E soit poj=kxB+i=&E
c c
Il vient alors :
KX B = (kX B)X B' +i2Ex B = ~iBBk + 5EEK’
¢ c
2R (uoj X BY) = ~iBB'k + IBBK + SEEK - —EE'k
¢ ¢
On utilise alors le fait que ik8B = 9, B et —ik*B* = 9, B, les mé€mes relations étant valables pour &.
L’équation ci-dessus devient :

2R (0 X BY) = [—@B)B* - (0.8)B - 50,896 - 6—12@8)6*] u, = -0, (|z%|2 " 61—2|6|2)ux

Finalement, la densité de force moyenne s’écrit :

1 |B? 1 |EP
®), = -0, (— 20, L IEL
2up 2 2upc* 2

)ux _ _ax(zi<32>,+ 9<E2>,) by =~ (1))
Ho 2

La force totale subie par le milieu se calcule alors simplement :

F- f f ), dr = f f dy dz f dx (=0 () e = S X (e (0))r — (g (©0))r)

= S (upm(0)):
et on retrouve donc 1’expression de la pression de radiation :

P = (ugm(0)),
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3.

5.

Dans le cadre d’un modele surfacique, le champ magnétique est discontinu, et il apparait donc
difficile de calculer sa valeur en x = 0, i.e. a I'interface. Il faut donc rester dans le cadre d’un
modele continu.

Utilisons cependant la puissance et la simplicité du modele surfacique, pour mieux le quitter par la
suite. Dans le cadre de ce modele, le champ électrique, tangent a la surface, est en effet toujours
continu. Il est par ailleurs nul dans le conducteur. On en déduit donc, qu’en x = 0 :

E(x=0) = E;+E, = E, = 0,

relation qui reste valable dans le modele continu !

La situation est plus compliquée pour le champ magnétique, comme évoqué ci-dessus. Cependant,
la relation précédente nous permet d’écrire :

Bi(x=07) = B:(x=07),

relation elle aussi valable dans le cadre du modele continu !
Dans ce méme modele, ou écrire B en x = 0 a un sens, il vient alors que :

B(x=0)=B(x=0")=Bj(x=0)+B(x=0") = 2B;(x = 0)

La pression de radiation prend alors la forme simple :

P = ZL/JO <(B1 + Br)2>t + 6—20 <(Ez + Er)2>t = Ho

Enfin, I’énergie arrivant sur la paroi de surface S en dr est1’énergie continue dans un cylindre d’axe
Uy, de longueur c df et de section S, i.e.

B! &, B?
d& = Pipcdt = Scdt{— + —E;) = Sc{—) dr
2ug 2 Ho

Des deux expressions ci-dessus, on déduit finalement :

_ 2Pinc — 2¢inc

Sc c

oll ¢y est le flux surfacique incident. L’application numérique pour un faisceau de 10W - cm™2

donne une pression de 0, 67 mPa.

Si I’on considere I’onde comme une assemblée de photons, et que 1’on note ® le flux incident de
photons, on a la relation :
Pinc = Ohw
20w

La force subie par le métal s’écrit alors simplement F = uy, = O27k.

Si I’on considere par ailleurs les photons comme des particules d’impulsion +p = +puy se réflé-
chissant sur la paroi, le bilan d’impulsion de la paroi, entre ¢ et ¢ + dt s’écrit :

OPparoi = P dt X [(+p) - (-p)] = Fds
d’ou I’on tire F = 2p®. On retrouve alors le résultat bien connu : I’'impulsion d’un photon est
p = 7ik.

(a) On choisit I’origine des abscisses au niveau du premier miroir (x = 0), le second étant alors
en x = L, et on écrit le terme de phase des champs sous la forme e/***=“)_On a alors les
relations :

En x=0: E" =tEy+rE”
En x=L: E e = pEte

EtelkL - tE+eIkL
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Ficure 5.1 — Fonction de transmission normalisée d’un interférometre de Fabry-Pérot de finesse 7 = 50,
en fonction de ¢ = 2kL

La deuxiéme équation peut aussi s’écrire E~ = rE*e*D : I’onde «<—» a méme phase et am-
plitude que 1’onde «+» apres réflexion (facteur r) et apres propagation sur 2L, correspondant

4 Ialler-retour entre les deux miroirs (terme e?*L).
On en déduit finalement la relation :
t
+ - —
E = 1 —r2eiv Eo
ol I’on a posé ¢ = 2kL.
On montre alors sans problemes que :
G- |E > T 1
A 2 )
Ey (1-R?1+ (122)2 sin” £

ot R = r* et T = 1. On représente G(¢) FiG. 5.1 pour une finesse de 50. On note d¢ la largeur
a mi-hauteur d’une résonance, et Ay la distance entre deux résonances. La finesse est alors
donnée par :

_Ap  2m
C S b
_ . n 2 ®  (PV s _ .
Par ailleurs, au voisinage de ¢ = 0, sin 5~\3 . Ainsi, en ¢ = 6¢/2 :
5 Gmax Gmax
G(%p) -T2 T 5 )2
4R
L+ o (%)

dont on déduit 6¢ = 2 qui est bien tres petit devant 1 pour les interférometres d’intérét.

Finalement,
7 VR

F=1r

G peut alors étre récrit comme :
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Remarque : Les interférometres optiques de compétition peuvent atteindre des finesses de
I’ordre de ¥ ~ 10°. Le record toutes gammes de fréquence confondues est cependant de
F ~ 5-10” !, obtenu avec une cavité microonde supraconductrice opérant 2 moins d’1 K.

(b) En se plagant au voisinage d’une résonance de I’interférometre, la variation minimale détec-
table 0L de la longueur de la cavité correspond a une variation de phase de 1’ordre de ¢ :

Ap bd

0p =2koL = — d’ou: oL = —
Y 7 kF
’ ¢ réert SL 1

€ 1'on peut recrire : — = =

qu peu i BT

. . oz LN .-
On définit par ailleurs le facteur de qualité Q comme le rapport —, ot v est la variation de

fréquence correspondant a dg, i.e. la variation minimale de fréquence détectable avec un tel
interférometre a L fixé :

276 2nv 1
6o = 2L — oY
c Q
A partir des expressions précédemment obtenues, on trouve finalement :
0 = L
oL

Par ailleurs, on trouve aussi Q = (2L/c)v ¥ . En remarquant alors que (c/2L) est I’intervalle
Av de fréquence correspondant a Ag, i.e. la gamme de fréquence entre deux résonances de
I’interférometre, appelée intervalle spectral libre, et notée ISL, on retrouve la formule :

v
Q—fﬁ—]ﬁf

ou p est I’ordre d’interférence :
% L

P=1sL T an

Enfin, les résonances du Fabry-Pérot sont obtenues pour v égal a un nombre entier d’ISL, ou
encore L un nombre entier de demies longueur d’onde, soit pour p € N.

Pour résoudre une raie atomique de quelques MHz de large, avec un laser de quelques cen-
taines de nanometre de longueur d’onde, il faut un interférometre de facteur de qualité Q >
103. Typiquement, un Fabry-Pérot a pour longueur 5cm, d’oti un ordre d’interférence p =~
2-10°. 1l faut donc, pour résoudre une telle raie atomique, une finesse ¥ > 5 - 102.

(c) Le principe fondamental de la dynamique s’écrit simplement, en notant x 1’écart algébrique
du ressort a sa position d’équilibre, compté positivement pour un allongement de la longueur
de la cavité :

F—-xx=0 avec x = AL

On a alors : T==—K'AL

1
1
I
I
| €
2hk® = kAL I /W\/\/_I
I
|
[
I

— —
AL:%‘@:(};@)xé:lxﬁ:ﬁG F=2hkD

On en déduit donc : L = Ly + BGI et les relations :
- L<Ly+BGly & PS> «x:lapression de radiation «domine» ;
- L>Ly+pBGly ¢ PS <«kx:latension du ressort «domines.
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FiGure 5.2 — Tracé de G en fonction de la longueur L de la cavité. Les droites correspondent a différentes
valeurs du flux incident.

(d) On a donc deux relations liant G et L :
Gmax L~ LO

G = _
1+ (Z) sinvke) Pl

ou Ly correspond a un minimum de G : kLo = 7/2 par exemple.

On trace Fi. 5.2 ces deux fonctions, pour différentes valeurs du flux incident. Les points de

fonctionnement du systéme correspondent alors aux points d’intersection des deux courbes.

On voit apparaitre deux valeurs particulieres du flux, @~ et ®* :

— Si® < @7, alors il n’y a qu’un seul point de fonctionnement correspondant a une valeur
faible de G, eta L = L.

- Si®d™ < ® < & alors il y a trois points de fonctionnement différents.

— Si ® > ®* enfin, alors il n’y a plus qu’un seul ® point de fonctionnement, correspondant
une nouvelle fois a une valeur faible de G.

On trace Fic. 5.3 la valeur de G en ces points en fonction de @. On distingue alors trois états

différents de I’interférometre :

— Un état «bas», accessible pour @ < ®* seulement, et atteint par exemple en augmentant
progressivement le flux incident a partir d’une valeur nulle.

— Un état «haut», accessible pour ® > @~ seulement, et atteint par exemple en diminuant
progressivement le flux incident a partir d’une valeur élevée (> O%).

— Un état «intermédiaire» enfin, a priori accessible pour @~ < ® < ®* seulement.

Etudions la stabilité de ces trois états possibles. Supposons qu’a partir d’une position d’équi-

libre, le flux incident augmente soudainement, i.e. sans modification de L. On se retrouve

alors dans la situation ot L < Ly + BGlIy, et la pression de radiation a un effet plus important

que le ressort, ce qui tend a faire augmenter L. Or :

— pour les états haut et bas, si le flux incident augmente, alors la longueur de I’ interférometre
a I’équilibre L, augmente aussi ;

— pour I’état dit intermédiaire, en revanche, une augmentation du flux incident induit une
diminution de la longueur d’équilibre.

Ainsi, dans 1’état intermédiaire, la pression de radiation tend a faire s’éloigner I’interférometre

de sa position d’équilibre (L augmente alors que Lq diminue), alors qu’elle I’en rapproche

dans les deux autres états. Seuls les états haut et bas sont donc stables.

6. En oubliant les pics de résonances plus lointains.
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Ficure 5.3 — Tracé de G(®) (échelle logarithmique). Les trois courbes correspondent a trois modes diffé-
rents de fonctionnement de I’ interférometre. L’ état dit «intermédiaire» est cependant instable.

Le systeme présente donc ce que 1’on appelle une bistabilité : a une valeur de ® donnée peut
correspondre deux réponses différentes (G) de I’interférometre. Un tel systeme peut alors étre
utilisé comme bit d’information (0 pour 1’état bas, 1 pour I’état haut par exemple) et donc
constituer un élément d’une mémoire optique.

Exercice 6 Polarisation et photon

1. En notations réelles :
E(r, 1) = Ej [cos(kz — wh)uy — sin(kz — wt)uy]

Ainsi, Ef + Ef =cte = E(z) : la polarisation est circulaire.
Par ailleurs, si a un instant 7, et une position zo données, E, = Eg et E, = 0, i.e. kzo — wtg = 0, 2
un instant #; = fy + dt, kzg — wt; < 0d’ou 0 < E,, E,. Avec I’axe Oz pointant vers I’observateur,
I’onde tourne donc dans le sens direct : I’onde est circulaire gauche.
De maniere équivalente, E(r,7) = Ej [cos(kz — wt)uy + cos (kz -—w (t - g)) uy], d’ou I’on déduit
que E| est en retard sur E,. On retrouve alors le fait que I’onde est circulaire gauche.

2. On suppose maintenant que 1’onde interagit avec un électron en présence d’une force de rappel et
d’une force de frottements visqueux. Le principe fondamental de la dynamique s’écrit alors :

. 1.
mi = —mwir — —mr — e&
T
En régime forcé, i = —iwr et on obtient finalement :
4 1
r=—>————-—&

wj — w? — iwl'm
ouI' = 77!, La mobilité u définie par v = u& est alors :
iw e

M= —S—">35"—"T.-_
w(z)—wz—zwl"m
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3. La puissance cédée par I’onde a I’atome est celle de la force de Lorentz :
P = v-(—eE)

Les notations complexes nous permettent de calculer facilement la valeur moyenne de cette gran-
deur :

1 —
(P = SR(V-8) () = SR (uE(us + ity) - (uy = iuy))
wT

2
(a)g - wz) + w32

|
|
=B
g€
0

|
o
™~
g
|
g
+
§.
=1
ElNN [\

Eg

4. On calcule de méme le moment moyen de la force :

M = SR AR = ¢ —¢E} 1 . .
A = R AR = M G riarm T N )
e’ wl’ 2

=— 5 Eyu,
m (a% - w2) + T2

5. Adoptons maintenant le point du vue corpusculaire : I’atome absorbe un nombre y de photons par
unité de temps. La puissance moyenne cédée par I’onde a I’atome est donc : () = hvy. On en
déduit I’expression de 1y :

2 2
es 5 wT

0 2
mhy (w(z) - wz) + W32

Le moment moyen qu’exerce 1’onde sur 1’atome peut alors s’écrire :

’y:

M) = nyu,

Du point de vue corpusculaire, cela revient a dire que le photon a un moment cinétique o = #u,
qu’il cede a I’atome qui 1’absorbe.

Avec une onde circulaire droite, on aurait obtenu un moment cinétique —#u,.

Avec une onde polarisée rectilignement, superposition d’une onde circulaire droite et d’une onde
circulaire gauche, on aurait obtenu un moment cinétique moyen nul.

Remarque : Ce «moment cinétique» est bien slir ce que I’on appelle le spin (du photon), de
valeur 1 comme on peut le voir (valeurs propres +7i). Remarquons alors que contrairement a un
spin 1 «usuel» auquel correspondent trois états de spin (|7) de spin 1 (i.e. état propre de S, de
valeur propre +7), |0) de spin O et ||) de spin —1), ici les deux seuls états de spin +1 suffisent a
décrire 1’ensemble des états de spin du photon’. Sans évidemment rentrer dans les détails, cela est
lié au fait que le photon est de masse nulle.

6. On peut alors utiliser le formalisme quantique du spin 1/2 pour caractériser une telle onde. On peut
par exemple noter [+;) et |—;) les états de polarisation linéaire selon uy et uy respectivement. L’onde
circulaire gauche étudiée ci-dessus s’écrit alors :

cire. Gy = \l@ (o) + i) = [+,)

|+y> correspond donc a 1’état de polarisation circulaire gauche, de spin +#. De méme, I’état de
polarisation circulaire droite, de spin —7 est |—y> =1/V2 I+, = i]-)).

On rappelle que |iy> est le vecteur propre de ¢, de valeur propre +1. L’opérateur de spin s’écrit
alors naturellement dans la base {|+;),|—;)} :

7. Le cas de la polarisation linéaire, de moment cinétique moyen nul, correspond a une superposition |T) + ||) qui n’est pas état
propre de §.
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De méme, un état de polarisation linéaire quelconque s’écrit :
0 .0
+g) = CcOS = |+;) + sin = |-
| 6’) 2 | z> 2 | z>
état propre de
sinf —cosf

R (0059 sin 6 )
T =

Un état de polarisation elliptique quelconque s’écrit enfin

6 g .
[¥) = cos > |[+,) + sin ze’“’ |—2)

En ce qui concerne une onde partiellement polarisée, la représentation en ket n’est plus suffisante,
puisqu’il faut ici pouvoir représenter une superposition statistique de polarisations. On utilise donc
la représentation de matrice densité p (€gale a |i/)(y/| pour un état pur).

La lumiére naturelle correspond a une lumiére non polarisée, i.e. a une superposition a poids égaux
des polarisations rectilignes uy et uy, ou encore des polarisations circulaires droite ou gauche, ...
Finalement :

R 1 1 1 1 11 0
Pra = 5 )l + 5 1= = 5 [n )]+ 5 =) (=] = 5 (0 1)
Une lumiere partiellement polarisée peut alors s’écrire par exemple :

A R I{l1+a O
Ppart. = (1 = @) Par. + al+)X{+;| = 5( 0 1— (1)

ol a est le taux de polarisation.

. Un polariseur a pour role de ne sélectionner qu’une seule composante de polarisation : c’est en fait
un projecteur sur une polarisation définie. De fagon générale, un polariseur quelconque peut donc
s’écrire comme le polariseur sur un état |+¢) :

29 90
. cos? 2 cosZsin
g = |[+o){(+ol = 2 22 2
0 = IFo)(+l cos 4 sin § sin” §

En particulier, [Ty = |+.)(+.|, rencontré ci-dessus, est le polariseur passant pour une onde polarisée
selon uy.

Le passage par un polariseur, [Ty par exemple, pourrait étre vu comme la mesure d’une composante
de polarisation : si le photon passe, sa polarisation est uy, sinon c’est uy. Le probléme est qu’un
photon polarisé selon u,... est détruit ! Et non projeté sur I’état |—;) comme le demande une mesure
décrite par la mécanique quantique. Un cube polariseur (associé a une détection non destructive (!)
de photon) serait plus approprié.

Pour retrouver la loi de Malus, il suffit de regarder 1’action du polariseur ITy sur une onde polarisée
selon uy par exemple, i.e. [+;). On cherche en effet a mesurer la probabilité qu’a un photon dans
I’état |+,) d’étre mesuré dans 1’état |+,). Cette probabilité est donnée par :

R 0
PO) = (el g 1+2) = [(+gl+2)” = cos® 5
On retrouve donc la loi de Malus !
Pour une lumiere partiellement polarisée Oy, cette probabilit€ est donnée par :
l+a ,60 1-a . ,0 1+acosf _ 20 1-a

Ppart(0) = Tr (ﬁgﬁpan) = - cos 3 + 5 sin =T acos 3 + >

On retrouve bien un signal sinusoidal de moyenne 1/2, de contraste a < 1.
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8. Une lame a faces paralleles, dont on suppose les axes neutres selon uy et Uy, introduit un déphasage
entre les deux composantes de polarisation linéaires |+,). Son action peut donc s’écrire comme :

e
~ e 'z 0
= ( 0 e"g)

Remarquons qu’un tel opérateur peut en fait se récrire :

2 Y . P
@, = cos = —i0sin =

p 5 ~i0zsin
Il s’agit donc d’une rotation d’angle ¢ du spin autour de Oz.

Pour écrire une équation d’évolution, regardons comment le spin [/(z)) est transformé apres une
distance ¢z. Le déphasage pour un milieu de biréfringence An est 6¢ = An koz :

. ) N
Wiz +60) = By (@) = (1= 0.5 ) W2) = €700y 2)

On retrouve donc une évolution hamiltonienne usuelle, en remplagant le temps ¢ par la coordonnée
d’espace z, de hamiltonien :

N hk
H=An—¢,
5 7z
(Ce résultat correspond en fait au résultat usuel qui fait de 6, le générateur des rotations autour de

u;.)

De méme, un milieu a pouvoir rotatoire fait tourner la polarisation d’un angle 6. Il transforme en
fait |+,) en |[+29), et |—;) en |—2) (s’en convaincre avec 6 = ). Il s’agit donc de 1’opérateur :

sinf cosé

A cosd —sinf
20 =

) =cosf — iGysinf

Cette fois la rotation du spin se fait autour de Oy et est d’angle 26. De méme que précédemment,
une évolution hamiltonienne décrit le passage par un milieu de pouvoir rotatoire a(rad -m™"), avec
pour hamiltonien :
H = ha &,
Exercice 7 Ondes évanescentes - Epaisseur de peau

1. Ordres de grandeur :

Courant de déplacement :

JE
E()EH ~ gwE
Courant de conduction: ||j = cE| = cE

Le courant de déplacement pourra donc étre négligé pour des pulsations telles que w < ouoc® ~
7-10"%rad-s7!, i.e. v < 10" Hz ou encore 4 > 3 A. Par exemple, il n’est pas négligeable pour
les rayons X.

0B .
rot (E) = _E rot (B) = Mo} = ,U()O'E

Alors,
E
rot (rot (E)) = v(ﬁ)_AE — _AE = _ MoK
€ ot
d’ou .
AE — — =0
Moo ot
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Pour une onde plane progressive monochromatique en incidence normale, E = Epe'®“)uy. On
obtient alors, a partir de 1’équation ci-dessus :

K = ipgow

3in

dol k = Vuowe't ou gowe *

La solution générale pour le champ électrique s’écrit donc :
E = E /7N </0 4 Eye ic/0teneilo (VIL1)

2
Hoow

Le champ est donc la somme d’une onde se propageant selon les z croissants et d’une onde se
propageant selon les z décroissants, toutes deux étant absorbées sur une longueur ¢ dans leur sens
de propagation.

ouo =

est appelée épaisseur de peau.

f (Hz) | ¢
50 (électronique) | 2cm
10° (GSM) 5 um
5-10' (visible) | 8nm
3. On rappelle tout d’abord que, pour qu’il y ait réflexion totale, il faut que I’'indice du milieu d’inci-
dence n; soit supérieur a celui du milieu de transmission n, < n;. Alors, pour un angle d’incidence
i1 > Ip = arcsin (Z—T) les lois de Descartes donneraient sin(i;) = msinG) o 4 qq y a réflexion totale.

np

Pour o = 6-10’S-m™', on obtient :

(a) Regardons ce qui se passe plus précisément dans le milieu conducteur. On note E;, E, et E, les
ondes incidentes, réfléchies et transmises respectivement, et ki, K, et K¢ leurs vecteurs d’onde.

A I'interface, le déphasage entre 1’onde réfléchie et 1’onde incidente s’écrit :
6¢ = kr‘l'—ki'l' = (er_kix)-x

qui doit étre physiquement indépendant de x ! On en déduit &, = k;,.
De la méme fagon, on peut montrer que k;, = k;.

nyw

Or, ki, = %’ sini; > = k;. Il vient donc que k;, > k;, qui se récrit :

ki+k?<k: dou kZ<0

Finalement : k;, = ik”" ou k” € R.
(b) Il n’y aici pas d’onde provenant de z = +oo, seul le premier terme (E) de 1’équation (VIIL.1)
doit donc étre gardé :

E = E, ei(k,xx—wt)e—k ley

kAE Ey ; "
— Y Cl(k"xx_wl)e_k Z(ktxuz _ l.k”llx)
w w

B =

Le vecteur de Poynting de 1’onde s’écrit alors ® :

EAB _ Ej .
= = —% cos(kx — wi)e 7|
Ho How

=1l + 11,

I ki cos(k, x — wiug — k" sin(k, . x — wi)u,]

Il faut alors remarquer plusieurs choses :

2

E ,
(M) = (M) = — ke 2 "7uy
2/.10&)

Il y a donc propagation de 1’énergie le long de O, i.e. le long de la paroi, et vers les x
croissants.

8. Il faut repasser en notations réelles !
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2
_ EO 7 -2k"z
II, = - k' sin[2(k; . x — wt)]e
2/.{()6()
2

E ,
I, = —>k;, cos’[(k;,x — wi)]e X%
How

Ainsi, alors que I, > 0 a tout instant, I, change de signe périodiquement, avec une période
nm/w. L'échange d’énergie se fait donc successivement de 1’onde au milieu (IT, > 0) et du
milieu a I’onde (IT; < 0).

Si a un instant £y et en un point xy donnés 1’onde «transmet» de 1’énergie au milieu, celle-
ci ne sera «réfléchie» qu’a un instant #; ~ fy + /2w ultérieur. Or sur cet intervalle de
temps, 1’onde s’est propagée selon Ox, et vers les x croissants. L’onde est donc «réfléchie»
a une cote x| ~ xo + 7/2k;, différente de celle du lieu de transmission. Ce déplacement est
effectivement observé et est appelé déplacement Goos-Hdnschen.

Remarque : Cette description est évidemment insuffisante. On a oublié notamment qu’une
onde plane... n’est pas localisée spatialement®. Comment alors définir la position de 1’onde
incidente et de I’onde réfléchie 7 Cependant, c’est bien ce «retard a la réflexion», i.e. ce dé-
phasage entre 1’onde incidente et 1’onde réfléchie, qui est a I’origine du phénomene.

(c) Si le milieu n’occupait qu’une tranche finie de I’espace, 1’onde évanescente au niveau de la
seconde interface pourrait redonner naissance a une onde progressive dans le milieu extérieur.
Contrairement au cas précédent, on devrait donc observer dans le milieu une propagation
selon Oz également.

Le probleéme est résolu en notant que 1’argument donné pour éliminer le terme en e~/0+@)g?/
dans I’expression du champ électrique ne tient plus : I’onde peut maintenant se réfléchir sur
la seconde interface et ainsi donner naissance a un tel terme.

9. Ce n’est en fait pas un signal «physique» !
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Préparz{tion a I’agrégation de Montrouge
TD3 d’Electromagnétisme Clément Sayrin
Octobre 2010 clement.sayrin@ens.fr

Partie 1: Relativité restreinte

Dans toute cette partie, on notera Q un quadrivecteur, et 0 sa composante spatiale.

Exercice 1 Collisions élastiques

Une particule de masse m et d’énergie cinétique T entre en collision avec une autre particule de
masse m, au repos. On note u) la direction de la particule incidente. A T’issue de la collision, les deux
particules ont des énergies inégales, et leurs vecteurs vitesse v et V3’ sont a priori inégalement inclinés
sur la direction de la particule incidente : (v}’, 1) # (v3',1}). On note a I’angle (v}’,13") entre ces deux
vecteurs.

L . bg
. , @ = —.
1. Montrer qu’en Mécanique Newtonienne >

2. Montrer qu’en Relativité Restreinte, @ est un angle aigu, et que dans le cas d’une collision symé-
trique (01", 14x) = (3, 10)) :
T

cosqy = ——
T + 4mc?

Exercice 2 Collisions inélastiques
Partie I Notion de centre de masse

Soit un ensemble de N particules dont I’'une au moins est de masse non nulle. On note p(i) la 4-
impulsion de la particule i dans le référentiel du laboratoire R.
N
1. Montrer que la 4-impulsion totale P = Z p(i) est un quadrivecteur de genre temps, i.e. P> > 0.
i=1
2. En déduire qu’il existe une référentiel galiléen Ry dans lequel P = 0. Montrer qu’il est défini par
rapport a R par sa vitesse :
g = 2i pli)e
2. €0)

3. Vérifier que I’on retrouve le référentiel barycentrique a la limite non relativiste.

Partie 2 Matérialisation de photons par création de paire e”e*
A haute énergie (hv > 100MeV), le processus prépondérant dans 1’absorption des photons par la
matiere est la création de paires électron-positron.

1. Montrer qu’un photon ne peut pas se matérialiser dans le vide d’apres la réaction :
y—oet+e

2. La matérialisation nécessite donc la présence d’un catalyseur A qui intervient dans le bilan sous la
forme :
y+A-oet+e +A
(a) Quelle doit étre 1’énergie minimale &* des réactifs dans le référentiel du centre de masse pour
que la réaction ait lieu ?
(b) En déduire, en repassant dans le référentiel du laboratoire R, ou A est supposé initialement
immobile, I’énergie de seuil de la réaction.

Application aux cas ou A est un électron et ou A est un noyau atomique au repos. On rappelle
que m.c> =~ 0,5MeV.
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Partie 2 : Charges et champ magnétique

Exercice 3 Mouvement d’un particule chargée dans un champ magnétique uniforme

Une particule de charge g et de masse m se déplace dans un champ magnétique uniforme B = Bu,.
A un instant que 1’on prendra comme origine des temps, on repere sa position par ro = XUy, Sa vitesse
est vo = vocos(éd)uy + v sin(¢)u,, avec ¢ € [0, /2], dans la base cylindrique construite autour de B.

1. Décrire le mouvement de la particule. Retrouver notamment le rayon de la trajectoire, la période
de révolution et le pas de 1’hélice.

2. Stabilité de la trajectoire : On se restreint au cas ou ¢ = 0. La trajectoire est alors circulaire de
rayon R, de vitesse angulaire w,. On va étudier les petits mouvements autour de 1’orbite d’équilibre.
En coordonnées cylindriques, on développe au premier ordre selon :

r=R(1+¢e 0=w+w z=0+2

(a) Projeter la relation fondamentale dans la base cylindrique.
(b) Montrer qu’au premier ordre ' = —w,€.

(c) Trouver I’équation différentielle qui régit le mouvement radial. Conclure quant a la stabilité
radiale et orthoradiale de 1’ orbite.

Exercice 4 Piégeage d’un électron dans le champ magnétique terrestre — Aurores boréales
Le champ magnétique terrestre est assimilé a celui d’un dipdle magnétique de moment M placé au
centre de la Terre.

1. Champ produit par un dipdle magnétique : Calculer en premier lieu le potentiel vecteur a grande
distance d’une boucle de courant C parcourue par un courant /, en ne gardant que les termes du
premier ordre, qui correspondent au premier moment de la distribution de courant !. Monter qu’il
se met sous la forme :

_IU()M/\I' . _1 ’ ’
A(r)—w ou M—Efc‘ll'/\dr

Montrer ensuite que le champ magnétique créé s’écrit :

o [S(M-r)r

B(r) =

47p3 2

. M]
;
et donner son expression en coordonnées sphériques. Préciser la direction et le sens de M pour la
Terre. Le BRGM indique M ~ 8,3 10?2A - m? pour la Terre. Vérifier qu’en ordre de grandeur, on

retombe bien sur la valeur connue du champ a la surface de la Terre.

2. Un électron se déplace a la périphérie de la Terre. On travaille désormais dans la base sphérique
a partir de (O, —M). Retrouver I’expression de la composante de 1’accélération selon u, dans le
référentiel géocentrique supposé galiléen :

1 d(ér?sin® 6)

P2 a2
ag = — et montrer que : ¢rsin” 6 +
¢ r sin(6) dr q ¢ m - r

HoMe sin’ 0

= K (cte)
3. Montrer qu’on peut définir un potentiel effectif V(r, ) tel que :

1 . 1

Em(r2 + 7207 + V(r,0) = Emvg

ol vy est la vitesse initiale de la particule. Le représenter a 6 fixé.

1. Terme dipolaire
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4. Apres avoir retrouvé 1I’équation des lignes de champ du dipdle magnétique, vérifier qualitativement
que le piégeage a lieu autour de ces lignes de champ. Ce sont les ceintures de Van Allen.

5. Donner une condition sur K pour qu’il y ait piégeage pour toute valeur de 6, a vy donné. Comprendre
qu’il est plus facile de piéger a I’aplomb des pdles magnétiques qu’a 1’équateur. Ceci explique
pourquoi les aurores boréales ont préférentiellement lieu au dela des cercles polaires.

6. Cependant, des aurores boréales ont déja été vues a Bombay et a Rome dans 1’ Antiquité lors de
tres violents orages magnétiques solaires pendant lesquels le plasma qui constitue le vent solaire
est beaucoup plus dense et énergétique. On peut le comprendre a 1’aide de ce modele a partir
d’arguments qualitatifs : en reprenant la condition de piégeage a tous angles, dans quelle limite
pour K a-t-on piégeage de particules tres énergétiques ? Quelles sont alors les ceintures mises en
jeu dans le piégeage ? Vérifier qu’elles interceptent la surface du globe a des latitudes d’autant plus
faibles que la particule piégée est énergétique.
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Partie 1: Relativité restreinte

Exercice 1 Collisions élastiques

1. On écrit la conservation de I’énergie cinétique
et de I'impulsion : m m
o—> ©

| o, 1
mvi = mvi’+mv;’ et Emv% = Emv’l +§mv'2

Il vient alors immédiatement :

W +w)? =v’12+v’22+2v_i’-v_ﬁ' IV T
) ) ) vi vy =0 dou a=-.
=v; = V" +V 2

1. En mécanique relativiste, il faut écrire la conservation de 1’énergie-impulsion :

P,+P, =P, +P,

[ o) )+
¢ + 6 = % +
P1 2 P,

On écrit alors la conservation de la pseudo-norme ! : P2 = P’2

4o [
D

(P +Py)* = (P} + Py
P2 + P2 +2P,-P, = P|* + P,” + 2P} - P,

81 82 & &

2 25 pr =222 -2 p . pl
c C —

cc
P\ phcosa

On obtient alors, en remplagant &, par &; + mc? — &) et p par VE —m2c*

&E1(&r + me* — &) - Eimc?

\/8’12 —m2ct \/(81 +mc? - &) —m3ct

cosa =

L’expression de cos @ prend une forme plus agréable en utilisant le paramétre y = 1/+/1 — (v/c)?,

et en rappelant la relation :
me
ymy
On trouve ainsi :

cosa = AR d B A A VN T BV 7 |
\/7?2‘1\/732—1 \/7’12—1\/y;2_1 W+ T, +1

Ainsi, cos @ > 0 quels que soient y{,y, = 1. Contrairement a ce que I’on a pu montrer en Méca-
nique Newtonienne, 1’angle « est donc un angle aigu en mécanique relativiste, non nécessairement
droit. On retrouve le cas classique, et sa premiere correction relativiste, en prenant v{, v, < ¢, i.e.
Y{>75 = 1 et en développant au premier ordre :
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Si I’on suppose par ailleurs que la collision est symétrique, i.e. ; = —6, (voir dessin), alors la
conservation de I'impulsion ? s’ écrit :

( yimv, ) _ ( ¥ mv' cos 6 )+( y,mv)y cos 6 )

0 y|mv| sin6, —y;mv} sin 6
d’ot P'on tire v/ = v}, donc ¥} = ¥, et & = y/mc* = &, = (& + mc?)/2. On obtient alors
directement la relation : T
cosa =
T + 4mc?

Exercice 2 Collisions inélastiques
Partie I  Notion de centre de masse
1. On cherche a déterminer le signe de la pseudo-norme de la 4-impulsion du systéme de N particules
P=2p0:
P2 = 3 p()’+ ) p()-p())
i i#]

p(i)*> > 0, et on a I’égalité pour les particules non massiques seulement.
Si i et j sont deux particules massiques :

p() - p(j) = mimjyiy;(c® = V;-v}) > 0

Si j est un photon :

7
p() - p(j) = myyihv; (1 - ]) >0

— Siiet jsont des photons :

. . hvihv; Ci - Cj
p(@)-p(j) = 77’(1 - 2’) >0

Tous les termes sont donc positifs, et méme strictement positifs pour les produits faisant interve-
nir au moins une particule massique. La pseudo-norme de la 4-impulsion de 1’ensemble, qui par
hypothese contient justement au moins une particule de masse non nulle, vérifie donc :

P’ >0
On dit que I’énergie-impulsion du systéme est de genre temps 3. Cette propriété ne dépend pas du

référentiel galiléen considéré, la pseudo-norme étant un invariant de la transformation de Lorentz.

2. Supposons qu’il existe un référentiel galiléen R’ dans lequel la composante spatiale de 1’énergie-
impulsion est nulle. Alors P> = (& /c)? > 0 : 1a 4-impulsion doit étre de genre temps.

Le systeme vérifie donc une condition nécessaire a I’existence d’un référentiel du centre de masse.
P . -3 . . 'y .
Vérifions qu’elle est suffisante. On cherche ainsi 3, sans dimension, tel que dans le référentiel R’
. N 3 sz . -, =4 . I . N < P
en translation a ¢f par rapport au référentiel R, p’ = 0. L’intuition classique nous amene a choisir

Bl p.Or:
Pz( 8{,6) et P’:( 846 )
p p
et les lois de changement de référentiel nous donnent :

& &
—= 7(— —ﬁp)
Cc C

&
P =7(p—ﬂ—) =0
C

2. Composante spatiale de I’énergie impulsion seulement !
3. Un quadrivecteur est de genre lumiere si sa pseudo-norme est nulle, de genre espace si elle est strictement négative.
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d’ou I’on tire facilement :

Par ailleurs,
2 7c)? 2 _ (30)2 P22
thwozl_i_ﬁﬂil__i<l
&? & &?

la derniere inégalité découlant du fait que P est de genre temps. Le changement de référentiel a la

vitesse CE est donc licite !

On peut donc trouver un référentiel du centre de masse pour N particules si et seulement si leur

quadri-impulsion est de genre temps, i.e. si et seulement si il existe au moins une particule massive.
3. A la limite non-relativiste, i. e.pour des particules massique de vitesses < ¢, on trouve, en écrivant

qu'alorsy; = 1:

2 _ c? i miv(i) _ 2 mi(i) _ i i mir(i)
= Simic2  Yymi o de\ Yim
5,_/

ou I’on reconnait le vecteur position du barycentre de I’ensemble des particules massiques. Dans
cette limite #, le référentiel du centre de masse et le référentiel barycentrique coincident donc.

Partie 2 Matérialisation de photons par création de paires e~ e*

1. A supposer que cette réaction soit réalisable, la conservation de I’énergie-impulsion, et notamment
de sa pseudo-norme, mene a la contradiction :

0= Pphom2 = (P,- + P,+)> > 0 (voir partie précédente)

2. Laréaction produit des réactifs d’énergie minimale s’ils sont tous les trois aux repos, leurs énergies
cinétiques étant alors nulles. Et bien s{ir cela ne peut se produire que dans le référentiel du centre
de masse ! L’énergie minimale nécessaire a la réaction, dans le référentiel du centre de masse, est
donc :

Erin = (Mer + M- + ma)ct = 2m, + my)c?

La 4-impulsion du systéme s’y écrit :

. [ @me+ma)c
Po( o)

3. Dans le référentiel du laboratoire, avant la réaction, oul A est supposée immobile, la 4-impulsion du
systeme est :
( hy 4 &

- ¢ - L_ =
Dy + Pa = Dy
La conservation de 1’énergie-impulsion au cours de la réaction, et la conservation de la pseudo-
norme par changement de référentiel galiléen permettent d’écrire :

) et &4 = myuc?

P2 — P*Z
P, +Py)? =& 7

hv&
=O+mic2+2(—y—A—ﬁy~ﬁA)
c c

d’ou I’on tire ) )
(2m, +my)” —my 2

hymin =
2m A

Si A est un électron, alors hvy, = 4m.c? = 2 MeV.
Si A est un noyau atomique, alors : my > m, et hvy, ~ 2m,c? = IMeV. La réaction est donc plus
favorable que dans le cas précédent.

4. On voit donc ici que le référentiel barycentrique n’est pas en général le référentiel dans lequel I'impulsion du systeme est
nulle !
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Partie 2 : Charges et champ magnétique

Exercice 3 Mouvement d’une particule chargée dans un champ magnétique uniforme

Rappel : Equation du mouvement en mécanique relativiste :

dpP, dpP, FoU
dr Y dr R
& _
ou P, = mU, = ( 3 l% _ Z’;’,l;ly ) est la 4-impulsion sous sa forme covariante, et F,, est le tenseur

completement antisymétrique du champ électromagnétique :

Fu =(0,A, - 0,A,) AY = (

00 <
S —

0 Ei/c E)c E]c

_ 0 -B, By
Fuo = 0 -B,
0
On retrouve alors les équations classiques :
dé o dp L S
— =qE-V — =q(E+VxB
3 — 9BV 5 =9E+VXE)
1. Les équations du mouvement s’écrivent dans ce cas :
d(ymv) o d(ymc?)
——~ =¢q(VAB) ——= =0=y=cte=
ar q ( ) dr Y Yo
Et I’on peut donc écrire :
av W eB
Pl IR avec w,= —
t 0 Yom

Ainsi, v, = cte = vy sin¢g et z(¢) = vosing ¢.
Si I’on pose par ailleurs u = v, + ivy, alors :

i = iweu = u(t) = u(0)e™" = ivycos ¢ e’

La résolution ne pose alors plus de problemes, et on trouve finalement :
Vo COS Vo COS
0 ¢(cos wt—1) y@) = O—¢

c Cc

x(t) = xo +

sin w,t

On retrouve alors I’équation usuelle d’un cercle :

2 2
[x(f)—(xo -2 ZJOW)} +3(0? = (—VO Z)OS"S)

c c

Vo COS @

. . . 2r .
La trajectoire est donc une ellipse de rayon R = etde pasa = — vy sing.
w

c c
2. Pour étudier la stabilité de la trajectoire, on suppose qu’a un instant #y donné, la particule s’en
éloigne de facon infinitésimale : r = R(1 + €) et = w(f) = w. + W', avec € < 1 et W <K w.

En coordonnées cylindriques, I’équation du mouvement s’écrit :

P — ré? —rf
20 +70 | = we|
Z 0

qui s’écrit a I’ordre 1 de la perturbation :
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é— wa 2w = —ww - ea)f é= wf(a//wc)
2w, + W' = WeE €= —(']w.)

On trouve alors :

W = —we+aw, et E+wle = aw’

ol « est une constante < 1. La particule reste donc infinitésimalement proche de la trajectoire non
perturbée, et son écart a cette trajectoire évolue périodiquement, a la méme pulsation, w,.
Exercice 4 Piégeage d’un électron dans le champ magnétique terrestre — Aurores boréales

1. La potentiel vecteur créé par une boucle de courant C s’écrit :

A(r) = lﬂgg I du
4 Je Ir —u|

A grande distance, et au premier ordre en uo/r (approximation dipolaire, 1 est la taille caractéris-
tique de C, ici son rayon), IrTlul ~ % 1+ 'r—z“) On peut donc récrire A, en ne gardant que le terme

A= Ho 95‘ Ir-u du
4 C r3
Il faut alors remarquer que (w A du) Ar = (u-r)du — (r- du)u, le dernier terme se récrivant :
(r- dw)u = d(u(r-u)) — (du)(r - u). Ainsi, on peut écrire :

é‘(u/\ du) Ar = 9§2u-r du—ggd(u(r-u))

la derniere intégrale étant nulle, comme intégration d’une différentielle totale sur un contour fermé.
MATr 1

Ho ot M == IuA du)

4o 13 2 Je

C’est la forme générale du potentiel vecteur créé par un dipole magnétique M.

du premier ordre 5 sous la forme :

Finalement : A(r) =

M/\r)

. ot 22 . . _ Mo
Il faut maintenant calculer le champ magnétique cré€ par un tel potentiel, i.e. B = Frot ( 5

On utilise le fait que rot (fA) = frot (A)+ Vf A A soit :

1 1
B=|l_vAaMAD+[V=|AMAD)
4| P —— r3

#1 —_——
#2

3 3
#2 = - AMATD) = —=(PM - (r-M)r)
r r
#1: VAMAY); = e,-jkaj(M/\r)k = €ijk ekmnaijrn
avec sommation sur les indices répétés. Or, €;jx€umn = im0 jn — ;0 jm- On obtient finalement :
#]i = 8J(M,r])—8J(MJr,) = 3Mi_Mi = ZM, soit #1 = 2M
On peut retrouver le méme résultat en utilisant rot (M A a) = M diva — (M- V)a qui ici donne :

rot MAT)=Mdivr—(M-V)r =3M-M = 2M

En regroupant les deux termes ci-dessus, on retrouve 1’expression donnée dans 1’énoncé.

Pour M ~ 8-102 A-m?2, avec R ~ 6000km, on obtient B ~ 10™*T = 1G. On retrouve bien
I’ordre de grandeur du champ magnétique terrestre.

5. Le terme d’ordre 0 a une contribution nulle.
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2. En coordonnées cylindriques, on rappelle la relation :

af o 0 2 @sinf u,
T W |= -0 0 ¢cosf Uy
u, —@sinf —¢@cosf 0 u,

La composante selon u,, de I’accélération s’écrit alors :

, d
a, = 2isinf @ +rsinf ¢ + 2rcosf 6p = rsing&(¢r25in29)

Par ailleurs,

B = Ho (-=3M cos 6 u, + Mu,)
4rp3

avec u, = cosfd u, — sin 6 ug.
Le principe fondamental de la dynamique s’écrit donc :

ma = qv AB = g(iue + rfug + rsin 6 pu,) A (Buy + Bouy)
Si on ne s’intéresse qu’a la composante selon u,, on trouve alors :

ma, = q(iBy — r6B,)

1 in’
_ (—e)@M ‘ « i sin” 6
ar rsing dr r

En comparant a I’expression déja obtenue de a, et en intégrant, on obtient I’équation demandée,
avec K une constante quelconque (on notera dorénavant A = yoMe/4nm) :

sin” @

@rrsin? @ + A =K

3. La force de Lorentz ne travaillant pas, 1’énergie cinétique de la particule est constante, soit :

1 1 .
Emv% = zm(i’2 + 2% + P sin? 6 1,'02)

On écrit alors :

1 in2g\" 2
r*sin’ 6 ¢* = r*sin’ 6 — (K —-A st ) = —V(r,0
(7% sin” 0)? r m

¢? obtenu 2 partir de la question précédente

On retrouve ainsi I’équation proposée dans 1’énoncé, avec un potentiel effectif © :

1 (K - AM')2
V(r,0) = -m—— "
( 2 r2sin’ 0
On trace Fic. 4.1 ’allure de V(r) a 0 fixé.
On obtient facilement que :

©) Lo et (6) = 2rmin(6) V(rmar(6),6) = Via(8) = 2= K
Fimi = —sin et r = 2rmin(6), avec : r ,0) = = =—
min K max min max max 32 A2 Sln6 6
4. Le long d’une ligne de champ, dIAB = 0, ce qui se récrit dr By = rd6 B, et dp = 0. A partir des
expressions de B, et By, on obtient :
dr  2sinfcos6 df . .2
— = ————5 —— soit r =rysin“6
r sin” 6
Par ailleurs, le piégeage se fait autour de ryin(6) o sin’ 6. Les particules sont donc piégées le long
des lignes de champ.

6. On pourra vérifier que V a les bonnes dimensions.
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Vir,s)
10

55}

I’max(e)

]

rmin(e)

FiGure 4.1 — Potentiel piégeant effectif. Le dessin est tracé pourm =2,A=K = 1,et6 = /5

5. A 6 donné, il n’y a piégeage que si Viax(6) > %mv% soit K* > 16A2v(2) sin® . Il est donc plus facile
de piéger au niveau des poles, i.e. 1a ot sin8 =~ 0. Les aurores boréales étant dues a 1’ionisation de
I’atmosphere par des particules chargées (issues du vent solaire), on comprend bien pourquoi elles
ont préférentiellement lieu aux pdles.

6. Pour qu’il y ait piégeage a tout angle, il faut que K* > 16A% = Kj. Ainsi, plus les particules
concernées sont énergétiques, i.e. plus vy est grand, plus le K minimal piégeant doit étre grand.
Comme 7pin(f) o< K7, les ceintures piégeantes sont d’autant plus proches de la Terre que vy est
grand. Plus précisément, regardons a quel angle ces ceintures interceptent la surface terrestre :

R7Ky

Fmin(@) = Ry soit  sin® @ = "

/ M
On trouve finalement : sin® @ = 2R v, 'u—oe—.
T m

Cette intersection se fait donc d’autant plus proche de 1’équateur que la particule est énergétique.
Ainsi, il n’est pas impossible d’observer des aurores boréales a des latitudes plus basses, lors d’une
forte activité solaire («orages magnétiques»).
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