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Chapitre 1

Notions de base sur les circuits

1.1 GRANDEURS ÉLECTRIQUES

1.1.1 Introduction

L’électricité est une forme d’énergie produite par la circulation de charges électriques
dans un corps conducteur ou semi-conducteur. Certains corps, en particulier les mé-
taux (aluminium, cuivre...) sont de très bons conducteurs parce qu’ils possèdent des
électrons qui peuvent se libérer de l’attraction du noyau de l’atome pour participer à
la conduction électrique. Dans d’autres matériaux appelés isolants, les charges élec-
triques ne peuvent pas circuler.

L’étude du mouvement de ces charges électriques et des phénomènes qui s’y rat-
tachent est l’électrocinétique. En réalité, la mise en mouvement des charges dans un
conducteur n’est pas instantanée. Le champ électromagnétique se propage le long du
conducteur à une vitesse proche de la vitesse de la lumière qui est : c = 3×108 m.s−1

(mètres par seconde).

Nous allons dans la suite de ce paragraphe rappeler les définitions de l’électrociné-
tique.

Prenons par exemple le cas d’une batterie de voiture de 12 volts : cette batterie qui est
appelée générateur de tension ou source de tension a pour rôle de fournir l’énergie
sous forme d’un courant électrique. Une ampoule branchée directement aux bornes
de la batterie reçoit le courant c’est pourquoi l’ampoule est appelée un récepteur. Le
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passage du courant électrique échauffe le filament de l’ampoule qui devient incan-
descent et produit une lumière. D’une façon générale, un récepteur est un appareil
qui transforme l’énergie électrique en diverses énergies.

Le rôle du générateur consiste non pas à fabriquer des charges, mais à mettre en
mouvement simultané les charges mobiles situées dans les matériaux conducteurs du
circuit électrique. C’est cette circulation des charges électriques dans les conducteurs
que nous appelons le courant électrique.

1.1.2 Charge électrique et courant électrique

La charge élémentaire « −q » est celle de l’électron. Il s’agit d’une charge néga-
tive exprimée en coulomb (C) et qui vaut : −q = −1,60 × 10−19 C. Les charges en
mouvement peuvent aussi être positives (ions positifs), mais pour les conducteurs,
ce sont souvent les électrons qui contribuent majoritairement à la conduction élec-
trique.

Supposons maintenant un conducteur de section dS : ( par exemple dS = 1 cm2 ), qui
contient des porteurs de charges mobiles. Les collisions que subissent ces porteurs
de charges sur les imperfections du réseau cristallin du conducteur, leur commu-
niquent un mouvement désordonné dont la résultante du point de vue de transport de
l’électricité, est nulle.

La batterie de l’exemple précédent est à l’origine de l’établissement d’un champ
électrique

−→
E qui permet le déplacement des charges électriques avec une vitesse

proportionnelle à
−→
E . Cette vitesse notée −→v est égale à :

−→v = m.
−→
E
(
m représente la mobilité des charges exprimée en m2. V−1. s−1

)
En un intervalle de temps égal à 1 seconde, un certain nombre de charges « N »
traversent la surface considérée «

−→
dS».

N = −→v .n.
−→
dS. d t = −→v .n.1 cm2.1 s

n étant la densité des charges ; c’est-à-dire le nombre de porteurs par unité de volume.
La charge électrique qui traverse la section en 1 seconde devient :

dQ = qN = q.−→v .n.
−→
dS. d t

Le flux d’électrons qui circule dans le conducteur est appelé courant électrique I. Son
intensité s’exprime en ampère (A).

I =
dQ
d t

=
−→
J .

−→
dS

Généralement, « dQ » représente la quantité de charges (en coulomb) traversant la
section «

−→
dS » pendant l’intervalle de temps « dt » (en seconde).
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Section S du conducteur

e
e
e
e

I

nombre de charges traversant la section S

intervalle de temps d'observation
Débit =

Figure 1.1 Déplacement des charges négatives et sens du courant dans un conducteur.

−→
J représente le vecteur densité de courant exprimé en A.m−2. La densité du courant

est liée à la vitesse « −→v » d’ensemble des porteurs de charges mobiles, et à leur
densité volumique de charges locale « rv ».

−→
J = rv.

−→v exprimé en A.m−2

En remplaçant la vitesse par son expression, nous obtenons :
−→
J = rv.m.

−→
E = s.

−→
E

s représente la conductivité électrique du conducteur, exprimée en siemens par
mètre (S.m−1). Cette expression représente la forme locale de la loi d’Ohm. Nous
utilisons aussi couramment l’inverse de la conductivité qui est appelée la résistivité
du conducteur.

r =
1
s

exprimé en ohm.m (V.m)

Dans le cas particulier d’un conducteur cylindrique à section constante « S », nous
pouvons déterminer la résistance R ou la conductance G d’un tronçon du conducteur
de longueur � :

R = r.
�

S
exprimée en ohm et G = s.

S
�

exprimée en siemens ou V−1

Par convention, les physiciens du XIXe siècle, ignorant alors l’existence des élec-
trons, ont défini le courant électrique comme une circulation de charges positives
se déplaçant dans le circuit de la borne positive « + » du générateur vers la borne
négative « − » de ce dernier.

Cette convention a été maintenue bien que nous sachions aujourd’hui que, dans la
plupart des cas, ce sont des électrons qui circulent en sens inverse. Nous retenons :

• le sens du courant est identique au sens du déplacement des ions positifs (trous),

• le sens du courant est opposé au sens du déplacement des électrons.

Comme nous allons le voir au troisième paragraphe, nous trouvons dans les réseaux
linéaires l’élément résistance (résistor) dont la valeur exprime la résistance que le
composant oppose à la circulation des charges électriques.
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La résistance, notée souvent « R », transforme ainsi l’énergie électrique reçue en
énergie thermique par dégagement de chaleur. Ce phénomène est connu sous le nom
d’effet Joule.

1.1.3 Potentiel électrique

Comme dans tous les domaines de la physique, le déplacement d’un objet quel-
conque (une bille, des molécules d’eau, de l’air...) est dû à un apport d’énergie carac-
térisé par le travail. L’unité du travail (ou énergie) est le joule. Souvent, pour mieux
expliquer les phénomènes électriques, nous avons recours à des analogies hydrau-
liques. Par exemple, l’intensité du courant est comparée à un débit d’eau, la section
du conducteur correspondant à la section du tuyau.

En électricité, le générateur joue le rôle d’une pompe où l’eau est remplacée par
des charges électriques. La différence d’état électrique (équivalent de la pression) est
appelée différence de potentiel ou tension électrique. Nous pouvons aussi comparer
le déplacement d’une charge électrique au déplacement d’une masse entre un niveau
haut et un niveau plus bas, ce qui constitue la chute de la masse.

Dans tous les cas, nous avons affaire à un travail qui peut être exprimé par :

W = Q (UA − UB) = Q.U en joule (J)

La quantité U = UA − UB est appelée la différence entre le potentiel du point A et
le potentiel du point B, nous parlons alors d’une différence de potentiel exprimée
en « volt ». Cette différence de potentiel est définie comme étant le travail par unité
de charge. Elle établit une comparaison entre deux points d’un circuit. La tension
est symbolisée par la lettre U (ou V) et par une flèche sur le circuit tournée vers le
point dont le potentiel est le plus élevé : c’est-à-dire la borne positive du générateur
de l’exemple donné à la figure 1.2 qui représente une batterie (pile) du type 12 volts
branchée aux bornes d’une ampoule ou d’une résistance.

12 V +
-

12 V

i(t) A

B

u(t)eg(t)

A

B

u(t)

A

B

u(t)

(a)      (b)                (c)

Figure 1.2 Représentation d’un générateur (12 V) et d’un récepteur constitué, soit d’une
ampoule électrique (a) et (b), soit d’une résistance (c).

1.1.4 Énergie et puissance électrique

Dans un conducteur, les porteurs de charges soumis à un champ électrique se trouvent
en mouvement, ce qui leur procure une certaine énergie cinétique. Ils cèdent cette
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énergie au cours de collisions multiples qu’ils subissent durant leur trajet. Le conduc-
teur s’échauffe et nous parlons dans ce cas d’échauffement par effet Joule. L’échauf-
fement traduit la quantité d’énergie dissipée par le conducteur.

Soit u(t) la différence de potentiel entre le point A et le point B à un instant déterminé
et soit i(t) le courant qui circule entre A et B au même instant. Nous parlons dans ce
cas de grandeurs électriques instantanées. La puissance instantanée est :

p(t) = u(t).i(t) exprimée en watt (W)

Cette puissance représente le taux (en joule par seconde) selon lequel l’énergie est
transférée. Il est donc possible de déterminer, pendant l’intervalle de temps considéré
« Dt », la quantité d’énergie dissipée.

W =
∫ Dt

0
p(t) d t =

∫ Dt

0
u(t).i(t) d t (en J)

Remarque : Ne pas confondre l’unité de la puissance qui est le watt, no-
tée « W » et l’énergie ou travail qui est souvent désigné en physique par la
lettre « W ».

Souvent, l’évolution temporelle de la valeur de la tension u(t) et de la valeur du
courant i(t) en fonction du temps n’est pas constante, mais elle est décrite par une
expression mathématique connue f (t). La connaissance de l’énergie dissipée pendant
l’intervalle du temps Dt permet de calculer la puissance moyenne.

Pmoyenne =
W
Dt

=
1
Dt

∫ Dt

0
p(t) d t =

1
Dt

∫ Dt

0
u(t).i(t) d t (en watt)

En toute rigueur, la moyenne temporelle d’un signal électrique est une caractéristique
propre qui doit être calculée sur toute l’existence de ce signal, en prenant un intervalle
de temps infini. En pratique, nous nous contentons d’une estimation en prenant un
intervalle de temps Dt déterminé.

1.2 FORMES D’ONDES ET SIGNAUX ÉLECTRIQUES

D’une manière générale, un circuit électrique linéaire peut être décrit par les élé-
ments passifs (résistances, condensateurs et inductances) qui le constituent, et par
les générateurs de tension et de courant qui l’alimentent.

Pour ces générateurs, nous pouvons distinguer les sources continues et les sources
alternatives, sinusoïdales ou non.

➤ Le régime statique ou régime continu

Les grandeurs électriques sont invariantes dans le temps. Nous disons que les ten-
sions et les courants sont continus. Le régime statique peut être utilisé seul dans des
cas simples, mais ce régime constitue souvent une première étape pour étudier des
systèmes plus complexes comme par exemple les amplificateurs.
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➤ Le régime dynamique ou régime variable

Les grandeurs électriques évoluent dans le temps selon une loi de variation tempo-
relle bien déterminée. Nous pouvons appliquer directement ce régime à des éléments
passifs ou sur un schéma équivalent du circuit, auquel cas le modèle n’est valable
que pour un régime statique particulier (point de fonctionnement déterminé).

1.2.1 Tensions et courants continus

Dans un circuit, nous souhaitons souvent déterminer la tension entre deux points ap-
pelés dipôle électrique. Nous pouvons choisir d’avance soit la convention récepteur,
soit la convention générateur :

• convention récepteur : les flèches du courant et de la tension sont en sens inverse ;

• convention générateur : les flèches du courant et de la tension sont dans le même
sens.

A B

UAB

I A B

UAB

I

(a) (b)

Figure 1.3 Convention générateur (a) et convention récepteur (b).

Il est commode d’utiliser l’une ou l’autre des conventions selon la nature connue
ou présumée du dipôle. Mais il arrive souvent qu’après avoir fini le calcul, l’une ou
l’autre des quantités déterminées soit négative. Nous pouvons alors nous référer au
tableau suivant :

Tableau 1.1 Tableau récapitulatif des conventions.

U + − + −
I + + − −

Convention
récepteur

Le dipôle réel est
un récepteur

v > 0

Le dipôle réel est
un générateur

v < 0

Le dipôle réel est
un générateur

v < 0

Le dipôle réel est
un récepteur

v > 0

Convention
générateur

Le dipôle réel est
un générateur

v > 0

Le dipôle réel est
un récepteur

v < 0

Le dipôle réel est
un récepteur

v < 0

Le dipôle réel est
un générateur

v > 0

a) Source idéale de tension

Un générateur (source) de tension continue supposé idéal est un générateur qui four-
nit, entre ses bornes, une différence de potentiel constante, quelle que soit l’intensité
du courant qui le traverse, ou en d’autres termes quelle que soit la charge à ses bornes,
à condition que cette charge ne soit pas nulle.
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Nous appelons aussi la source de tension idéale, une force électromotrice U désignée
par l’abréviation « f.é.m ». Nous trouvons souvent dans les documents produits en
français trois types de notation indiquées à la figure 1.4.

A

B

+
−

A

B

A

B

•

•

•

• •

•

(a)              (b)                             (c)

Figure 1.4 Différents symboles pour une source de tension.

Pour l’étude des circuits électriques, nous sommes souvent amenés à déterminer la
tension entre deux points A et B, autrement dit aux bornes d’un dipôle AB. Dans ce
cas, nous pouvons choisir la convention récepteur pour laquelle la flèche du courant
et la flèche de la tension sont en sens inverse. Nous pouvons aussi choisir la conven-
tion d’un générateur (émetteur) pour laquelle la flèche du courant et la flèche de la
tension sont dans le même sens. Dans la convention récepteur représentée sur la fi-
gure 1.5 (a), le générateur reçoit de l’énergie si le produit U.I est positif, il en fournit
si au contraire U.I est négatif.

I

E

I

E

E

I

U

U

A

B

U

A

B

(a) (b)               (c)

Figure 1.5 Source de tension avec la convention récepteur (a),
la convention générateur (b) et courbe U = f(I) en (c).

Supposons maintenant un générateur idéal de tension qui fournit à une charge quel-
conque un courant I. Nous pouvons tracer l’évolution de la tension en fonction du
courant : U = f (I) aux bornes de la charge. Cette caractéristique présentée à la figure
1.5 (c) se réduit à une droite parallèle à l’axe des courants et d’abscisse à l’origine
égale à E, ce qui représente la valeur de la tension fournie par la source.

La puissance Pf fournie par le générateur est égale à la puissance dissipée par la
charge. Cette puissance varie proportionnellement avec l’intensité du courant qui
circule dans le circuit.

U = UA − UB = constante et Pf = Pdissipée = U.I = E.I



8 1 • Notions de base sur les circuits

La courbe représentant la variation de la puissance fournie par une source idéale de
tension en fonction du courant débité est donnée à la figure 1.6.

Pf

I

Figure 1.6 Variation de la puissance fournie en fonction du courant débité.

b) Source idéale de courant

Un générateur (source) de courant continu supposé idéal est un générateur fixant
l’intensité du courant électrique Ig qui le traverse quelle que soit la différence de
potentiel U à ses bornes, autrement dit quelle que soit la charge à ses bornes, à
condition que cette charge ne soit pas infinie. Le courant ainsi débité est aussi appelé
courant de court-circuit.

A

B

Ig

•

• •

•

•

•
A

B

A

B

(a)              (b)                            (c)

IgIg

Figure 1.7 Nouveaux symboles (a) et (b) et ancien symbole (c) d’une source de courant.

Comme pour le générateur de tension, en utilisant la convention récepteur, si le pro-
duit U.I est négatif, le générateur fournit de l’énergie ; si le produit U.I est positif,
le générateur reçoit de l’énergie. La figure 1.8 (a) donne le courant débité I en fonc-
tion de U et la figure 1.8 (b) la puissance fournie Pf en fonction de la tension U aux
bornes du générateur de courant.

c) Générateur réel de tension

Un générateur réel de tension possède souvent une résistance interne Rg placée en
série avec le générateur idéal de tension Eg. La tension qui apparaît entre les deux
bornes du dipôle est égale à la somme algébrique de la tension fournie par le généra-
teur Eg et de la chute de tension produite par le passage du courant I circulant dans
la résistance interne.
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Pf

U

I

U

Ig

(a)               (b)

Figure 1.8 Variations du courant I (a) et de la puissance fournie Pf (b), en fonction de U.

Selon le choix arbitraire du sens du courant, le dipôle ainsi constitué a pour équation
l’une des deux relations suivantes :

U = Eg + Rg.I cas de la figure 1.9 (a)

U = Eg − Rg.I cas de la figure 1.9 (b)

Figure 1.9 Générateur réel de tension chargé par une résistance R.

La caractéristique courant-tension du générateur réel s’obtient facilement en ajoutant
algébriquement la caractéristique courant-tension du générateur idéal (U = Eg) et
celle de la résistance interne (Rg.I) à intensité I fixée. Si nous choisissons la conven-
tion générateur de la figure 1.9 (b), la caractéristique est représentée sur la figure 1.10
par la droite d’équation :

U = Eg − Rg.I

Cette droite passe par les deux points dont les coordonnées sont :(
U = 0 et I = ICC =

Eg

Rg

)
et

(
U = Eg et I = 0

)
ICC est appelé le courant de court-circuit de la source.

Si nous utilisons, comme nous l’avons représenté à la figure 1.9 (b), la convention
générateur pour la source et la convention récepteur pour la résistance, lorsqu’une
source réelle de tension est chargée par une résistance R, la tension U et le courant I
doivent vérifier :

U = Eg − Rg.I et U = R.I
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U

I

Eg

ICC

Droite d’équation : U = Eg – Rg.I

Droite d’équation : U = R.I

M

Figure 1.10 Caractéristique tension-courant d’une source réelle de tension.

Sur la figure 1.10, le point M de coordonnée (U,I) est représentatif de l’état du circuit.
Il se trouve à l’intersection des deux droites d’équation :

• U = Eg − Rg.I ;

• U = R.I.

Ce point est appelé point de repos ou point de fonctionnement du circuit. Parfois,
pour des circuits complexes, si nous superposons une tension continue et une tension
alternative, afin d’éviter des confusions, nous pouvons mettre des indices zéro (U0,I0)
à la place de (U,I).

d) Générateur réel de courant

Un générateur réel de courant présente toujours une résistance interne de fuite de
courant. Cette résistance Rg est montée en parallèle avec le générateur idéal. Le cou-
rant total I qui traverse le dipôle est égal à la somme algébrique du courant dans la
résistance interne Rg et du courant Ig fourni par le générateur.

Ig
Rg R U

I

g
g R

U
II −=

Figure 1.11 Source réelle de courant chargée par une résistance R.

La caractéristique courant-tension s’établit (comme pour le générateur réel de ten-
sion) en ajoutant l’intensité Ig à celle traversant la résistance R pour une différence
de potentiel fixée.

Nous prenons la convention générateur pour la source de courant et la convention
récepteur pour la résistance R. Lorsque la source est utilisée pour alimenter une ré-
sistance R, le point M représentatif de l’état du circuit de coordonnées (U,I) se trouve
à l’intersection :

• de la caractéristique de la source dont l’équation est : I = Ig −
U
Rg
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• et de la caractéristique de charge d’équation : I =
U
R

Le point d’intersection de la caractéristique de la source avec l’axe des abscisses,
donne une tension notée UV = Rg.Ig qui représente la tension à vide de la source de
courant.

I

U

Ig

Rg .Ig

Droite d’équation :  I = Ig – U/R

Droite d’équation :  I = U/R

M

Figure 1.12 Variation du courant en fonction de la tension d’une source réelle de courant.

Remarque : Souvent, les résistances internes n’ont pas plus de réalité physique
que les sources idéales auxquelles elles sont associées pour représenter les
sources réelles. Ces représentations permettent de modéliser le comportement
des sources vis-à-vis de l’extérieur. La résistance interne traduit un phénomène
physique qui limite l’énergie tirée d’une source.

1.2.2 Tensions et courants périodiques

a) Fonction périodique

Un signal u(t) ou i(t) est périodique, de période « T » si, quel que soit l’instant t,
nous avons :

u(t) = u(t + T) ou i(t) = i(t + T)
La connaissance du signal sur une durée égale à T , c’est-à-dire la connaissance de
l’évolution de la fonction qui représente le signal est suffisante pour le déterminer
complètement.

• T est la période du signal exprimée en seconde (s) ; nous utilisons les multiples
et sous-multiples de cette unité. Cette période représente le temps qui sépare deux
passages successifs par la même valeur avec le même sens de variation.

• La fréquence « f » qui est exprimée en hertz (Hz) donne le nombre de périodes
par seconde. Nous pouvons aussi utiliser surtout les multiples de cette unité :
kHz, MHz et même des GHz dans le cas de l’hyperfréquence.

Nous pouvons aussi rencontrer dans des documentations anciennes le terme de cycle
par seconde qui a été remplacé par le hertz.

f = 1/T en Hz (ou s−1)
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En électronique, nous avons affaire fréquemment à des fonctions périodiques. Par
exemple, le spot lumineux d’un téléviseur ou d’un oscilloscope doit se déplacer d’une
façon linéaire, de gauche à droite et de haut en bas. Nous appliquons pour cela sur
les plaques de déviation horizontale et sur les plaques de déviation verticale deux
tensions triangulaires.

Nous utilisons aussi des signaux carrés (signaux d’horloge) pour commander des
composants en électronique digitale (numérique).

La figure 1.13 représente trois cas particuliers de fonctions périodiques, à savoir :

• La fonction : tension sinusoïdale u1(t)

• La fonction : tension dents de scie u2(t)

• La fonction : tension carrée sans offset (tension de décalage) u3(t)

u1(t)

t

u2(t)

t

u3(t)

t

T

T

T

E

–E

E E

–E

Figure 1.13 Exemples de fonctions périodiques de période T.

b) Fonction sinusoïdale

Le signal sinusoïdal est un signal périodique particulier. Sa loi d’évolution s’exprime
à l’aide des fonctions sinus et cosinus. On dit qu’un réseau linéaire fonctionne en
régime sinusoïdal ou régime harmonique si ses tensions et courants ont pour expres-
sions algébriques :

s(t) = SMax cos(vt + f) ou s(t) = SMax sin(vt + f)

Pour des raisons de commodité, en vue de ce qui va suivre (représentation de Fresnel
et représentation complexe), nous préférons définir le signal sinusoïdal par la pre-
mière expression qui correspond à une cosinusoïde. Nous avons présenté à la figure
1.14 (a) le signal cosinusoïdal s1(t) et à la figure 1.14(b) le signal sinusoïdal s2(t) :

s1(t) = SMax cos(vt) et s2(t) = SMax sin(vt)

La variable temps « t » est supposée varier de « −∞ » à « +∞ », s(t) est la valeur
(ou amplitude) instantanée exprimée en volt ou en ampère.
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s1(t)

t

s2(t)

t

SMax

-SMax -SMax

SMax

(a)             (b)

Figure 1.14 Représentation temporelle (cartésienne) d’un signal cosinusoïdal (a)
et d’un signal sinusoïdal (b).

• 2SMax représente la valeur crête à crête de s(t) ;

• SMax est la valeur maximale ou crête du signal s(t) ;

• v est la pulsation (appelée parfois vitesse angulaire) du signal. La pulsation est
reliée à la fréquence et à la période T par :

v = 2pf =
2p

T
exprimée en radian par seconde (rad.s−1)

• vt + f représente l’angle de phase instantanée appelé souvent phase instantanée,
qui est exprimée généralement en radian et parfois en degré ;

• f est l’angle de phase appelé souvent phase à l’origine exprimée en radian ou en
degré.

c) Décalage et déphasage

Considérons par exemple un courant (ou une tension) sinusoïdal :

s(t) = SMax cos(vt + f) ;

ce courant passe dans un circuit électrique. La sortie obtenue est notée :
s′(t) = S′Max cos(vt + f′). Nous notons les phases instantanées : u et u′ avec :
u = vt + f et u′ = vt + f′

Nous appelons différence de phase (ou déphasage) instantanée entre s(t) et s′(t) la
quantité :

u′ − u = (vt + f′) − (vt + f) = f′ − f

Cette différence de phase Df = f′−f est une constante. Nous pouvons alors écrire :

s′(t) = S′Max cos(vt + f′ + f − f ) = S′Max cos(v(t − (f − f′)/v) + f )

L’expression précédente montre que s′(t) à l’instant t1 se trouve dans la même situa-
tion que s(t) à l’instant : t2 = t1 − (f − f′)/v. Deux cas se présentent :
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– si f > f′ , t2 est antérieur à t1, le signal s′(t) est en retard de phase sur s(t). C’est
le cas représenté à la figure 1.15 (a) ;

– si f < f′ , t1 est antérieur à t2, le signal s′(t) est en avance de phase sur s(t). Ce
cas est représenté à la figure 1.15 (b).

s (t)

t ou (ωt)

s (t)s’(t)s’(t)

Δφ Δφ

s (t),s’(t) s (t),s’(t)

t ou (ωt)

(a) (b)

Figure 1.15 Représentation du déphasage entre s(t) et s′(t) : s′(t) est en retard de phase (a) ou
en avance de phase (b) par rapport à s(t).

Remarque 1 : Le raisonnement concerne deux signaux de même fréquence.
Dans le cas contraire, nous ne pouvons plus utiliser la notion de déphasage.

Remarque 2 : Souvent, nous pouvons tracer s(t) et s′(t) en fonction du temps
ou en fonction de vt. Dans ce dernier cas, nous pouvons lire directement le
déphasage sur l’axe des abscisses.

Nous voyons donc que la différence de phase f − f′ s’interprète physiquement
comme étant, à une constante multiplicative près (qui est la pulsation v), le retard
compté algébriquement du signal s′(t) sur le signal s(t).

D’après la définition précédente, le déphasage peut être supérieur ou inférieur à 2p.
Or un angle, donc un déphasage, est toujours défini à 2kp près. C’est le problème
essentiel des mesures en régime sinusoïdal. Dans ce cas, le seul moyen d’apprécier
réellement le déphasage est d’étudier le comportement du circuit en régime transi-
toire, c’est-à-dire lorsque la tension ou le courant passent brusquement d’une valeur
à une autre.

d) Valeurs moyennes et valeurs efficaces

La valeur moyenne d’une fonction sinusoïdale s(t) = SMax cos(vt + f) est :

Smoyenne = 〈s(t)〉 =
1
T

∫ T

0
s(t) d t =

1
T

∫ T

0
SMax cos(vt) d t

Smoyenne =
SMax

v.T
[sin (vt)]T

0 = 0
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Puisque la valeur moyenne d’une fonction sinusoïdale pure est nulle, nous n’utilisons
que rarement en électricité la notion de la valeur maximale SMax d’une fonction pé-
riodique. En revanche, nous préférons lui substituer une grandeur plus significative
Seff, appelée valeur efficace, telle que :

Seff =

√
1
T

∫ T

0
s2(t) d t

Si nous prenons le cas particulier d’un signal sinusoïdal s(t) avec :

s(t) = SMax cos(vt + f),

la valeur efficace devient :

S2
eff =

1
T

∫ T

0
s2(t) d t =

1
T

∫ T/2

−T/2
S2

Max sin2(vt) d t =
S2

Max

T

∫ T/2

−T/2

1 − cos(2vt)
2

dt

S2
eff =

S2
Max

2T

[
t − sin(2vt)

2v

]T/2

−T/2

=
S2

Max

2
soit : Seff =

SMax√
2

Les forces électromotrices, les tensions et les courants d’un circuit électrique en ré-
gime sinusoïdal ont pour expression la forme suivante :

s(t) =
√

2Seff cos(vt + f) ou s(t) =
√

2Seff sin(vt + f)

Les grandeurs de ces variables sont toujours données (ou lues), sur la plupart des
appareils, en valeurs efficaces. Une tension alternative dite de 220 volts, varie entre
± 220

√
2 soit ± 310 volts en changeant de sens deux fois par période.

Remarque : Dans le cas général d’une tension périodique, la valeur efficace
vraie connue sous le sigle TRMS (True Root Mean Square) est la valeur d’une
tension continue qui produirait, dans une résistance identique, le même déga-
gement de chaleur dans le même temps, autrement dit une même dissipation
de puissance. Dans le cas d’une sinusoïde, nous utilisons souvent juste les
deux premiers mots « valeur efficace ».

1.2.3 Compléments sur les sources

a) Tensions et courants non périodiques

Il n’existe pas de régime permanent, qu’il soit statique ou harmonique au sens strict.
Il a fallu, à un moment donné, mettre le circuit sous tension. Les grandeurs élec-
triques ont changé de valeur à la mise sous tension. L’établissement de ces grandeurs
prend un certain temps et le passage d’un régime permanent (souvent état de repos)
à un autre régime permanent est alors appelé régime transitoire.

Souvent, nous utilisons des fonctions mathématiques pour modéliser l’évolution de
la tension ou du courant en fonction du temps (voir chapitre 5 consacré aux régimes
transitoires). Certaines d’entre elles présentent un grand intérêt.
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➤ La fonction porte p(t)

La fonction porte ou fenêtre, représentée à la figure 1.16 (a), est la fonction p(t)
définie par :

p(t) = 1 pour |t| < T/2 et p(t) = 0 pour |t| > T/2

Cette fonction permet de modéliser la mise sous tension puis la coupure de l’électri-
cité.

➤ La fonction impulsion de Dirac d(t)

Pour trouver la fonction impulsion de Dirac présentée à la figure 1.16 (b), nous pre-
nons la fonction porte et nous supposons que T tend vers zéro. Nous obtenons :

• d(t) = lim p(t) lorsque T tend vers 0 ;

• d(t) = 0 pour t �= 0 ;

• d(t) = ∞ pour t = 0.

Physiquement, l’impulsion de Dirac ne peut être obtenue puisque cette impulsion
présente un temps de montée nul. Cette fonction est importante dans l’analyse de
circuits (filtres).

➤ La fonction échelon unité de Heaviside u(t)

La fonction échelon unité présentée à la figure 1.16 (c), est définie comme suit :

• u(t) = 0 pour t < 0 et

• u(t) = 1 pour t = 0.

Nous utilisons souvent aussi la notion de u(0−) = 0 et u(0+) = 1

Cette fonction est intéressante puisqu’elle permet de modéliser l’établissement de
manière instantanée d’un régime continu, d’où son rôle pour l’étude des régimes
transitoires.

π(t)

t

δ(t)

t

u(t)

t
T/2-T/2

1 1

(a)       (b) (c)

Figure 1.16 Représentation des fonctions : porte (a), impulsion de Dirac (b) et échelon (c).
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➤ La fonction rampe f (t)

La fonction rampe présentée à la figure 1.17 (a) représente l’intégrale de la fonction
échelon unité. Elle est définie comme suit :

• f (t) = 0 pour t < 0 et

• f (t) = at pour t � 0.

Cette fonction peut se révéler intéressante dans les cas concernant les études du
contrôle, de la poursuite et de la régulation des systèmes électriques.

➤ La fonction exponentielle g(t)

La fonction exponentielle présentée à la figure 1.17 (b) est définie comme suit :

g(t) = e−at u(t)

Cette fonction joue un rôle important dans l’analyse de circuits électriques.

f(t)

t

g(t)

t

(a)   (b)

Figure 1.17 Représentation de la fonction rampe (a) et exponentielle (b).

b) Sources indépendantes et sources liées

Les sources de tensions et les sources de courants idéales (ou non), continues (ou
sinusoïdales) étudiées auparavant sont des sources indépendantes. Mais il peut arriver
que la force électromotrice (ou le courant) d’une source dépende d’une grandeur X
quelconque du circuit (tension ou courant). La source est dite liée ou dépendante.
Nous pouvons donc imaginer quatre sources dépendantes :

• une source de tension U′ dépendant d’une source de tension U (a) : U′ = K1U

• une source de tension U′ dépendant d’une source de courant I (b) : U′ = K2I

• une source de courant I′ dépendant d’une source de courant I (c) : I′ = K3I

• une source de courant I′ dépendant d’une source de tension U (d) : I′ = K4U

Les coefficients K1, K2, K3 et K4 sont des coefficients de proportionnalité (respecti-
vement : sans dimension, homogène à une impédance, sans dimension et homogène
à une admittance). Ces coefficients sont indépendants des tensions fournies ou des
courants débités par les sources.
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K1U K2I K3I K4U

(a)            (b)                     (c)         (d)

Figure 1.18 Représentation des quatre sources liées.

La notion de sources liées est à la base de l’étude de tous les modèles électriques
concernant les éléments actifs tels que les transistors et d’une façon générale les
amplificateurs. Ces sources dépendantes transforment l’énergie électrique, mais ne
sauraient en fournir spontanément.

Un réseau passif est un réseau qui ne contient que des sources indépendantes. Un
réseau actif contient des sources liées et souvent aussi, des sources indépendantes.

c) Extinction ou passivation d’une source indépendante

Dans certains cas, nous pouvons être amené à éteindre les sources, c’est à dire à an-
nuler leurs effets ; autrement dit, nous supposons qu’elles ne fournissent plus aucune
énergie au réseau. Deux cas se présentent :

• Une source idéale de tension est éteinte si elle se comporte comme un court-circuit
quel que soit le courant qui la parcourt. Il suffit donc de la remplacer par un court-
circuit.

• Une source idéale de courant est éteinte si elle se comporte comme un circuit
ouvert quelle que soit la tension à ses bornes. Il suffit donc de la remplacer par un
circuit ouvert.

Remarque 1 : Nous ne pouvons pas éteindre une source liée.

Remarque 2 : En général, nous travaillons avec des sources réelles qui com-
portent des résistances internes. Dans ce cas, il suffit de remplacer la source
éteinte par sa résistance interne Rg. Cette opération s’appelle passivation des
sources.

1.3 RELATION TENSION-COURANT

En pratique, une source de tension excite un ensemble d’éléments pour réaliser une
fonction particulière. Nous trouvons, dans les circuits et réseaux électriques, des
éléments passifs (les résistances, les condensateurs et les inductances) et des élé-
ments actifs. Les éléments actifs peuvent être étudiés en utilisant un modèle équi-
valent constitué d’éléments passifs, en plus des sources contrôlées de tensions ou de
courants.
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1.3.1 Cas d’une résistance

(a)          (b) (c)

Figure 1.19 Symboles d’une résistance.

Les résistances sont des composants fabriqués en utilisant du carbone graphité, mé-
langé avec l’argile soit à l’aide d’un alliage possédant un fort coefficient de résistivité
(constantan, manganin...) ou par dépôt sur un film métallique de couche d’oxydes.

Dans tous les cas, trois critères sont à considérer dans le choix d’une résistance :

• sa valeur ohmique exprimée en ohm et noté « V » ;

• sa puissance à dissiper de l’énergie. Nous trouvons des résistances simples 0,25
ou 0,5 watt et des résistances de puissance capables de dissiper au moins 1 watt ou
davantage. Dans ce denier cas, les résistances sont souvent à couches métalliques,
bobinées ou vitrifiées. La valeur de la résistance est indiquée sur le composant.

• sa précision ou tolérance. Il existe plusieurs séries de résistances caractérisées par
l’échelonnement des valeurs par décade. Par exemple la série E12, qui concerne
des résistances de faible puissance comporte, 12 valeurs par décade, à savoir : 10 ;
12 ; 15 ; 18 ; 22 ; 27 ; 33 ; 39 ; 47 ; 56 ; 68 ; 82 (ainsi que les multiples et les sous-
multiples). La valeur d’une résistance est indiquée selon le code des couleurs, à
l’aide de quatre anneaux (les trois premiers pour la valeur ohmique et le quatrième
pour la tolérance).

Remarque : Il existe une famille de résistances qui possède la propriété de va-
rier en fonction d’un paramètre particulier. Parmi les plus utilisées, nous trou-
vons les thermistances qui sont des résistances dont la valeur varie en fonction
de la température, soit en augmentant (CTP : thermistance à coefficient de
température positif), soit en diminuant (CTN : thermistance à coefficient de
température négatif). Ces résistances réservées à des applications particulières
de contrôle et de comparaison ne seront pas étudiées dans ce livre.

La résistance est définie par la relation qui s’établit entre la tension à ses bornes et le
courant qui la traverse, appelée loi d’Ohm.

u(t) = R.i(t)

u(t) est exprimée en volt, R en ohm et i(t) en ampère.

Si la tension aux bornes d’une résistance est de 1 volt et si cette résistance est par-
courue par un courant de 1 ampère, la valeur ohmique de cette résistance est de 1
ohm.

Tout dispositif électrique qui consomme de l’énergie comporte au moins une résis-
tance dans son circuit modélisé. La puissance instantanée dissipée par une résistance
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est :
p(t) = u(t).i(t) en watt (W)

Dans le cas particulier d’une tension continue, la puissance instantanée dissipée dans
la résistance R devient :

p(t) = u(t).i(t) = U.I = R.I2 = U2/R en watt (W)

Cette quantité est toujours positive, ce qui revient à dire qu’une résistance dissipe
toujours de la puissance. Nous pouvons dire qu’une résistance joue le rôle d’un ré-
cepteur. Dans ce cas l’énergie consommée entre deux instants t1 et t2 s’obtient en
intégrant la puissance instantanée :

W =
∫ t2

t1

p(t) dt en joule (J)

Dans le cas particulier d’une tension continue, nous obtenons :

W =
∫ t2

t1

p(t)dt = R.I2 × (t2 − t1) =
U2

R
(t2 − t1) en joule (J)

Sachant que l’expression de l’énergie est déterminée pour une durée égale à (t2 − t1),
nous pouvons en déduire l’expression de la puissance moyenne dissipée par une
résistance :

Pmoyenne =
W

t2 − t1
=

W
Dt

en watt (W)

Dans le cas particulier d’une tension continue, la puissance moyenne devient :

Pmoyenne =
W

t2 − t1
= R.I2 =

U2

R
en watt (W)

Une résistance de valeur égale à 1 ohm, qui est parcourue par un courant I d’intensité
égale à 1 ampère, dissipe sous forme de chaleur (effet joule) une puissance égale à 1
watt.

1.3.2 Cas d’un condensateur

Un condensateur est un composant passif constitué de deux conducteurs appelés sou-
vent armatures, séparés par un diélectrique ou isolant (papier, mica ou air). Il s’agit
d’un réservoir d’énergie électrostatique capable d’emmagasiner l’énergie dans un
champ électrique. Lorsque la tension est variable sur un cycle, l’énergie sera stockée
durant une partie du cycle puis restituée durant l’autre partie du cycle.

(a)                 (b)             (c)

+

Figure 1.20 Symbole d’un condensateur normal (a), d’un condensateur variable (b)
et d’un condensateur chimique (c).
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En plus, le condensateur est capable de garder sa charge une fois débranché du cir-
cuit. Il reste chargé jusqu’à ce qu’une liaison permette la décharge.

Si le condensateur est traversé par un courant d’intensité i, la quantité de charges
stockées pendant un intervalle de temps d t considéré constant est :

dQ = i. d t en coulomb (C)

Cette variation de charges engendre une variation de la différence de potentiel à ses
bornes :

dQ = C du = i. d t en coulomb (C)

Plus le nombre de charges stockées est important, plus la différence de potentiel aux
bornes est élevée. La capacité du condensateur à accumuler les charges, notée « C »,
a pour unité le farad (F). Le Farad étant une quantité très grande, on emploie souvent
des sous-multiples.

Nous trouvons des condensateurs non polarisés tels que les condensateurs en cé-
ramique ou à film plastique, qui sont à usage fréquent, ou bien ceux en polyester
métallisé de meilleure qualité, servant pratiquement à tous les usages.

D’autres condensateurs de valeurs plus élevées sont polarisés (dotés d’une borne +
et d’une borne −) et doivent être mis dans le circuit électrique en respectant la po-
larité sous peine d’accidents. Il s’agit essentiellement de condensateurs électrochi-
miques, auxquels il faut rajouter les modèles au tantale, sous forme miniature « tan-
tale goutte » ou sous boîtiers métalliques.

Soit un condensateur plan constitué de deux armatures de même surface « S ». Ces
armatures sont séparées généralement par un diélectrique de permittivité relative ´r

et d’épaisseur �. La capacité du condensateur est donnée par l’expression suivante :

C =
´0´rS

�
avec : ´0 =

1

36 × p × 109

´0 est la permittivité du vide et ´r est la permittivité relative.

Les critères à considérer pour le choix d’un condensateur sont :

• sa capacité qui peut être indiquée de différentes façons. Il n’y a pas de règles
générales respectées par tous les fabricants ;

• sa précision ou tolérance. Notons à ce sujet que la précision est souvent de l’ordre
de 20 % et parfois plus, notamment pour les condensateurs électrochimiques ;

• sa tension de service. Cette tension représente la tension la plus élevée suppor-
tée par le condensateur. Attention, il ne faut jamais inverser la polarité pour les
condensateurs chimiques.

La première conséquence qui se dégage à partir de l’équation fondamentale précé-
dente concerne le régime continu établi :

U = constante, soit :
dU
d t

= 0 , ce qui donne un courant : i = 0
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En régime continu, le courant qui circule dans un condensateur est nul. Ce composant
se comporte donc comme un circuit ouvert (nous disons aussi interrupteur ouvert).

Inversement, un condensateur alimenté par un générateur de courant constant (I0 =
constante), développe à ses bornes une tension croissante UC.

dQ = I. d t = C. duC

ce qui donne une tension :

uC =
I0

C
t + U0

Remarque : Un condensateur idéal ne consomme pas d’énergie ; cette dernière
est simplement stockée en attendant d’être évacuée.

Les relations suivantes relient les différentes grandeurs :

i(t) = C
du(t)

d t

p(t) = u(t).i(t) = C.u(t)
du(t)

d t
=

d
d t

[
1
2

C.u2

]

WC =
∫ t

0
p(t) d t =

1
2

C.u2

WC est l’énergie accumulée par le condensateur au bout d’un temps t.

Supposons maintenant que pour t = 0, nous avons : U = 0 et Q = 0. Pour faire varier
l’énergie WC d’une quantité finie DWC en un temps infiniment petit Dt, il faudrait
fournir une puissance DWC/Dt qui est infinie, ce qui est physiquement irréalisable.
Nous déduisons donc :

Remarque : Ni la charge, ni la tension aux bornes d’un condensateur ne
peuvent varier instantanément. En revanche, le courant qui traverse le conden-
sateur peut subir une discontinuité.

1.3.3 Cas d’une inductance

a) Lois de l’électromagnétisme

➤ Champ magnétique

Si nous faisons circuler un courant électrique I dans une bobine à n spires, il y a
création d’une induction magnétique

−→
B dont la valeur est proportionnelle à l’inten-

sité du courant
−→
I . Le champ magnétique

−→
H qui en résulte est égal au produit n.

−→
I .

L’ensemble des spires canalise les lignes d’induction, ce qui donne un flux d’induc-
tion

−→
F :

−→
F =

−→
B .S où S est la section droite de la bobine
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➤ Loi de Lenz et self induction

Soit un circuit fermé traversé par un flux
−→
F . Lorsque nous faisons varier

−→
F , par un

procédé quelconque, le circuit devient le siège d’un courant dit courant induit
−→
Ii . Le

sens de ce courant induit est tel que le flux
−→
F qu’il produit à travers le circuit qu’il

parcourt tend à s’opposer à la variation de flux qui lui donne naissance. Il apparaît
alors dans le circuit une force électromotrice induite « −→e » telle que :

−→e = − dF

d t
= − d (Li)

d t
= −L

d i
d t

Le raisonnement inverse est vrai aussi, Si une inductance L est parcourue par un
courant d’intensité i, la tension aux bornes de l’inductance est :

−→u = L.
d i
d t

soit :
−→
F =

−→
B .S = L.

−→
i

u = uL(t)

L
i(t)

Figure 1.21 Symbole d’une inductance.

L’inductance (appelée également self) est l’élément de circuit capable de stocker
l’énergie dans un champ magnétique pendant un certain temps T1 avant d’être resti-
tuée durant T2 au reste du circuit.

Comme pour le condensateur, nous pouvons déterminer les relations suivantes :

u(t) = L
d i(t)
d t

p(t) = u(t).i(t) = L
d i(t)
d t

i(t) =
d
d t

[
1
2

Li2
]

WL =
∫ t

0 p(t) d t =
1
2

L.i2

WL est l’énergie accumulée par l’inductance. Cette énergie ne pouvant varier instan-
tanément, nous pouvons en déduire que :

Remarque : l’intensité du courant traversant une inductance ne peut subir de
discontinuité. En revanche la tension aux bornes de la bobine peut parfaite-
ment varier d’une façon discontinue.

La première conséquence qui se dégage à partir de l’équation fondamentale précé-
dente concerne le régime continu établi : i(t) = I0 = constante, donc :

d I0

d t
= 0, soit : uL = 0
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En régime continu, la tension aux bornes d’une bobine est nulle. L’inductance se
comporte donc comme un court-circuit (nous disons aussi interrupteur fermé).

Remarque : Une bobine idéale ne consomme pas de l’énergie ; celle-ci est
simplement stockée en attendant d’être évacuée.

Souvent, on bobine soi-même son inductance, les valeurs normalisées sont rares et
les exigences de qualité imposent souvent des solutions individuelles. Néanmoins,
nous pouvons trouver des inductances miniatures à sorties axiales par exemple dont
les valeurs varient de 0,1 mH jusqu’à 1 mH.

b) Interaction magnétique et mutuelle inductance

Prenons maintenant le cas de deux bobines d’inductances L1 et L2 couplées par
exemple en utilisant le même noyau magnétique. Si l’une est parcourue par un cou-
rant i(t) variable, ce courant engendre une force électromotrice dans la deuxième
bobine et vice versa.

Pour traduire cette interaction d’une bobine sur l’autre, nous introduisons un coeffi-
cient d’induction mutuelle « M » ou mutuelle inductance tel que :

F = M.I en henry (H) avec : M = k
√

L1L2

k < 1 est le coefficient de couplage.

u1(t)

i1(t)

L1 u2(t)

i2(t)

L2

M

Figure 1.22 Représentation de l’effet de la mutuelle inductance.

1.3.4 Équations des circuits simples

Lorsque nous sommes en présence d’un circuit simple, nous utilisons les lois géné-
rales et les équations fonctionnelles des éléments du circuit. Prenons par exemple le
cas du circuit constitué par la mise en série d’une résistance, d’un condensateur et
d’une inductance.

Nous constatons que le courant i(t) est commun à tous les éléments. En parcourant
le circuit de gauche à droite, nous obtenons :

u(t) = uR(t) + uL(t) + uC(t)

u(t) = R.i(t) + L
d i(t)
d t

+
1
C

∫ t

0
i(t) d t + constante
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i(t)

uL(t)uR(t) uC(t)

R
L

C

u(t)

Figure 1.23 Cas d’un circuit RLC série.

1.3.5 Grandeurs, symboles et unités de mesures

Pour finir ce premier chapitre, nous allons présenter les unités de mesure les plus
couramment utilisées en électricité et en électronique, ainsi que leurs significations.
Nous rappelons que les préfixes suivants désignent :

kilo = 1 000 = 103, méga = 1 000 000 = 106, giga = 109

milli =
1

1 000
= 10−3, micro = 0,000 0001 = 10−6, nano = 10−9

➤ Le joule (J)

Le joule est l’unité de mesure du travail, d’énergie ou de quantité de chaleur. 1 joule
représente le travail produit par une force de valeur 1 newton (N) dont le point d’ap-
plication se déplace dans le même sens et dans la même direction que la force.

Une analogie entre le travail, les propriétés thermodynamiques des gaz et le dégage-
ment de chaleur dans un conducteur a été faite par Joule. C’est cette dernière partie
qui nous intéresse dans ce livre.

Le joule appartient au système international SI est une unité relativement faible. Nous
utilisons souvent des multiples du joule (kilojoule kJ), mais nous utilisons rarement
des sous-multiples (millijoule mJ).

➤ Le watt (W)

Le watt représente le flux énergétique ou thermique exprimé en unité du système
international. Il s’agit de la puissance d’un système électrique dans lequel il y a
un transfert d’énergie de 1 joule par seconde. En électricité, cette unité très utilisée
représente la puissance dissipée par un dipôle que parcourt un courant constant de 1
ampère, lorsque la différence de potentiel aux bornes du dipôle est égale à 1 volt.

Le watt est une unité intermédiaire. Nous en utilisons pour l’électronique de puis-
sance, l’électrotechnique et pour la distribution électrique des multiples (kilowatt kW,
voire même des mégawatt, pour les centrales électriques MW). Pour la commande
et le traitement des signaux en électronique, nous utilisons fréquemment des sous-
multiples (milliwatt mW et parfois des nanowatts nW).
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➤ Le volt (V)

Le volt est la différence de potentiel qui existe entre deux points du circuits. Lors-
qu’une quantité de courant égale à 1 coulomb perd entre ces deux points une énergie
de 1 joule, ce qui revient à dire une puissance dissipée de 1 watt.

Le volt qui est l’unité en système international SI est une unité intermédiaire, Nous
en utilisons souvent pour la haute tension des multiples (kilovolt kV) et pour l’élec-
tronique, nous pouvons être amenés à utiliser des sous-multiples (millivolt mV, des
microvolts « mV », et des nanovolts nV).

➤ L’ampère (A)

L’ampère, unité du courant électrique qui doit son nom au célèbre physicien français
André Marie Ampère, fut d’abord défini comme étant égal à un débit de charge
électrique de 1 coulomb par seconde.

La définition actuelle de l’ampère est l’intensité du courant qui, traversant deux
conducteurs rectilignes et parallèles de longueurs infinies, de section négligeable et
placés à 1 mètre l’un de l’autre dans un vide, produirait entre ces deux conducteurs
une force de 2 newtons par mètre de longueur.

Nous utilisons souvent, pour les circuits qui fonctionnent à forte puissance, des
multiples de l’ampère (kiloampère kA) et des sous-multiples (milliampère mA, mi-
croampère mA et nanoampère nA) pour les faibles puissances.

Tableau 1.2 Résumé des grandeurs, unités et symboles.

GRANDEUR SYMBOLE
DE LA GRANDEUR

UNITÉ SYMBOLE DE L’UNITÉ

Tension (ddp) U (ou V) volt V

Force électromotrice E volt V

Intensité I ampère A

Résistance R ohm V

Impédance Z ohm V

Capacité C farad F

Inductance L henry H

Période T seconde S

Fréquence f hertz Hz

Energie W joule J

Puissance P watt W

Puissance apparente S volt-ampère VA

Température u (ou T) degré kelvin K

Force F newton N

Quantité d’électricité Q coulomb C
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➤ L’ohm (V)

L’ohm mesure la propriété d’un élément à s’opposer au passage du courant élec-
trique. Lorsqu’un dipôle électrique soumis à une tension égale à 1 volt, laisse passer
un courant de 1 ampère, le dipôle présente une résistance égale à 1 ohm. L’ohm est
aussi la résistance électrique d’un conducteur qui dégage, sous forme de chaleur, une
puissance de 1 watt lorsqu’il est parcouru par un courant constant de 1 ampère.

L’ohm est une unité petite. Pour des considérations de puissance, nous sommes sou-
vent amenés à utiliser des multiples (kilo-ohm kV ou des méga-ohm MV), mais nous
pouvons, dans de rares cas, utiliser aussi ses sous-multiples.

CE QU’IL FAUT RETENIR

➤ La puissance instantanée s’écrit : p(t) = u(t) × i(t) exprimée en watt « W ».

➤ La quantité d’énergie dissipée pendant « Dt » est :

W =
∫ Dt

0
p(t) d t =

∫ Dt

0
u(t) × i(t) d t en (J).

➤ La puissance moyenne :

Pmoyenne =
W
Dt

=
1
Dt

∫ Dt

0
p(t) d t =

1
Dt

∫ Dt

0
u(t) × i(t) d t en watt.

➤ Un générateur réel de tension possède une résistance interne Rg placée en série
avec le générateur idéal de tension Eg. Pour une source idéale, Rg est nulle. Le point
M est le point de repos ou point de fonctionnement du circuit. Il se trouve à l’inter-
section des deux droites d’équation : U = Eg − RgI et U = RI.

 

Eg

Rg I

UR

(a)  (b)

U

I

Eg

ICC

Droite d’équation : U = Eg – RgI

Droite d’équation : U = RI

M
U0

I0

Figure 1.24 Générateur réel de tension chargé par une résistance et sa caractéristique de sortie.

➤ Un générateur réel de courant présente une résistance interne Rg placée en parallèle
avec le générateur idéal de courant. Pour une source idéale, Rg est infinie. Le de repos
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M se trouve à l’intersection des deux droites d’équation :

I = Ig −
U
Rg

et I =
U
R

 

I g Rg

I

UR

(a)  (b)

I

U

Ig

RgIg

Droite d’équation : I = Ig – U/R

Droite d’équation : I = U/R

M
I0

U0

Figure 1.25 Générateur réel de courant chargé par une résistance et sa caractéristique de sortie.

➤ Un signal u(t) ou i(t) est périodique, de période « T » si, quel que soit l’instant t :

u(t) = u(t + T) ou i(t) = i(t + T) avec : f = 1/T en Hz (ou s−1)

T est la période exprimée en seconde (s). La fréquence « f » est exprimée en
hertz (Hz).

➤ Le signal sinusoïdal est un signal périodique qui s’exprime à l’aide des fonctions
sinus et cosinus. La valeur (ou amplitude) instantanée exprimée en volt ou en ampère
s’écrit :

s(t) = SMax cos(vt + f) ou s(t) = SMax sin(vt + f)

2SMax représente la valeur crête à crête de s(t) ; SMax est la valeur maximale ou crête
de s(t).

v est la pulsation (ou vitesse angulaire) du signal : v = 2pf = 2p/T en radian par
seconde.

vt + f représente l’angle de phase instantanée appelé souvent phase instantanée.

f est l’angle de phase appelé souvent phase à l’origine.

➤ Soit un signal s(t) = Smax cos(vt + f) qui passe par un circuit électrique, la sortie
est notée : s′(t) = S′max cos(vt + f′). La différence de phase (déphasage) entre s(t) et
s′(t) est la quantité :

Df = u′ − u = (vt + f′) − (vt + f) = f′ − f

Si f > f′ le signal s′(t) est en retard de phase sur s(t). C’est le cas représenté à la
figure (a).

Si f < f′ le signal s′(t) est en avance de phase sur s(t). Ce cas est représenté à la
figure (b).



1.3 Relation tension-courant 29

 

s (t)

t ou (ωt)

s (t)
s’(t)s’(t)

Δφ Δφ

s (t),s’(t) s (t),s’(t)

t ou (ωt)

(a) (b)

Figure 1.26 Déphasage entre s(t) et s′(t).

➤ La valeur moyenne d’une fonction sinusoïdale s(t) = SMax cos(vt + f) est nulle.
Sa valeur efficace Seff est : Seff = SMax/

√
2.

➤ Les tensions et les courants électriques en régime sinusoïdal ont pour expression :

s(t) =
√

2Seff cos(vt + f) ou s(t) =
√

2Seff sin(vt + f)

➤ La résistance est définie par la relation qui s’établit entre la tension à ses bornes
et le courant qui la traverse, appelée loi d’Ohm : u(t) = R × i(t) avec R exprimée en
ohm (V).

➤ La puissance instantanée dissipée par une résistance dans le cas particulier d’une
tension continue est :

p(t) = u(t) × i(t) = U × I = R × I2 = U2/R en watt (W).

➤ Dans le cas particulier d’une tension continue, l’énergie consommée entre deux
instants t1 et t2 est W, la puissance moyenne dissipée par une résistance est Pmoyenne :

W =
U2

R
(t2 − t1) en joule (J) ; Pmoyenne =

W
t2 − t1

= R.I2 =
U2

R
en watt (W)

➤ La quantité de charges stockées pendant un intervalle de temps d t d’un condensa-
teur C, traversé par un courant d’intensité i est dQ. On a une variation de la différence
de potentiel à ses bornes du. Les relations suivantes relient les différentes grandeurs :

dQ = C × du = i × d t en coulomb ; i(t) = C
d u(t)

d t
en ampère ;

WC =
1
2

C × u2 en watts

➤ Pour une inductance, nous pouvons déterminer les relations suivantes :

u(t) = L
d i(t)
d t

; WL =
1
2

L × i2
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EXERCICES

Exercice 1.1 Propiriétés d’un conducteur en cuivre

Le cuivre est un métal qui libère en moyenne un électron par atome. Nous suppo-
sons que le nombre d’atomes par m3 est de 1029.

1. Calculer la densité moyenne « n » des porteurs. En déduire la densité volu-
mique des charges mobiles, notée rv.

2. Un fil de cuivre cylindrique de 1 mm2 de section est parcouru par un courant
continu de 1 A. Calculer la densité de courant

−→
J . En déduire la vitesse des charges

mobiles −→v .

3. La résistivité du cuivre utilisé vaut : r = 1,5×10−8 V.m. Calculer la résistance
d’un tronçon du fil précédent long de 10 m et déterminer la valeur du champ
électrique dans le conducteur.

Solution

1. Comme chaque atome libère en moyenne un électron par atome, nous obtenons
une densité d’électrons : n = 1029 e.m−3 (électron par mètre cube).

Cette densité est énorme. La densité volumique des charges mobiles vaut :

rv = n (−q) = 1029 ×
(
−1,6 × 10−19

)
= −1,6 × 1010 C.m−3

2. Nous supposons que la densité est uniforme, sa valeur est donc :

−→
J =

I
S

=
1 A

1 mm2
= 106 A.m−2

La vitesse d’ensemble des électrons (charges mobiles) devient :

−→v =
−→
J
rv

= − 106 A/m2

1,6 × 1010 C.m−3 ≈ −6 × 10−5 m.s−1

Le signe « − » signifie que le vecteur densité de courant est orienté en sens opposé à
celui du vecteur vitesse.

3. La résistance du tronçon de 10 m de long est donnée par :

R = résistivité × longueur
surface

= r.
�

S
= 1,5 × 10−8 V · m × 10 m

2 mm2
= 0,075 V

La valeur du champ électrique est donnée par la loi d’Ohm locale :

−→
E =

−→
J
s

= r ×−→
J = 1,5 × 10−8 V.m × 106 A.m−2 = 0,015 V.m−1
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Exercice 1.2 Propriétés du silicium intrinsèque et dopé

Le silicium intrinsèque comprend 5 × 1028 atomes.m−3. À la température am-
biante, 2 × 1016 paires électron-trou par mètre cube participent à la conduction
électrique, n est la densité des électrons et p la densité des trous : n = p = ni.

Nous connaissons la mobilité des électrons mn et des trous mp :

mn = 0,14 m2.V−1s−1 et mP = 0,05 m2.V−1s−1

1. Calculer la résistivité du silicium intrinsèque à la température ambiante.

2. Calculer, à la température ambiante, la résistivité du silicium dopé avec des
donneurs Nd avec un taux de dopage de 2 × 10−7. Nous admettons le produit :
Nd.p = n2

i .

3. Calculer dans les deux cas la résistance d’un tronçon de semi-conducteur de 2
mm2 de section et de 1 cm de longueur.

Solution
1. Nous savons que la densité n d’électrons et la densité p des trous sont identiques :

n = p = ni = 2 × 1016 charges par m3

Nous pouvons en déduire la conductivité du silicium :

s = sn + sp = qnmn + qpmp = qn
(
mn + mp

)
Nous en déduisons donc la résistivité du silicium intrinsèque :

r =
1
s

=
1

q.n
(
mn + mp

) =
1

1,6 × 10−19 × 2 × 1016 (0,14 + 0,05)
= 1,64×103 V.m

La valeur de la résistivité d’un semi-conducteur est très élevée par rapport à celle
d’un métal qui est de l’ordre de 10−8 V.m.

2. La densité d’atomes des donneurs est :

Nd = 2 × 10−7 × 5 × 1028 = 1022 atomes donneurs par m3

Puisque chaque atome donneur libère un électron, le nombre d’électrons libres vaut :

n = Nd = 1022 électrons par m3

Le nombre de trous, qui sont minoritaires comparés aux électrons, devient dans ce
cas :

p =
n2

i

Nd
=

(
2 × 1016

) 2

1022
= 4 × 1010 trous par m3

Le nombre de trous, qui participe à la conduction par m3, devient négligeable par
rapport au nombre d’électrons. La conductivité du silicium dopé avec des donneurs
devient :

s = sn + sp = q.Nd.mn + q.p.mp = q
(
Nd.mn + p.mp

)
≈ q.Nd.mn
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Nous en déduisons la résistivité du silicium dopé avec : Nd = 2 × 10−7 :

r =
1
s

=
1

q.Nd.mn
=

1
1,6 × 10−19 × 1022 × 0,14

= 4,46 × 10−3 V.m

La valeur de la résistivité d’un semi-conducteur dopé devient très nettement infé-
rieure à celle d’un semi-conducteur intrinsèque.

3. La résistance du tronçon de 1 cm de longueur est donnée par :

R = r × 10−2

2 × 10−6

Nous trouvons dans les deux cas :

pour le silicium intrinsèque : R = 8,2 × 106 V , pour le silicium dopé : R = 22,3 V.

Exercice 1.3 Étude d’une source de tension chargée par une résistance

Soit le montage de la figure 1.27.

12 V
1 kΩ

RU U

Source réelle de tension Charge

Figure 1.27 Source réelle de tension avec résistance de charge.

1. Tracer la caractéristique tension-courant de la source réelle.

2. La résistance d’utilisation RU varie. Tracer la droite d’équation U = RU.I pour
les trois cas : RU = Rg, RU = 2Rg et RU = 0,5Rg.

3. Déterminer graphiquement les coordonnées des points de fonctionnement des
trois cas précédents. En déduire les puissances fournies à la charge. Conclure.

Solution

1. La tension récupérée en sortie aux bornes de la source réelle de tension s’écrit :

U = Eg − RgI

avec : Eg = 12 V et Rg = 1 kV.

Il s’agit d’une droite de pente négative qui passe par les deux points de coordonnées :

(12 V, 0 mA) et (0 V, 12 mA)

Le premier point de coordonnées : (12 V, 0 mA) correspond à un fonctionnement à
vide : c’est à dire en débranchant la charge

Le deuxième point de coordonnées : (0 V, 12 mA) correspond à un fonctionnement
en court-circuit : c’est à dire en remplaçant RU par un court-circuit.
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Pour un fonctionnement normal, le point de fonctionnement doit être situé sur cette
droite de charge, entre les deux points précédents.

U

I

12

12 mA

Droite d’équation : U = Eg– RgI

RU = 2Rg

RU = Rg

RU = 0,5Rg

0 4 mA 6 mA 8 mA

4 V

6 V

8 V

Figure 1.28 Caractéristique tension-courant de la source réelle de tension et les droites
d’équation U = RU.I.

2. La droite d’équation qui reflète le fonctionnement en sortie de la source réelle est :

U = RU.I

Il s’agit d’une droite qui passe par l’origine avec une pente positive. Nous avons tracé
sur la figure 1.28 les 3 droites qui correspondent aux 3 valeurs de RU .

3. Nous pouvons déterminer graphiquement les coordonnées des points d’intersec-
tion de la droite d’équation : U = Eg −RgI et de la droite d’équation U = RUI. Nous
trouvons :

• pour RU = Rg le point de coordonnées (6 V , 6 mA), soit : P = U.I = 36 mW ;

• pour RU = 2Rg le point de coordonnées (8 V , 4 mA), soit : P = U.I = 32 mW ;

• pour RU = 0,5Rg le point de coordonnées (4 V , 8 mA), soit : P = U.I = 32 mW.

La puissance fournie à la charge passe par une valeur maximale lorsque la valeur de
la résistance d’utilisation est égale à la valeur de la résistance interne de la source.

Exercice 1.4 Étude d’une source réelle de courant chargée
par une résistance

Soit le montage de la figure 1.29.

10 mA 1 kΩ RU U

Source réelle de courant Charge

Figure 1.29 Source réelle de courant avec résistance de charge.
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1. Tracer la caractéristique courant-tension de la source réelle.

2. La résistance d’utilisation RU varie. Tracer la droite d’équation : U = RU.I
pour les cinq cas : RU = 1 kV, RU = 2 kV, RU = 5 kV, RU = 0,5 kV et
RU = 0,2 kV.

3. Déterminer graphiquement les coordonnées des points de fonctionnement cor-
respondants aux 5 cas précédents. En déduire les puissances fournies à la charge.

Tracer la courbe représentant la variation de la puissance en fonction de RU .
Conclure.

Solution

1. Notons le courant du générateur Ig = 10 mA, et prenons la convention récepteur
pour la charge qui est parcourue par un courant noté IU.

L’équation courant-tension s’écrit donc :

I = Ig −
U
Rg

= 10 mA − U
1 kV

= 10 mA − U
103

Il s’agit d’une droite qui passe par les deux points de coordonnées :

(10 mA , 0V) et (0 mA , 10 V)

Le premier point (10 mA , 0V) correspond à l’intersection de la caractéristique avec
l’axe des ordonnées. Il s’agit d’un fonctionnement en court-circuit.

Le deuxième point (0 mA , 10 V) correspond à un fonctionnement en circuit ouvert,
ce point donne une tension notée UV = Rg.Ig qui est souvent appelée tension à vide
de la source de courant.

2. Les droites d’équations : U = RU.I sont des droites qui passent par l’origine
O avec des pentes égales à 1/RU. Nous avons tracé ces droites directement sur la
figure 1.30 de la question précédente.

I

U

10 mA

10 V

Droite d’équation: I = Ig – U/RgRU = Rg

RU = 2Rg

RU = 5Rg

RU = 0,5Rg

RU = 0,2Rg

8,33 mA

6,66 mA

5 mA

3,33 mA

1,66 mA

1,66 V 3,33 V 5 V 6,66 V 8,33 V

Figure 1.30 Caractéristique courant-tension d’une source réelle de courant et droites
d’équations : U = RU.I.
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3. Nous pouvons déterminer graphiquement les coordonnées des points d’intersec-
tion des deux droites d’équations :

I = Ig −
U
Rg

= 10 mA − U
1 kV

= 10 mA − U
103

et

I =
U
RU

, RU étant une résistance variable

P(mW)

RU
0,2Rg 0,5Rg Rg 2Rg 5Rg

25

22,18

13,82

Figure 1.31 Variation de la puissance P en fonction de la résistance RU.

• RU = Rg, le point (5 V ; 5 mA) donne P = U.I = 25 mW ;

• RU = 2Rg, le point (6,66 V ; 3,33 mA) donne P = U.I = 22,18 mW ;

• RU = 5Rg, le point (8,33 V ; 1,66 mA) donne P = U.I = 13,82 mW ;

• RU = 0,5Rg, le point (3,33 V ; 6,66 mA) donne P = U.I = 22,18 mW ;

• RU = 0,2Rg, le point (1,66 V ; 8,33 mA) donne P = U.I = 13,82 mW.

La puissance fournie à la charge passe par une valeur maximale lorsque la valeur de
la résistance d’utilisation est égale à la valeur de la résistance interne de la source.

Exercice 1.5 Valeurs moyennes et efficaces et signaux périodiques

Soit les tensions : u1(t), u2(t) et u3(t) données à la figure 1.32.

1. Calculer pour chaque tension, la valeur moyenne.

2. Calculer les valeurs efficaces. Conclure.
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u1(t)

t

u2(t)

t

u3(t)

t

T

T

T

E

–E

E E

–E

Figure 1.32 Signaux périodiques : u1(t), u2(t) et u3(t).

Solution

1. Les tensions u1(t), u2(t) et u3(t) sont périodiques, la valeur moyenne d’une tension
u(t) est :

Umoyenne = 〈u(t)〉 =
1
T

∫ T

0
u(t) d t

Nous pouvons écrire les équations mathématiques des différentes tensions :

u1(t) = E sin (vt)

u2(t) =
E
T

t

u3(t) =

⎧⎨
⎩

+E si t ∈ [0,T/2]

−E si t ∈ [T/2,T]

Nous pouvons calculer les valeurs moyennes des différentes tensions :

U1moyenne = 〈u1(t)〉 =
1
T

∫ T

0
u1(t) d t =

1
T

∫ T

0
Umax sin(vt) d t = 0

U2moyenne = 〈u2(t)〉 =
1
T

∫ T

0
u2(t) d t =

1
T

∫ T

0

E
T

t dt =
1
T

E
T

[
t2

2

]T

0

U2moyenne =
E
T2

[
T2

2
− 0

]
=

E
2

U3moyenne = 〈u3(t)〉 =
1
T

∫ T

0
u3(t) dt =

1
T

∫ T/2

0
E dt +

1
T

∫ T

T/2
−E d t

U3moyenne =
E
T

[t]T/2
0 − E

T
[t]T/2

0 =
(

E
T
− E

T

)
[t]T/2

0 = 0

2. La valeur efficace d’une tension périodique s’écrit :

Ueff =

√
1
T

∫ T

0
u2(t) d t
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• Pour le signal sinusoïdal, u(t) = E sin(vt), la valeur efficace devient :

U2
1(eff) =

1
T

∫ T

0
u2

1(t) d t =
1
T

∫ T/2

−T/2
E2 sin2(vt) d t

U2
1(eff) =

E2

T

∫ T/2

−T/2

1 − cos(2vt)
2

dt =
E2

2T

[
t − sin(2vt)

2v

]T/2

−T/2

U2
1(eff) =

E2

2
soit : U1(eff) =

E√
2

• Pour le signal rampe, nous avons :

U2
2(eff) =

1
T

∫ T

0
u2

2(t) d t =
1
T

∫ T

0

E
T2

2

t2 dt =
E2

T3

∫ T

0
t2 dt

U2
2(eff) =

E2

T3

[
t3

3

]T

0

=
E2

T3

[
T3

3
− 0

]
soit : U2(eff) =

E√
3

• Pour le signal carré, nous avons :

U2
3(eff) =

1
T

∫ T

0
u2

3(t) d t =
1
T

∫ T/2

0
E2 dt +

1
T

∫ T

T/2
(−E)2 dt

U2
3(eff) =

E2

T
[t]T

0 =
E2

T
[T − 0] soit : U3(eff) = E

Nous constatons que, même si la valeur moyenne d’une tension est nulle, sa valeur
efficace existe et est positive. Cette quantité représente la valeur de la tension conti-
nue qui provoquerait le même dégagement de chaleur dans une résistance.

Exercice 1.6 Étude d’une source de tension chargée par une inductance

Soit les deux montages de la figure 1.33.

i(t)

e(t) u(t)

A

B

u(t)

A

B

e(t)

i(t) R

LR

•

• •

•

(a)           (b)

Figure 1.33 Charge résistive (a) et charge inductive (b) d’une source de tension.
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e(t) est une tension sinusoïdale : e(t) = E sin(vt), avec :

E = 10 V, v = 2p105 rad/s, R = 1 kV et L = 1 mH

1. Déterminer, pour chaque montage, l’expression du courant i(t) en fonction des
éléments du circuit. En déduire le déphasage.

2. Calculer pour chaque cas, l’impédance du montage donnée par le rapport de la
tension sur le courant. En déduire son module.

3. Tracer en fonction du temps le courant i(t) et la tension e(t).

Solution
1. Pour le montage de la figure 1.33 (a), la tension e(t) se trouve aux bornes de la
résistance R. La loi d’Ohm donne :

e(t) = E sin (vt) = R.i(t) soit : i(t) =
E
R

sin (vt) = I sin (vt)

e(t) = 10 sin
(
2p × 105t

)
et i(t) = 10 × 10−3 sin

(
2p105t

)
= I sin (vt)

La tension e(t) et le courant i(t) s’écrivent sous deux formes identiques. Tous les deux
sont en phase (déphasage f = 0).

Pour le montage de la figure 1.33 (b), la tension e(t) se trouve aux bornes de la
résistance R et de l’inductance L (bobine). La loi d’Ohm donne :

e(t) = E sin (vt) = R.i(t) + uL(t) avec : uL(t) = L
d i(t)
d t

En remplaçant uL(t) par sa valeur, nous obtenons :

e(t) = E sin(vt) = R.i(t) + L
d i(t)
d t

Nous notons : i(t) = I sin (vt + f).

En dérivant i(t) dans l’expression de la loi d’Ohm, nous obtenons :

E sin (vt) = R.I sin (vt + f) + Lv.I cos (vt + f)

Cette identité doit être vérifiée à chaque instant. En particulier :

à l’instant t0 = 0, RI sin (f) + LvI cos (f) = E sin (0) = 0

à l’instant t = t1 =
p

2v
, LvI cos

(p

2
+ f

)
+ RI sin

(p

2
+ f

)
= E sin

(p

2

)
Nous obtenons un système de deux équations à deux inconnues f et I :{

R sin (f) + Lv cos (f) = 0

I [Lv sin (−f) + R cos (f)] = E

La première équation donne :

tan (f) =
sin (f)
cos (f)

= −Lv

R
= − 0,628
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f = Arc tan (−0,628) = −32,14◦ soit : f = −0,56 rad.

2. L’angle f étant négatif, nous pouvons le noter : f = −w. Dans ce cas, l’ex-
pression du courant est : i(t) = I sin (vt − w). La première équation devient :
R sin (−w) + Lv cos (w) = 0.

Nous pouvons donc tirer sin(w) et cos (w) :

sin (w) =
Lv√

R2 + (Lv)2
et cos (w) =

R√
R2 + (Lv)2

En remplaçant dans la deuxième équation, sin(w) et cos(w) par leurs expressions,
nous obtenons :

I

[
Lv

Lv√
R2 + (Lv)2

+ R
R√

R2 + (Lv)2

]
= E

soit : I
√

R2 + (Lv)2 = E

Nous pouvons déduire le module de l’impédance Z :

|Z| =
E
I

=
√

R2 + (Lv)2

Avec : Z =
e(t)
i(t)

=
E sin (vt)

I sin (vt − w)
=

E sin (vt)
E sin (vt − w)

×
√

R2 + (Lv)2

Application numérique : |Z| =
E
I

=
√

R2 + (Lv)2 = 1 181 V

tan (w) =
sin (w)
cos (w)

=
Lv

R
= soit : w = 0,56 rad

3. La tension est en avance de phase sur le courant, ou le courant est en retard de
phase sur la tension. Nous pouvons tracer les deux courbes :

t ou (vt)

e(t) en
i(t) en

w = 0

0

e(t) en
i(t) en

w = 0,56 rad

t ou (vt)

(a) (b)

Figure 1.34 Représentation du déphasage w.
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Exercice 1.7 Valeurs moyennes et valeurs efficaces de signaux
périodiques

1. On donne la forme d’une tension périodique (sinusoïdale redressée double al-
ternances) de la figure 1.35.(a) . Calculer sa valeur moyenne et sa valeur efficace.

2. On donne la forme d’un signal impulsionnel périodique de la figure 1.35.(b).
Calculer sa valeur moyenne et sa valeur efficace.

u(t)u(t)

EE

0 T/2
t

T
t

T

t1 t2t 0
(a) (b)

Figure 1.35 Redressement double alternance (a) et allure du signal impulsionnel (b)

Solution

1. Cas du redressement double alternance

On étudie la cas du redressement double alternance. La tension redressée est notée
u(t), Sachant que la tension d’origine est une tension sinusoïdale notée :
e(t) = E sin(vt), on fait un changement de variable : vt = u.

La tension redressée étant identique à la première alternance de e(t) mais répétée
deux fois. La valeur moyenne devient :

U =
1
T

∫ T

0
u (t) d t =

1
2p

∫ 2p

0
E sin (u) du =

2
2p

∫ p

0
E sin (u) du =

E
p

[
− cos (u)

]p

0

U =
E
p

[
− cos (p) + cos (0)

]
=

2E
p

De même, le calcul de la valeur efficace s’obtient en calculant :

U2
eff =

1
T

∫ T

0
u2 (t) d t =

E2

2p

∫ 2p

0
sin2 (u) du =

E2

2p

∫ 2p

0

1 − cos (2u)
2

du

U2
eff =

E2

4p

[
(2p − 0) −

[
sin (2u)

]2p

0

]
=

E2

2

On en déduit : Ueff =
E√
2

=
EMax√

2
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2. Cas d’un signal impulsionnel périodique

On utilise le même raisonnement. On a une impulsion positive d’amplitude E et de
durée t : t = t′ − t1. La période du signal est T . Il vient :

U =
1
T

∫ T

0
u (t) d t =

1
(t2 − t1)

∫ t2

t1

u (t) d t

U =
1
T

∫ t′

t1

E d t + 0 =
E
T
× [t]t2

t1 =
E
T
× [t2 − t1] = E × t

T

U2
eff =

1
T

∫ T

0
u2 (t) d t =

1
T

∫ t’

t1

E2 d t

U2
eff =

E2

T
× [t]t′

t1 =
E2

T
×
[
t′ − t1

]
= E2 × t

T

On en déduit : Ueff = E ×
√

t

T

Exercice 1.8 Comportement de deux accumulateurs montés en parallèle
en fonction des valeurs des résistances internes

On souhaite étudier le comportement de deux piles (accumulateurs) en fonction
des valeurs de leurs résistances internes et de leurs forces électromotrices.

1. La résistance RU varie de zéro à l’infini. Déterminer l’expression de la tension
U en fonction de E1, R1, E2, R2 et RU . En déduire le fonctionnement pour RU = 0
et pour RU = ∞.

2. On suppose que E2 est supérieure à E1 : E2 > E1. Etudier le cas général et
déterminer en fonction des valeurs des résistances le comportement de chaque
pile.

R1 R2

A

B

E1

I1

RU

E2

I2

IU

Pile 1 Pile 2 

Figure 1.36 Montage d’étude à deux piles électriques.



42 1 • Notions de base sur les circuits

Solution

1. Expression de la tension U en fonction de E1, R1, E2, R2 et RU

Plusieurs méthodes peuvent être utilisées pour déterminer la tension U. La solution
qui nous paraît la plus simple consiste à appliquer le théorème de Millman. On prend
le potentiel du point B comme référence de tension : VB = 0.

U = VA − VB = VA =

E1

R1
+

E2

R2
+

0
RU

1
R1

+
1

R2
+

1
RU

=
E1G1 + E2G2

G1 + G2 + GU

Cas particulier : RU = 0. C’est le régime du court-circuit ce qui revient à prendre :
GU = ∞.

Ucc = lim
GU→∞

E1G1 + E2G2

G1 + G2 + GU
= 0

On trouve une différence de potentiel nulle, ce qui est normal en régime de court-
circuit.

Cas particulier : RU = ∞. C’est le régime du circuit à vide ce qui revient à prendre :
GU = 0.

Uvide =
E1G1 + E2G2

G1 + G2
=

G1

G1 + G2
E1 +

G2

G1 + G2
E2 =

R2

R1 + R2
E1 +

R1

R1 + R2
E2

2. Étude du cas général

On est dans le cas pour lequel E2 est supérieure à E1 : E2 > E1.

Comportement de la pile numéro 2

Cherchons à connaître le comportement de la pile numéro 2 en comparant la tension
U à la force électromotrice E2.

E2 − U = E2 −
E1G1 + E2G2

G1 + G2 + GU
=

E2 (G1 + G2 + GU) − E1G1 − E2G2

G1 + G2 + GU

E2 − U =
E2G1 + E2G2 + E2GU − E1G1 − E2G2

G1 + G2 + GU
=

(E2 − E1) G1 + E2GU

G1 + G2 + GU

Puisque E2 > E1, l’expression précédente donne : E2 − U > 0, la pile numéro 2 se
comporte donc comme un générateur et ceci quelque soit les valeurs des différentes
résistances du montage. Le courant I2 circule comme indiqué à la figure 1.36.
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Comportement de la pile numéro 1
Cherchons à connaître le comportement de la pile numéro 1 en comparant la tension
U à la force électromotrice E1.

E1 − U = E1 −
E1G1 + E2G2

G1 + G2 + GU
=

E1 (G1 + G2 + GU) − E1G1 − E2G2

G1 + G2 + GU

E1 − U =
E1G1 + E1G2 + E1GU − E1G1 − E2G2

G1 + G2 + GU
=

E1 (G2 + GU) − E2G2

G1 + G2 + GU

Puisque le dénominateur est positif, on doit étudier le signe du numérateur :

E1

(
1 +

GU

G2

)
< E2, on a donc : E1−U < 0, la pile numéro 1 se comporte comme un

récepteur qui reçoit l’énergie de la pile numéro 2. Le courant
I1 circule dans un sens contraire à celui indiqué à la figure 1.36.

E1

(
1 +

GU

G2

)
> E2, on a donc : E1−U > 0, la pile numéro 1 se comporte comme un

générateur qui fournit l’énergie à la résistance RU. Le courant
I1 circule comme indiqué à la figure 1.36.

E1

(
1 +

GU

G2

)
= E2, on a donc : E1−U = 0, la pile numéro 1 se comporte comme si

elle n’existait pas. Aucun courant I1 ne circule dans la branche
formée par R1 et E1.



Chapitre 2

Les réseaux linéaires
en régime statique

En électricité et en électronique, nous pouvons être amenés à calculer la différence
de potentiel UAB entre deux points A et B d’un circuit électrique, ce qui revient
à déterminer le courant IAB qui circule dans la branche AB. Les deux grandeurs,
tension et courant, sont dépendantes.

L’objectif de ce chapitre consiste à présenter les notions fondamentales sur les ré-
seaux électriques avant de donner les principales méthodes de calcul. Nous nous li-
miterons au régime statique établi. Dans ce cas, les sources fournissent des tensions
et des courants qui sont indépendants du temps.

De ce fait, en régime statique les condensateurs sont considérés comme des circuits
ouverts et les bobines comme des court-circuits. Seules les résistances sont prises en
compte dans cette étude qui sera généralisée au régime sinusoïdal dans le troisième
chapitre.

2.1 DÉFINITIONS

2.1.1 Réseau électrique

Un réseau ou un circuit électrique est constitué d’un ensemble de composants (ou
éléments) interconnectés. En général, le circuit comporte au moins une source de
tension ou de courant, des résistances et éventuellement un ou plusieurs composants
actifs, comme par exemple les transistors ou les amplificateurs opérationnels.
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Nous avons présenté sur la figure 2.1 (a) et 2.1 (b) deux exemples de circuits élec-
triques avec et sans élément actif (transistor).

M

P

A B N

O

A

                             

B

M

RE

RC
R 2

R1

(a)               (b)

M M

Figure 2.1 Exemples de réseaux électriques.

2.1.2 Dipôle

Nous appelons dipôle un élément électrique capable ou non de fournir de l’énergie,
communiquant avec l’extérieur seulement par deux bornes. À tout instant, le courant
entrant par une borne est égal au courant sortant par l’autre. La résistance R1 de la
figure 2.1 (a) ou la source de tension entre B et M de la figure 2.1(b), constituent
deux exemples de dipôles.

2.1.3 Nœud

Un nœud est un point de connexion (raccordement) entre plusieurs dipôles (élé-
ments). Le nœud est souvent matérialisé sur un schéma par un point lors du croi-
sement de deux conducteurs. Ceci revient à trouver au moins trois fils électriques qui
viennent se raccorder au même endroit. Par exemple sur la figure 2.1(a), les points
A, B et M sont des nœuds. Entre deux nœuds d’un circuit, le potentiel est à priori
différent.

Remarque : Sur la figure 2.1 (b), la ligne du bas contient trois points en gras,
mais il s’agit en fait du même potentiel. En réalité un seul point suffit.

2.1.4 Branche d’un circuit électrique

Une branche est une portion d’un réseau limitée par deux nœuds qui en sont les
extrémités. Il s’agit donc d’un sous-ensemble d’éléments mis en série, (c’est-à-dire
parcourus au même instant par le même courant) et joignant deux nœuds. C’est le
cas par exemple de AB, BM, BN ou PO...



46 2 • Les réseaux linéaires en régime statique

2.1.5 Maille

Une maille est un contour fermé constitué par une succession de branches, mais ne
comportant jamais deux fois la même branche (ne passant jamais deux fois sur le
même nœud). Dans le schéma de la figure 2.1(b), l’exemple de maille noté BNPMB
contient quatre branches ayant chacune un élément. ABMA est un autre exemple de
maille constituée de trois branches. La branche AM est soit la branche constituée par
la résistance, soit la branche constituée par la source de courant.

2.1.6 Réseau linéaire et réseau non linéaire

Nous pouvons distinguer deux types d’éléments :

a) Élément linéaire

Un élément est dit linéaire si la relation qui relie la différence de potentiel U à ses
bornes, au courant I qui le parcourt, est linéaire au sens mathématique du terme.
C’est-à-dire représenté par une droite I = kU qui passe par l’origine.

Deux conséquences essentielles découlent de la linéarité :

• La stationnarité qui est l’invariance dans le temps. Autrement dit, les mêmes ex-
périences, réalisées à des instants différents, aboutissent aux mêmes résultats.

• La proportionnalité des effets aux causes. Autrement dit, l’addition (ou la simul-
tanéité) des causes entraîne l’addition des effets. Le principe de la superposition
est applicable.

I (A)

U (V)

I (A)

U (V)

(a)       (b)

Figure 2.2 Caractéristiques d’un élément linéaire (a) et non linéaire (b).

b) Élément non linéaire

Une résistance à coefficient de température positif CTP, une résistance à coefficient
de température négatif CTN ou une ampoule représentent des éléments non linéaires,
car la relation entre le courant I et la différence de potentiel U n’est pas une droite.
La variation de l’intensité du courant provoque une modification de la résistance, due
à une modification de la température.
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Remarque : Il n’existe pas au sens strict du terme d’éléments linéaires quel
que soient la tension U et le courant I. L’élément est linéaire dans un domaine
d’utilisation.

Un réseau est dit linéaire si tous les éléments qui le composent sont linéaires.

2.2 LOIS DE KIRCHHOFF

Nous supposons que les conducteurs qui assurent les liaisons entre les composants
sont parfaits, c’est à dire sans résistance et par là même équipotentiels. D’autre part,
ils ne peuvent ni accumuler ni fournir de charges électriques ; ils se contentent de les
véhiculer.

2.2.1 Loi de Kirchhof des nœuds

L’intensité du courant électrique étant la mesure du débit de charges, sur un temps
donné, le nombre de charges arrivant à un nœud est égal au nombre de charges qui le
quitte. En d’autres termes, il n’y a ni accumulation de charges au nœud, ni « fuite »
de charges. La loi des nœuds reflète donc la conservation du nombre de charges.

Ce qui se traduit par l’énoncé de la première loi ou lemme de Kirchhof :

La somme algébrique des intensités des courants arrivant à un nœud est nulle. Ceci
est vrai si nous prenons la convention selon laquelle tout courant entrant au nœud est
positif et tout courant sortant est négatif ou bien la convention inverse.

I1

I2

I3

I4

I5

N

Figure 2.3 Loi des nœuds appliquée à un exemple de circuit.

I1 + I2 + (−I3) + (−I4) + (−I5) = 0

Nous pouvons formuler la loi des nœuds autrement : La somme des intensités des
courants qui arrivent à un nœud est égale à la somme des intensités des courants qui
le quittent.

I1 + I2 = I3 + I4 + I5

Dans le cas général, en utilisant la notation mathématique classique concernant « la
somme », si nous supposons n branches accordées à un nœud, dont n1 branches
correspondent à des courants entrants et n2 branches correspondent à des courants
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sortants, la loi des nœuds s’écrit dans ce cas :
n∑

k=1

Ik = 0 Il s’agit d’une somme algébrique .

Nous pouvons aussi écrire la loi des nœuds :
n1∑

e=1

Ie =
n2∑

s=1

Is

L’indice « e » est pour le courant entrant et l’indice « s » est pour le courant sortant.

2.2.2 Loi de Kirchhof des mailles

La deuxième loi de Kirchhof stipule : La somme algébrique des différences de po-
tentiel (ou tension) le long d’une maille comptabilisées dans un sens donné est nulle.
Parmi ces tensions, certaines sont produites par des sources, d’autres sont produites
par le passage d’un courant dans des dipôles passifs. Dans ce dernier cas, nous par-
lons de chutes de tensions.

Si nous prenons le cas de la figure 2.4, nous pouvons utiliser par exemple la maille
ABCDEA. Dans ce cas, nous écrivons :

UAB + UBC + UCD + UDE + UEA = UAA = 0

où Uij est la différence de potentiel entre les nœuds i et j.

A B

C

DE

UEA

UCD

UBC

UDE

UAB

Figure 2.4 Loi des mailles appliquée à un exemple de circuit.

Dans le cas général, si nous supposons une maille qui est un contour fermé, constitué
de n branches, et si nous notons DUk la différence de potentiel aux bornes de la
branche numéro « k », la loi des mailles s’écrit :

n∑
k=1

DUk = 0 DUk est une grandeur algébrique.
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2.2.3 Analyse d’un réseau par les lois de Kirchhoff

Soit un réseau linéaire comportant n branches. Définir l’état de ce réseau revient à
calculer les intensités des courants électriques qui circulent dans chaque branche,
et la différence de potentiel entre deux nœuds quelconques. Il y a donc à calculer
n intensités de branches ou n tensions de branches. Nous nous trouvons avec un
système de n équations à n inconnues.

2.3 ASSOCIATIONS DE DIPÔLES

Deux dipôles sont en série s’ils sont parcourus par le même courant électrique (même
intensité). Ils sont en parallèle s’ils ont une même différence de potentiel à leurs
bornes. Ces définitions simples s’étendent à n dipôles ou éléments.

2.3.1 Association de résistances en série

Considérons les deux dipôles de la figure 2.5 (a), constitués par la mise en série
de deux résistances. Calculons maintenant la résistance équivalente Réq pour que le
dipôle résultant soit équivalent aux deux précédents.

I

U U

I R

U2U1

R 2R 1 éq

(a)     (b)

Figure 2.5 Association en série de deux résistances.

Pour le dipôle de la figure 2.5 (a), la somme des tensions le long de la branche est :

U = U1 + U2

où U1 et U2 sont les tensions aux bornes respectivement des résistances R1 et R2. Or,
puisque le courant I est commun aux deux résistances, nous avons :

U1 = R1.I et U2 = R2.I

d’où
U = R1.I + R2.I = (R1 + R2)I

La loi d’Ohm donne :
U = Réq.I

Pour le dipôle de la figure 2.5 (b). La résistance Réq équivalente aux résistances R1 et
R2 en série vaut donc :

Réq = R1 + R2 et en général : Réq = R1 + R2 + R3 + · · · Rn
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Généralisation : La résistance équivalente à n résistances branchées en série
est égale à la somme des n résistances.

2.3.2 Association de résistances en parallèle

Considérons maintenant les deux dipôles de la figure 2.6 suivants :

I1

I

UU

I2

R1 R2

I

U Réq

(a)        (b)

Figure 2.6 Association en parallèle de deux résistances.

Le courant I se partage en deux courants I1 et I2 avec :

I1 =
U
R1

et I2 =
U
R2

avec I = I1 + I2

Pour le dipôle équivalent, nous avons : U = Réq.I . La résistance Réq équivalente aux
résistances R1 et R2 en parallèle est donc telle que :

1
Réq

=
1

R1
+

1
R2

d’où : Réq =
R1R2

R1 + R2
et : Géq =

1
Réq

Remarque : Géq est appelée conductance équivalente (G1 et G2 sont respec-
tivement les conductances des éléments R1 et R2). La loi d’association des
résistances ou des conductances en parallèle s’écrit :

Géq = G1 + G2 et en général : Géq = G1 + G2 + G3 + · · · + Gn

Généralisation : La résistance équivalente à n résistances en parallèle est une
résistance R qui a une conductance G égale à la somme des conductances.

2.3.3 Association de deux générateurs de tension en série

Considérons les deux dipôles de la figure 2.7 (a), constitués par la mise en série
de deux générateurs de tension. Calculons maintenant le dipôle équivalent de la fi-
gure 2.7(b) : (Eéq, Réq). En appliquant la deuxième loi de Kirchhof, la tension dé-
veloppée entre A et B est égale à la somme algébrique des tensions produites par
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chacune des sources. La résistance équivalente est égale à la somme des résistances
internes des générateurs de tension.

Eéq =
n∑

k=1

Ek et Réq =
n∑

k=1

Rk

Ek est considérée comme positive si elle a le même sens que la tension U.

Généralisation : L’association en série de n générateurs de tension de résis-
tance interne Rk et de force électromotrice Ek est équivalente à un générateur
de tension unique dont la résistance équivalente est la somme des n résistances,
et la force électromotrice équivalente est la somme algébrique des tensions
produites par chaque source.

R1
E1

U

R2
E2 Réq

Eéq

U
(a) (b)

Figure 2.7 Association en série de deux sources de tensions.

2.3.4 Association de deux générateurs de courant en parallèle

Considérons les deux dipôles de la figure 2.8 (a) constitués par la mise en parallèle
de deux générateurs de courant (I1, R1) et (I2, R2). Calculons maintenant le dipôle
équivalent (Iéq, Réq) de la figure 2.8 (b). En appliquant la première loi de Kirchhof, le
courant de court-circuit est égal à la somme algébrique des courants produits par cha-
cune des sources. La conductance équivalente est égale à la somme des conductances
internes des différents générateurs de courant.

Iéq =
n∑

k=1

Ik et Géq =
n∑

k=1

Gk

I1 R1 R2 Iéq RéqI2

A

B

A

B

  (a)         (b)

Figure 2.8 Association en parallèle de deux sources de courants.
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Généralisation : L’association en parallèle de n générateurs de courant de ré-
sistances internes Rk et de courants Ik est équivalente à un générateur de cou-
rant unique, dont la conductance équivalente est la somme des n conductances
et le courant équivalent est égal à la somme algébrique des courants produits
par chaque source.

2.3.5 Association de deux générateurs de tension en parallèle

Supposons les deux générateurs réels de tensions de la figure 2.9 (a) que nous bran-
chons en parallèle. À vide, le courant total I débité par les deux sources dans la
charge étant nul, I1 et I2 sont forcément égaux en amplitude mais de signes opposés.

Si l’amplitude de ces deux courants n’est pas nulle, nous pouvons nous retrouver avec
une situation de perte d’énergie (échauffement dans les résistances), ce qui peut, dans
certaines conditions, provoquer une destruction du circuit.

B

A

E2E1

R1 R2

I1 I2 I

B

A

Eéq

Réq

Iéq I

(a) (b)

Figure 2.9 Association en parallèle de deux sources de tensions.

En pratique, exceptionnellement, nous n’associons en parallèle que des générateurs
identiques d’amplitude E et de résistance interne R. Dans ce cas, nous pouvons cal-
culer la différence de potentiel qui apparaît entre A et B.

UAB = E − R.I1 = E − R.I2 et UAB = Eéq − Réq.Iéq = Eéq − Réq.I

Puisque les deux générateurs sont identiques, ils sont traversés par le même courant :

I1 = I2 =
I
2

et, UAB = E − R
I
2

= E − R
2

I

Nous déduisons donc le générateur équivalent de la figure 2.9 (b) :

Eéq = E et Réq =
R
2

2.4 PRINCIPAUX THÉORÈMES

Nous allons présenter quelques théorèmes généraux permettant de réduire ou de sim-
plifier les calculs sur les circuits électriques en régime statique. Ces théorèmes et
méthodes d’étude ne sont valables que pour des réseaux linéaires.
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2.4.1 Pont diviseur de tension

Le schéma d’un pont diviseur de tension est donné à la figure 2.10.

E R2

R1 A

B

I

E
RR

R
U

21

2

+
=U

Figure 2.10 Schéma du pont diviseur de tension.

Il s’agit d’une application directe de la mise en série de deux résistances :

E = R1.I + R2.I d’où I =
E

R1 + R2

La tension aux bornes d’une résistance est égale au produit de sa valeur par l’intensité
du courant qui la traverse. Par exemple la tension aux bornes de la résistance R2 vaut :

U = E
R2

R1 + R2

La tension ainsi obtenue est inférieure à E, d’où le nom donné à ce montage. Remar-
quons au passage, que d’une façon générale, la tension aux bornes d’une résistance
placée dans un circuit série comportant n résistances, alimenté par une source de
tension E est :

Ui = E
Ri

R1 + R2 + · · · + Rn

2.4.2 Pont diviseur de courant

Le schéma d’un pont diviseur de courant est donné à la figure 2.11.

I1

I

I

I2

R1 R2
I

GG

G
I

RR

R
I

21

2

21

1
2 +

=
+

=

Figure 2.11 Schéma du pont diviseur de courant.

Appelons «U» la différence de potentiel qui se trouve aux bornes des différents élé-
ments en parallèle, nous obtenons :

U = R2.I2 = I
(
R1//R2

)
= I

R1R2

R1 + R2
d’où : I2 = I

R1

R1 + R2
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Si, maintenant, nous divisons le numérateur et le dénominateur par le produit R1R2,
nous obtenons la relation suivante :

I2 = I
G2

G1 + G2

Cette relation est maintenant sous une forme comparable à celle trouvée pour le
diviseur de tension. L’intensité obtenue est toujours inférieure à I, d’où le nom donné
à ce montage.

Remarque : D’une façon plus générale, le courant traversant une résistance
Ri placée dans un circuit parallèle comportant n résistances, alimenté par une
source idéale de courant I, est :

Ii = I
Gi

G1 + G2 + G3 + · · · + Gn

2.4.3 Théorème de superposition

Il découle directement des propriétés de linéarité. Ce théorème s’applique donc aux
réseaux qui comportent plusieurs générateurs.

Soit un réseau linéaire comportant n sources indépendantes de tension et de courant
que nous pouvons noter : S1, S2, . . . , Sn, et une grandeur à calculer, comme par
exemple IK le courant dans la branche K. Appelons IK1, IK2, . . . , IKn, les valeurs de
cette grandeur crée individuellement dans cette branche par chaque source agissant
seule. Les autres sources étant passivées.

IK = IK1 + IK2 + · · · + IKn

Remarque 1 : Passiver une source revient à la remplacer par sa résistance
interne. Autrement dit, ceci revient à court-circuiter les sources de tension et à
ouvrir les sources de courant.

Remarque 2 : Le théorème de superposition ne s’applique pas aux circuits
contenant des sources liées ou dépendantes (nous disons aussi sources contrô-
lées) puisque ces dernières ne sont pas, par définition, des éléments linéaires.

Un générateur contrôlé est un générateur dont la valeur nominale de tension ou de
courant est fixée par une grandeur électrique du réseau.

Prenons par exemple le montage de la figure 2.12 suivant, dans lequel nous calculons
la tension UBM.

• Si E2 = 0, UBM = U1 = E1
R2

R1 + R2
.

• Si E1 = 0, UBM = U2 = E2
R1

R1 + R2
.
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M

E2

B CR2R1A

UBM
E1

Figure 2.12 Exemple d’application du théorème de superposition.

En tenant compte des deux sources, nous obtenons :

UBM = U1 + U2 = E1
R2

R1 + R2
+ E2

R1

R1 + R2

2.4.4 Théorèmes de Thévenin et de Norton

Pour analyser le comportement d’un réseau électrique à plusieurs éléments pour dif-
férentes charges (calcul de la tension et du courant de sortie), il est préférable de
recourir à un modèle simple sans la charge qui se met :

• soit sous la forme d’une source réelle de tension : c’est le modèle de Thévenin,

• soit sous la forme d’une source réelle de courant : c’est le modèle de Norton.

Les théorèmes de Thévenin et de Norton permettent de modéliser le comportement
d’un dipôle. Ces théorèmes montrent qu’indépendamment de la charge, un réseau
quelconque vu entre deux de ces points peut toujours être représenté par une source
réelle de tension ou par une source réelle de courant.

                             B

A

ETH

RTH

B

A

IN RN
Dipôle

entre A et B

A

B

Figure 2.13 Équivalence Thévenin et Norton d’un dipôle.

a) Théorème de Thévenin

Considérons un circuit électrique linéaire placé entre deux points A et B. Vis-à-vis
des points A et B (c’est-à-dire vu d’un élément placé entre A et B), le circuit précé-
dent peut être remplacé par un générateur équivalent de Thévenin de force électro-
motrice ETH et de résistance interne RTH .
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• La valeur ETH est égale à la tension mesurée entre A et B à vide, c’est-à-dire
lorsque le dipôle n’est pas connecté à d’autres éléments externes (charge décon-
nectée).

• La résistance interne RTH correspond à la valeur de la résistance vue entre A et B
lorsque les sources indépendantes sont passivées.

Prenons par exemple le montage de la figure 2.14 (a) :

E R2

R1
A

B

ETH

RTH
A

B

(a)                 (b)

Figure 2.14 Exemple d’application du théorème de Thévenin.

La tension de Thévenin est la tension obtenue à vide entre A et B. Cette tension
obtenue aux bornes de R2 se calcule en appliquant le théorème du pont diviseur.

La résistance RTH est obtenue en passivant la source de tension E. Il suffit de rempla-
cer la source E par un court-circuit.

ETH =
R2

R1 + R2
E et RTH =

R1R2

R1 + R2

Le générateur de Thévenin équivalent est donné à la figure 2.14 (b).

b) Théorème de Norton

Tout circuit électrique linéaire peut être remplacé par un dipôle équivalent vis-à-vis
des points A et B, c’est-à-dire vu d’un élément placé entre A et B par un générateur
de Norton équivalent de courant IN et de résistance interne RN .

• La valeur IN du générateur de courant équivalent est égale à l’intensité mesurée
entre A et B dans un court-circuit (charge court-circuitée).

• La résistance interne RN correspond à la valeur de la résistance vue entre A et B
lorsque les sources indépendantes sont passivées.

Le passage du modèle d’un générateur de Thévenin à celui d’un générateur de Norton
conduit à trouver :

RN = RTH et ETH = RTH.ITH = RTH.IN

Prenons par exemple le montage de la figure 2.15 (a) :
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E R2

R1

IN
RN

A

B

A

B

(a)          (b)

Figure 2.15 Exemple d’application du théorème de Norton.

Le courant IN est le courant obtenu en court-circuitant la résistance R2. La résistance
RN est obtenue en passivant la source de tension E. Il suffit de remplacer la source E
par un court-circuit.

IN =
E
R1

et RN =
R1R2

R1 + R2

Le générateur de courant équivalent de Norton est donné à la figure 2.15 (b).

c) Dualité Thévenin – Norton

Les schémas de Thévenin et de Norton sont des schémas équivalents, les deux dipôles
présentent :

• la même tension à vide,

• le même courant de court-circuit,

• la même résistance interne.

Conformément au principe de dualité, pour trouver le schéma dual du schéma de
Thévenin, nous effectuons les transformations suivantes :

• éléments en série ⇔ éléments en parallèle,

• tension en volt ⇔ courant en ampère,

• résistance en ohm ⇔ conductance en siemen.

2.4.5 Théorème de Millman

Ce théorème donne une généralisation du théorème de superposition. Cette autre
façon d’écrire la loi des nœuds permet de calculer la différence de potentiel entre un
nœud N et le nœud de référence des potentiels.

Soit M un nœud du circuit choisi comme référence de potentiel VM = 0. Supposons
n branches connectées à un nœud N. Chaque branche constitue un dipôle vu entre le
nœud N et celui de référence, ce qui permet de remplacer la branche réelle par son
modèle équivalent de Thévenin.
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RkRi

Ek

R1

Ei

V

N

E1

M

M

Figure 2.16 Principe du théorème de Millman.

Si nous effectuons un court-circuit entre le nœud N et le nœud de référence, le courant
de court-circuit (courant de Norton) est égal à la somme des courants fourni par
chaque source.

IN = ICC =
n∑

i=1

Ei

Ri
=

E1

R1
+

E2

R2
+

E3

R3
+ · · · +

En

Rn

Lorsque nous passivons les sources de tension, toutes les résistances se trouvent
en parallèle ; la conductance équivalente est égale à la somme des conductances de
chaque source.

Le théorème de Millman stipule que la tension mesurée au nœud N est donc égale au
produit de la résistance équivalente par la valeur de la source de courant, soit :

VN =

n∑
i=1

EiGi

n∑
i=1

Gi

=
E1G1 + E2G2 + E3G3 + · · · + EnGn

G1 + G2 + G3 + · · · + Gn

VN =

E1

R1
+

E2

R2
+

E3

R3
+ · · · +

En

Rn

1
R1

+
1

R2
+

1
R3

+ · · · +
1

Rn

2.4.6 Théorème de substitution

Lorsque nous connaissons la différence de potentiel UAB qui existe entre deux points
quelconques d’un réseau électrique, nous ne changeons rien à l’état électrique du
reste du réseau si nous remplaçons cette chute de tension et la partie du réseau qui lui
donne naissance par une source de tension idéale qui délivre une tension égale à UAB.

De même, lorsque nous connaissons le courant IAB qui circule dans une branche quel-
conque notée AB d’un réseau électrique, nous ne changeons rien à l’état électrique
du reste du réseau, si nous remplaçons cette branche par une source idéale de courant
qui délivre un courant IAB.
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La figure 2.17 illustre ce théorème en utilisant soit un diviseur de tension, soit un
diviseur de courant.

R1

E1 R2 UAB

A

B

UAB R2 UAB

A

B

R1I1 R2

A

B

IAB R2

IAB

A

B

IAB

Figure 2.17 Exemples d’application du théorème de substitution en utilisant le pont diviseur de
tension et le pont diviseur de courant.

2.4.7 Théorème de réciprocité

Soient deux branches i et j d’un réseau passif. Si le fait de placer une source idéale
de tension E dans la branche i produit un courant Ij dans la branche j, alors la même
source de tension E placée dans la branche j produira un courant Ii dans la branche i
égal à Ij : Ii = Ij.

Le principe de ce théorème est présenté à la figure 2.18 Le réseau passif peut être
inconnu et représenté par une « boîte noire ».

E

R1 R2

Circuit
passif

I2

E

R1 R2

Circuit
passif

I1 = I2

Figure 2.18 Illustration du théorème de réciprocité.

Remarque : Ce théorème ne s’applique qu’aux réseaux linéaires passifs, qui
ne contiennent aucun élément actif (transistor, amplificateur opérationnel...).

2.4.8 Théorème de Kennelly

Ce théorème permet de transformer le schéma d’un réseau en « p » en un schéma
en « T » qui est souvent beaucoup plus facile à étudier. Cette transformation est
souvent appelée aussi transformation triangle-étoile.
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Considérons trois nœuds d’un réseau électrique notés A, B et C. S’ils sont reliés deux
à deux par des éléments formant une seule branche, il s’agit d’un montage triangle
(ou en p) donné à la figure 19 (a).

Par contre si les trois branches auxquelles appartiennent les trois nœuds sont re-
liées à un nœud commun, le montage a une structure d’étoile comme indiqué à la
figure 2.19 (b).

Pour que ces deux structures soient équivalentes, elles doivent présenter la même
réponse lorsqu’elles sont alimentées dans les mêmes conditions ; autrement dit elles
doivent présenter la même résistance.

R BR AA B

C

A B

CC

(a) (b)

R CR BC

R AB

R AC

Figure 2.19 Transformation triangle-étoile et vice versa.

Plusieurs méthodes peuvent être appliquées pour trouver les équivalences entre la
structure étoile et la structure triangle. L’une de ces méthodes consiste à calculer
pour chaque structure les résistances vues entre les points A − B, A − C et B − C.

Si nous court-circuitons les points B et C, la résistance vue entre A et B est :

• dans le montage triangle : RAC en parallèle à RAB,

• dans le montage étoile : RA en série avec l’ensemble RB et RC en parallèle,

L’équivalence entre les deux montages s’écrit :

RAB // RAC = RA + (RB // RC)

soit en passant aux conductances pour le montage en p :

GAB + GAC =
RB + RC

RARB + RARC + RBRC

De même, en court-circuitant les bornes A et C, nous obtenons :

GAB + GBC =
RA + RC

RARB + RARC + RBRC

Et enfin en court-circuitant les bornes A et B, nous obtenons :

GAC + GBC =
RA + RB

RARB + RARC + RBRC
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En combinant les trois relations précédentes et en revenant aux résistances, nous
obtenons :

RAB =
RARB + RARC + RBRC

RC

RBC =
RARB + RARC + RBRC

RA

RAC =
RARB + RARC + RBRC

RB

Si maintenant, nous exprimons la résistance vue de deux bornes BC, AC ou AB avec,
à chaque fois, la troisième borne en circuit ouvert, nous obtenons :

• entre B et C : RBC // (RAB + RAC) = RB + RC ;

• entre A et C : RAC // (RAB + RBC) = RA + RC ;

• entre A et B : RAB // (RAC + RBC) = RA + RB.

En combinant ces trois équations, nous obtenons :

RA =
RABRAC

RAB + RBC + RAC
, RB =

RABRBC

RAB + RBC + RAC
et RC =

RACRBC

RAB + RBC + RAC

2.5 MÉTHODES D’ANALYSE

D’après ce qui précède, nous disposons, une fois précisés les sens des courants et les
sens des tensions, des lois et théorèmes suivants :

• la loi d’Ohm,

• la loi des nœuds,

• la loi des mailles,

• les autres théorèmes simples cités plus haut.

Mais dès que le réseau est un peu compliqué, il est parfois difficile d’appliquer ces
théorèmes. Plusieurs méthodes d’analyse facilitent alors la résolution du problème :

• la méthode générale des mailles et des courants,

• la méthode des mailles indépendantes,

• la méthode des nœuds.

2.5.1 Rappels de mathématiques

Nous rappelons les méthodes de résolution d’un système de n équations à n incon-
nues. Le principe de chaque méthode sera donné pour un système de deux équations
à deux inconnues.
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a) Méthode de substitution

Soit le système suivant de deux équations à deux inconnues :

y1 = a11x1 + a12x2 par exemple : 7 = 5x + 2y

y2 = a21x1 + a22x2 par exemple : 3 = 4x − y

• Nous cherchons l’expression littérale d’une des inconnues ; nous pouvons utiliser
dans notre exemple, la deuxième équation qui donne : y = 4x − 3

• Nous substituons l’expression trouvée dans les autres équations pour ne garder
qu’un nombre n − 1 d’équations.

• Nous répétons la même procédure pour obtenir une seule équation à une seule
inconnue.

Dans notre exemple nous obtenons :

5x + 2(4x − 3) = 7 soit : x = 1

Les changements de variables successifs permettent de remonter aux valeurs des
autres inconnues, ce qui donne dans notre exemple :

y = 4x − 3 = 1

b) Méthode de Cramer

Considérons le même système que précédemment :

y1 = a11x1 + a12x2 par exemple : 7 = 5x + 2y

y2 = a21x1 + a22x2 par exemple : 3 = 4x − y

Le système de n équations à n inconnues peut être écrit sous forme matricielle.
Chaque inconnue est obtenue directement en effectuant la division entre le déter-
minant DN de la matrice [MN ] et le déterminant DD de la matrice [MD].

[DM] est la matrice obtenue avec les coefficients des inconnues et [DN] est la matrice
obtenue en remplaçant les coefficients de cette inconnue par les éléments du second
membre.

Nous obtenons dans notre exemple :

x =

∣∣∣∣∣∣
7 2

3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 2

4 −1

∣∣∣∣∣∣
=

[(7) × (−1)] − [(2) × (3)]
[(5) × (−1)] − [(2) × (4)]

= 1
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y =

∣∣∣∣∣∣
5 7

4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 2

4 −1

∣∣∣∣∣∣
=

[(5) × (3)] − [(4) × (7)]
[(5) × (−1)] − [(2) × (4)]

= 1

2.5.2 Méthode générale

Un réseau électrique quelconque qui comporte « B » branches, est parfaitement dé-
terminé si nous connaissons à tout instant :

• les B courants qui circulent dans les branches,

• les B tensions aux bornes de ces branches.

L’analyse d’un réseau électrique consiste donc à déterminer ces deux B grandeurs
électriques. Il va de soi que ces deux B grandeurs ne sont pas indépendantes puisque
la connaissance d’une grandeur donne, d’après la loi d’Ohm, l’autre grandeur. Nous
cherchons donc à déterminer soit les courants, soit les tensions.

Les B grandeurs étant choisies, le comportement du réseau est décrit par un système
de B équations linéaires. Pour cette méthode nous appliquons les lois de Kirchhoff
autant de fois qu’il est nécessaire pour relier les B inconnues aux B équations.

Soit le réseau de la figure 2.20 qui comporte 8 branches. Il est donc décrit par un
système de 8 équations à 8 inconnues. Supposons que nous souhaitons déterminer
les courants qui circulent dans les différentes branches, les inconnues du système
sont alors les courants.

E1

E2
R1

R2

R3 R5 R7

R6

R8

I1

I8

I2 I4

I3 I5 I7

I6A B C D

MM M M

Figure 2.20 Exemple d’un circuit complexe à calculer.

Nous pouvons (mais ce n’est pas conseillé) écrire les lois de Kirchhoff sans ordre
préétabli afin de déterminer les 8 équations. En effet, dans le cas de notre exemple si
nous appliquons la loi des mailles pour ABMA, BCMB, CDMC et ABCDA et la loi
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des nœuds pour les points A, B, C et D, nous obtenons la matrice [M] suivante :

[M] =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

R1 R2 R3 0 0 0 0 0

0 0 R3 0 −R5 0 0 0

0 0 0 0 −R5 R6 R7 0

0 −R2 0 0 0 −R6 0 R8

1 −1 0 0 0 0 0 −1

0 1 −1 −1 0 0 0 0

0 0 0 1 −1 −1 0 0

0 0 0 0 0 1 −1 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

×

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

I1

I2

I3

I4

I5

I6

I7

I8

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

E1

E2

0

E2

0

0

0

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

La matrice trouvée est d’un rang relativement élevé. Ce rang peut être abaissé si nous
nous contentons des quatre relations déduites des lois des mailles et si nous introdui-
sons d’une façon judicieuse les substitutions des courants. Nous obtenons ainsi la
matrice

[
M′] :

[
M′] =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

R1 + R2 + R3 −R3 0 −R2 − R3

−R2 0 −R6 R2 + R6 + R8

0 −R5 R5 + R6 + R7 R5 − R6

R3 −R3 − R5 R5 R5 − R3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦×

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

I1

I4

I7

I8

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

E1

E2

0

E2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

avec :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

I2 = I1 − I8

I3 = I1 − I4 − I8

I5 = I4 − I7 − I8

I6 = I7 − I8

Nous pouvons résoudre ce système d’équation en utilisant par exemple la méthode
de Cramer. Nous obtenons facilement les autres inconnues I2, I3, I5 et I6 en utilisant
les relations de substitution précédentes.

Remarque : Cette méthode, en apparence facile à utiliser, nécessite un choix
judicieux des équations de substitution qui ne doivent pas être prises au ha-
sard. Dans un cas complexe, cette méthode présente des difficultés réelles et
plusieurs tâtonnement peuvent s’avérer nécessaires avant d’aboutir au résultat.

Les deux méthodes qui vont suivre présentent l’avantage d’être systématiques et
s’appliquent pour tous les réseaux plans. Ces méthodes dites des mailles indépen-
dantes ou des nœuds indépendants font intervenir les notions de mailles ou de cou-
rants virtuels.
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2.5.3 Méthodes des mailles et des courants indépendants

a) Définitions

Considérons un circuit électrique, comportant B branches et N nœuds.

➤ Nœuds indépendants

Si un réseau comporte un nombre N de nœuds, l’un des nœuds peut servir comme
référence. Le réseau comporte donc N − 1 nœuds indépendants, ce qui se traduit par
N − 1 potentiels à déterminer.

➤ Mailles adjacentes

Deux mailles sont adjacentes si elles sont extérieures l’une par rapport à l’autre et
n’ont en commun qu’une branche.

➤ Mailles indépendantes

Une maille est dite indépendante si une ou plusieurs branches lui appartiennent ex-
clusivement. La maille indépendante est forcément adjacente à au moins une autre
maille. Dans ce cas, si un réseau comporte N nœuds et B branches, il comporte alors
M mailles indépendantes :

M = B − (N − 1)

➤ Courants virtuels

Le courant de maille ou courant virtuel est le courant fictif qui circule dans toutes les
branches constituantes de la maille. Il s’ensuit la remarque très importante suivante :
Un élément commun à deux mailles indépendantes est parcouru par deux courants
virtuels différents selon que nous considérons l’une ou l’autre des mailles.

Prenons l’exemple de la figure 2.21 qui représente un circuit comportant 5 nœuds
notés A, B, C, D et M. Ce dernier nœud est pris comme référence de potentiel
UM = 0. Ce réseau comporte donc quatre (4 = N − 1) nœuds indépendants A, B, C
et D.

Ce réseau qui contient 8 branches, comporte alors M mailles indépendantes, avec :
M = B − (N − 1). Autrement dit, ce réseau comporte 4 mailles indépendantes qui
sont : ABMA, BCMB, CDMC et ABCDA. Nous trouvons donc 4 courants virtuels
notés Ia, Ib, Ic et Id. Cet exemple nous permet d’en déduire les remarques suivantes :

• le courant dans une branche indépendante est égal au courant de maille ;

• le courant dans une branche commune à deux mailles est égal à la somme algé-
brique des deux courants de maille ; par exemple : I3 = Ia + Ib.
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E

R4

R1

R2

R3 R5 R7

R6

R8

A B C D

M

Ia Ib Ic

Id

I8

I2

I4 I6I1
I3 I5 I7

M M M

Figure 2.21 Exemple d’un circuit complexe avec courants virtuels.

b) Méthodes des mailles adjacentes

➤ Réseau électrique sans source de courants

Cette méthode, appelée aussi méthode des courants indépendants, est issue de la
première loi de Kirchhoff et s’applique de préférence aux réseaux qui comportent
des éléments en série alimentés par des générateurs de tension. Nous supposons
donc que le réseau électrique ne contient aucune source de courant.

Soit une maille comportant plusieurs branches en série. La branche j comporte des
résistances Rj, des générateurs et des récepteurs Ej et est parcourue par un courant Ij

Nous prenons comme courants indépendants les courants fictifs (virtuels) dits cou-
rants de mailles Ia, Ib ... ; nous pouvons choisir par exemple le sens positif, celui qui
correspond au sens horaire. Nous pouvons constater qu’une branche est parcourue :

• par un seul courant de maille s’il s’agit d’une branche périphérique ;

• par deux courants de mailles de sens opposés, s’il s’agit d’une branche qui appar-
tient à deux mailles adjacentes.

Les courants de mailles étant définis, nous pouvons exprimer alors tous les courants
de branches en fonction de courants des mailles. Nous pouvons utiliser un tableau
récapitulatif. Nous trouverons dans le cas particulier de la figure 2.21 :

Tableau 2.1 Tableau récapitulatif des correspondances entre les courants.

I1 I2 I3 I4 I5 I6 I7 I8

Ia +1 +1 +1

Ib –1 +1 +1

Ic –1 +1 +1

Id –1 –1 –1 +1
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Les courants des branches périphériques s’expriment en fonction d’un seul courant
de maille. Dans les autres colonnes, nous trouvons toujours les deux coefficients +1
et –1.

Pour les générateurs et récepteurs polarisés, Ej est comptée algébriquement avec le
signe de la borne de laquelle nous sortons dans le sens de parcours conventionnel.
Dans le cas des récepteurs non polarisés, nous choisissons arbitrairement une polarité
et nous procédons comme pour les récepteurs polarisés. Lorsque le calcul est terminé,
nous devrons vérifier que le courant circule dans le récepteur dans le sens positif de
la tension.

Dans cette méthode, les inconnues sont les courants de branches. Si nous prenons
un réseau contenant N nœuds et B branches, ce réseau comporte toujours M mailles
indépendantes où : M = B − (N − 1).

Le tableau précédent fournit donc N − 1 équations de réseau, soit 4 équations. Or,
il faut trouver 8 (B = 8) équations pour calculer les 8 courants de branches. Il reste
donc à déterminer 4 (M = 4) courants de mailles. Le nombre d’équations à écrire
pour connaître l’état du réseau est donc égal à M.

La résolution s’effectue en écrivant la loi de Kirchhoff des tensions pour chacune des
mailles, ce qui donne les M équations restantes. Nous obtenons ainsi les 8 (B = 8)
équations à 8 inconnues du circuit électrique.

Nous prenons donc dans le cas de l’exemple de la figure 2.21, les 4 mailles indépen-
dantes ABMA, BCMB, CDMC et ABCDA. L’application de la loi de Kirchhoff aux
quatre mailles donne :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

R1Ia + R2Ia − R2Id + R3Ia − R3Ib = +E

−R3Ia + R3Ib + R4Ib − R4Id + R5Ib − R5Ic = 0

−R5Ib + R5Ic + R6Ic − R6Id + R7Ic = 0

R8Id + R6Id − R6Ic + R4Id − R4Ib + R2Id − R2Ia = 0

Les quatre équations peuvent se mettre sous une forme matricielle :⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

R1 + R2 + R3 −R3 0 −R2

−R3 R3 + R4 + R5 −R5 −R4

0 −R5 R5 + R6 + R7 −R6

−R2 −R4 −R6 R2 + R4 + R6 + R8

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦×

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ia

Ib

Ic

Id

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

E

0

0

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Nous pouvons remarquer que E apparaît une seule fois dans la matrice précédente.
Ceci s’explique par le fait que E appartient à une branche périphérique. Mais si une
source appartient à une branche commune à deux mailles, cette source apparaît deux
fois avec des signes opposés.
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La matrice carrée ainsi obtenue représente la matrice résistance des mailles (matrice
impédance dans le cas général). Elle possède les propriétés suivantes :

• elle est symétrique,

• seuls les termes de sa diagonale principale sont positifs,

• la dernière matrice colonne est la matrice des sources. Le signe + est affecté à la
source si le courant de la maille entre par le pôle positif de la source.

La solution finale du problème s’obtient en inversant la matrice résistance et en cal-
culant les courants des mailles.

[I] = [R]−1 × [E]

Nous cherchons à calculer l’inverse de la matrice. Pour cela, nous calculons le déter-
minant de la matrice précédente en posant :

[matrice R] =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Réq1 −R3 0 −R2

−R3 Réq2 −R5 −R4

0 −R5 Réq3 −R6

−R2 −R4 −R6 Réq4

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Les résistances équivalentes sont :

Réq1 = R1 + R2 + R3 , Réq2 = R3 + R4 + R5,

Réq3 = R5 + R6 + R7 , Réq4 = R2 + R4 + R6 + R8

Le déterminant est :

D = Réq1.Réq2.Réq3.Réq4 + 2R2.R3.R5.R6 − R2
2.R

2
5 − R2

4.Réq1.Réq3 − R2
3.R

2
6

La matrice des cofacteurs est :

[M] =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

m11 m12 m13 m14

m21 m22 m23 m24

m31 m32 m33 m34

m41 m42 m43 m44

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Les valeurs des mij sont les suivantes :

m11 = Réq2.Réq3.Réq4 − 2R4.R5.R6 − R2
4.Réq3 − R2

5.Réq4 − R2
6.Réq2

m11 = Réq2Réq3Réq4 − 2R4.R5.R6 − R2
4.Réq3 − R2

5.Réq4 − R2
6.Réq2

m11 = Réq2.Réq3.Réq4 − 2R4.R5.R6 − R2
4.Réq3 − R2

5.Réq4 − R2
6.Réq2

m11 = Réq2.Réq3.Réq4 − 2R4.R5.R6 − R2
4.Réq3 − R2

5.Réq4 − R2
6.Réq2
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Nous pouvons donc déduire la matrice des courants :⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ia

Ib

Ic

Id

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

1
D

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

m11 m21 m31 m41

m12 m22 m32 m42

m13 m23 m33 m43

m14 m24 m34 m44

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦×

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

E

0

0

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

La connaissance des courants de mailles Ia, Ib, Ic et Id permet de trouver les différents
courants qui circulent dans les différentes branches. Le tableau 2.2 nous donne les
résultats suivants :

Tableau 2.2 Tableau récapitulatif des courants.

I1 = Ia = m11E I2 = Ia − Id = (m11 − m14)E

I3 = Ia − Ib = (m11 − m12)E I4 = Ib − Id = (m12 − m13)E

I5 = Ib − Ic = (m12 − m13)E I6 = Ic − Id = (m13 − m14)E

I7 = Ic = m13E I8 = Id = m14E

➤ Réseau électrique avec sources de courants

Lorsqu’une branche contient une source de courant, nous ne pouvons écrire la loi de
Kirchhoff des tensions pour une maille. En effet, la tension aux bornes d’une source
de courant est indéterminée.

Dans ce cas, il faut modifier le dessin du circuit de façon à placer la branche conte-
nant la source de courant comme une branche périphérique, ce qui implique un autre
choix des courants de mailles. La suite du calcul se fait de la même façon que précé-
demment.

Remarque : Si la source de courant se trouve en parallèle avec une résistance,
la première méthode reste valable. En effet, il suffit d’appliquer le théorème
de Thévenin pour convertir la source de courant en parallèle avec la résistance
en une source de tension en série avec la résistance.

c) Méthodes des nœuds indépendants

➤ Réseau électrique sans sources de tensions

Cette méthode, aussi appelée méthode des potentiels, est la réciproque de la méthode
des mailles adjacentes. Issue de la deuxième loi de Kirchhoff, elle s’adapte bien
aux circuits qui contiennent des sources de courants. Nous supposons donc que le
réseau électrique ne contient aucune source de tension. Nous présentons la théorie
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appliquée à l’exemple du circuit de la figure 2.22 qui comporte B (B = 8) branches
et N (N = 5) nœuds.

I1

R4R2

R3 R5 R7

R6

R8

A B C D

M

V1

V2

V3

V4 V6

V5 V7

V8

M MM

Figure 2.22 Exemple de circuit avec sources de courants.

Supposons que l’on choisisse le potentiel du nœud M comme référence. Les poten-
tiels des nœuds A, B, C et D sont appelés tensions auxiliaires, notées : VA, VB, VC et
VD.

Les tensions des branches reliées au nœuds de référence étant définies, nous pouvons
exprimer alors toutes les tensions des branches en fonction des tensions auxiliaires.
Par exemple dans un tableau récapitulatif (tableau 2.2). Nous trouverons dans le cas
particulier de la figure 2.22 :

Tableau 2.3 récapitulatif des correspondances entre les tensions.

V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7 V8

VA +1 –1 –1

VB +1 +1 –1

VC +1 +1 −1

VD +1 +1 +1

Ce tableau fournit donc 8 relations entre les tensions que nous cherchons et les ten-
sions auxiliaires. Il faut déterminer 4 (N−1 = 4) relations pour déterminer les quatre
tensions auxiliaires ou tensions indépendantes.

Nous pouvons écrire qu’en chaque nœud, la somme algébrique des courants est nulle.
Dans ce cas, afin de faciliter le calcul, nous préférons utiliser les conductances au lieu
des résistances.

Au nœud A : −G2 (VB − VA) − G8 (VD − VA) = I1
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Au nœud B : G2 (VB − VA) + G3VB − G4 (VC − VB) = 0

Au nœud C : G4 (VC − VB) + G5VC − G6 (VD − VC) = 0

Au nœud D : G6 (VD − VC) + G7VD + G8 (VD − VA) = 0

Si d’autres sources de courant se trouvent dans le circuit, il suffit de les additionner
aux courants des nœuds. Les quatre équations peuvent se mettre sous forme matri-
cielle :⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

G2 + G8 −G2 0 −G8

−G2 G2 + G3 + G4 −G4 0

0 −G4 G4 + G5 + G6 −G6

−G8 0 −G6 G6 + G7 + G8

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦×

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

VA

VB

VC

VD

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

I1

0

0

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Comme pour la méthode des mailles adjacentes, nous pouvons remarquer que I1

apparaît une seule fois dans la matrice précédente. Ceci s’explique par le fait que E
appartient à une branche périphérique. En revanche, si une source appartient à une
branche commune à deux mailles, cette source apparaît deux fois avec des signes
opposés.

La matrice carrée ainsi obtenue représente la matrice conductance (matrice admit-
tance dans le cas général) des nœuds. Elle possède les propriétés suivantes :

• elle est symétrique,

• seuls les termes de sa diagonale principale sont positifs,

• la dernière matrice colonne est la matrice des sources. Le signe + est affecté à la
source si le courant sort du nœud.

La solution finale du problème s’obtient en inversant la matrice conductance et en
calculant les tensions auxiliaires :

[V] = [G]−1 × [I]

Nous calculons l’inverse de la matrice, puis à l’aide du tableau récapitulatif des ten-
sions, nous pouvons déterminer V1, V2, V3, V4, V5, V6, V7, et V8, en fonction de
VA, VB, VC, et VD.

➤ Réseau électrique avec sources de tension

Lorsqu’une branche contient une source de tension, nous ne pouvons écrire la loi de
Kirchhoff des courants pour un nœud. En effet, le courant qui traverse une source de
tension est indéterminé.

Dans ce cas, il faut modifier le choix du nœud de référence, de façon à ce que la
source de tension figure dans une branche reliée au nouveau nœud de référence. La
suite du calcul se fait de la même façon que précédemment.
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Remarque : Si la source de tension se trouve en série avec une résistance, la
première méthode reste valable. En effet il suffit d’appliquer le théorème de
Norton pour convertir la source réelle de tension en une source de courant en
parallèle avec la résistance.

2.6 PUISSANCE ET ÉNERGIE

Dans un réseau électrique, le générateur est censé fournir l’énergie nécessaire à un
récepteur qui l’accepte. Considérons le réseau élémentaire constitué d’un générateur
réel de tension et d’une résistance de charge RU.

Rg

RU

A

B

UE

Générateur Charge

Figure 2.23 Source de tension chargée par une résistance RU.

En vertu du principe de la conservation de l’énergie, la puissance fournie par le gé-
nérateur Pf est égale à la somme des puissances dissipées par toutes les résistances
du circuit. Si nous appelons I l’intensité du courant électrique circulant dans cette
maille, la puissance fournie par le générateur est égale à :

Pf = E.I = Rg.I
2 + RU.I2 =

(
Rg + RU

)
I2

Le dernier terme de l’expression précédente reflète la puissance utile PU dissipée
par la charge RU , c’est donc la puissance que lui a transmise le générateur. Il va de
soi que cette puissance est toujours inférieure à Pf . La différence entre la puissance
transmise et la puissance fournie représente les pertes dans la résistance interne du
générateur.

Comment faut-il choisir RU vis-à-vis de Rg pour que la puissance transmise soit
maximale ?

Nous cherchons la valeur optimale de la résistance d’utilisation RU(opt). Pour cela,
calculons la puissance PU en fonction de Rg :

PU = RU.I2 = RU

(
E

Rg + RU

)2
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Étudions la loi de variation de la puissance en calculant sa dérivée :

dPU

dRU
=

E2
(
Rg + RU

)2 − E2.RU
(
2Rg + 2RU

)2(
Rg + RU

)4 =
E2
(
Rg + RU

)
×
(
Rg + RU − 2RU

)
(
Rg + RU

)4

La puissance transmise est maximale (en mathématiques, nous disons que la courbe
passe par un extremum) lorsque cette dérivée s’annule, c’est à dire pour RU = Rg.
Elle vaut alors :

PU(max) =
E2.RU(

Rg + RU
)2 =

E2

4R2
g

L’énergie transmise pendant une durée de temps T est égale à : W = P. T .

CE QU’IL FAUT RETENIR

➤ La loi des nœuds stipule que : la somme algébrique des intensités des courants

arrivant à un nœud est nulle :
n∑

k=1

Ik = 0, ce qui donne aussi :

n1∑
e=1

Ie =
n2∑

s=1

Is l’indice "e" pour entrant et l’indice "s" pour sortant

➤ La loi des mailles stipule que : la somme algébrique des différences de potentiel
(ou tension) le long d’une maille comptabilisées dans un sens donné est nulle.

n∑
k=1

DUk = 0 DUk est une grandeur algébrique

(a) (b)

I1

I2

I3

I4

I5

N

A B

C

DE

UEA

UCD

UBC

UDE

UAB

Figure 2.24 Loi des nœuds (a) et loi des mailles (b).

➤ La résistance équivalente à n résistances branchées en série est égale à la somme
des n résistances : Réq = R1 + R2 + R3 + . . . Rn.
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➤ La résistance équivalente à n résistances en parallèle est une résistance R qui a une
conductance G égale à la somme des conductances : Géq = G1 + G2 + G3 + . . . Gn.

➤ L’association en série de n générateurs de tension de résistance interne Rk et de
force électromotrice Ek est équivalente, à un générateur de tension Eéq et de résis-
tance Réq :

Eéq =
n∑

k=1

Ek et Réq =
n∑

k=1

Rk

➤ L’association en parallèle de n générateurs de courant de résistance interne Rk et
de courant Ik est équivalente, à un générateur de courant Iéq et de conductance Géq :

Iéq =
n∑

k=1

Ik et Géq =
n∑

k=1

Gk

➤ La tension aux bornes d’une résistance placée dans un circuit série comportant n
résistances, alimenté par une source de tension E est :

Ui = E
Ri

R1 + R2 + ... + Rn
, dans le cas de la figure, on a : U = E

R2

R1 + R2

I1

I

II

I2

R1 R2
E R2

R1 A

B

I

U

(a) (b)

Figure 2.25 Pont diviseur de tension à deux résistances (a) et pont diviseur de courant (b).

➤ Le courant traversant une résistance Ri placée dans un circuit parallèle comportant
n résistances, alimenté par une source idéale de courant I, est :

Ii = I
Gi

G1 + G2 + G3 + ... + Gn
,

dans le cas de la figure, on a : I2 = I
G2

G1 + G2

➤ Dans un réseau linéaire comportant n sources indépendantes de tension et de cou-
rant le courant IK dans la branche K (ou la tension) est :

IK = IK1 + IK2 + . . . + IKn

IK1,IK2, . . . ,IKn sont les valeurs crées individuellement dans cette branche par chaque
source agissant seule. Les autres sources étant passivées (remplacés par leur résis-
tance interne).
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➤ Un circuit électrique linéaire placé entre deux points A et B peut être remplacé par
un générateur équivalent de Thévenin de force électromotrice ETH et de résistance
interne RTH .

ETH est égale à la tension mesurée entre A et B à vide et RTH correspond à la valeur
de la résistance vue entre A et B lorsque les sources indépendantes sont passivées.
Dans le cas de la figure, on a :

ETH =
R2

R1 + R2
E et RTH =

R1R2

R1 + R2

➤ Un circuit électrique linéaire placé entre deux points A et B, peut être remplacé
par un générateur de Norton équivalent de courant IN et de résistance interne RN .

IN est égale à l’intensité mesurée entre A et B dans un court-circuit (charge court-
circuitée) et RN correspond à la valeur de la résistance vue entre A et B lorsque
les sources indépendantes sont passivées. Le passage du modèle d’un générateur de
Thévenin à celui d’un générateur de Norton conduit à trouver :

RN = RTH et ETH = RTH × ITH = RTH × IN

➤ Soit M choisi comme référence de potentiel VM = 0. Supposons n branches
connectées à un nœud A. On a :

VN =

n∑
i=1

EiGi

n∑
i=1

Gi

=
E1G1 + E2G2 + E3G3 + . . . + EnGn

G1 + G2 + G3 + . . . + Gn
=

E1

R1
+

E2

R2
+

E3

R3
+ ... +

En

Rn

1
R1

+
1

R2
+

1
R3

+ . . . +
1

Rn

RkRi

Ek

R1

Ei

V

N

E1

M

M

Figure 2.26 Principe du théorème de Millman.
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EXERCICES

Exercice 2.1 Calcul de la résistance équivalente d’un circuit complexe

Soit le montage de la figure 2.27.

                             

A

B

R1

R2

R3
R4

R7

R5

R6

R8

R9

C D

E

F

Figure 2.27 Circuit électrique comportant 9 résistances.

Déterminer la résistance équivalente entre les points A et E.

Application numérique : R1 = R5 = 2 kV, R3 = R7 = 3 kV, R2 = R6 = 5 kV,
R4 = 1 kV R8 = R9 = 8 kV.

Solution

Nous constatons que A, B, C d’une part et D, E, F d’autre part forment deux cir-
cuits triangles. Comme nous l’avons présenté à la figure 2.28, nous commençons par
transformer le triangle ABC en son équivalent étoile. Pour cela, nous appelons M le
nœud des trois branches MA, MB et MC.

Nous transformons aussi le triangle DEF en son équivalent étoile. Pour cela nous
appelons N le nœud des trois branches ND, NE et NF.

A

B

RAM

RMC R4 RDN

REN

RNFR8

R9

C D

E

F

RBM

M N

Figure 2.28 Schéma après transformation triangle-étoile.
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Les expressions des différentes résistances ainsi que leurs applications numériques
sont :

RAM =
R1.R3

R1 + R2 + R3
=

2 × 103 × 3 × 103

10 × 103
= 0,6 kV

RBM =
R1.R2

R1 + R2 + R3
=

2 × 103 × 5 × 103

10 × 103
= 1 kV

RCM =
R2.R3

R1 + R2 + R3
=

3 × 103 × 5 × 103

10 × 103
= 1,5 kV

Par symétrie, nous pouvons déduire les valeurs de RND, RNE et RNF :

RNE = 0,6 kV , RNF = 1 kV et RND = 1,5 kV

A

RAM

Réq1

REN

Réq2

R9 E

M N

Figure 2.29 Schéma du circuit après simplification.

Entre les points M et N, nous avons une première branche constituée de la mise en
série de trois résistances : RMC, R4 et RDN .

Soit :

Réq1 = RMC + R4 + RDN = 4 kV

Nous trouvons aussi une autre branche constituée de la mise en série de trois résis-
tances : RBM, R8 et RNF.

Soit :

Réq2 = RBM + R8 + RNF = 10,5 kV

Finalement, entre A et B, nous avons une résistance totale :

Réq3 =
Réq1Réq2

Réq1 + Réq2
+ RAM + REN = 3,74 kV
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Exercice 2.2 Application du théorème de Thévenin sur un circuit simple

Soit les montages de la figure 2.30.

M

E2

B CR1A

UBME1

M

E2

B CA

UBM
E1

R2

R3

R1 R2

(a)                                  (b)

Figure 2.30 Montage simple à deux sources de tension.

1. Déterminer pour la figure 2.30 (a) les éléments du générateur équivalent de
Thévenin vu des points B et M. En déduire les éléments du générateur équivalent
de Norton.

2. En déduire la différence de potentiel UBM dans le cas de la figure 2.30 (b).

Application numérique :

R1 = 3 kV, R2 = 6 kV, R3 = 10 kV, E1 = 20 V et E2 = 10 V

Solution

1. À vide nous pouvons par exemple appliquer le théorème de superposition. Dans ce
cas, lorsque la source E2 est court-circuitée (passivée), puisque la sortie est ouverte,
aucun courant ne peut circuler dans la résistance R3. Le schéma du montage devient
celui de la figure 2.31 (a) : la source de tension E1 donne en sortie une différence
de potentiel UBM1 ; de même, lorsque la source E1 est court-circuitée, le schéma du
montage devient celui de la figure 2.31 (b) : E2 donne en sortie une différence de
potentiel UBM2 :

UBM1 = E1.
R2

R1 + R2
et UBM2 = E2.

R1

R1 + R2

La tension de Thévenin équivalente devient :

ETH = UBM1 + UBM2 = E1
R2

R1 + R2
+ E2

R1

R1 + R2
= 16,66 V

Lorsque les deux sources sont passivées, E1 = E2 = 0. La figure 2.31 (c) montre que
les générateurs sont remplacés par des court-circuits, la résistance vue entre B et M
est égale à la mise en parallèle de R2 et de R1, d’où :

RTH =
R1.R2

R1 + R2
= 2 kV
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R1

R2

B

M

UBM1 E2

R2

R1

B

M

R1 R2B

M

E1 UBM2

(a) (b) (c)

Figure 2.31 Étapes de calcul d’un générateur de Thévenin équivalent.

Pour calculer les éléments du générateur de Norton équivalent, nous utilisons les
formules de passage d’un générateur de Thévenin vers un générateur de Norton.
Nous obtenons :

RN = RTH = 2 kV et IN =
ETH

RN
= 8,33 mA

2. Nous utilisons le résultat de la première question pour déterminer la différence de
potentiel qui se trouve entre B et M. La résistance R3 est la résistance de charge du
générateur de Thévenin. Il suffit dans ce cas d’appliquer le diviseur de tension :

UBM =
R3

R3 + RTH
ETH =

10 × 103

(10 + 2) × 103
× 16,66 = 13,88 V

Exercice 2.3 Transformation Norton-Thévenin pour le calcul d’un
courant électrique

Soit le montage de la figure 2.32.

Calculer le courant électrique I qui circule dans la résistance d’utilisation RU.

Application numérique :

I1 = 2 mA, I2 = 5 mA, R1 = 10 kV et R2 = 5 kV.

R1

I1
R2

I2

RU

A B

I

N

N

I1

I2

Figure 2.32 Montage simple avec deux sources de courants.
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Solution

Entre A et N se trouve un générateur de Norton (I1, R1). De même, entre N et B, nous
avons un autre générateur de Norton (I2, R2). Puisque AN et NB sont deux branches
en série, nous aurons intérêt à utiliser les modèles de Thévenin.

Nous pouvons donc transformer le schéma de l’énoncé en un autre donné à la fi-
gure 2.33 (a).

RTH1
ETH1

RUA BI

N
.

RTH2
ETH2 RTH

ETH

RUA BI

(a)                                                                            (b)
Figure 2.33 Simplification du montage de l’énoncé.

Les expressions des éléments des modèles de Thévenin sont :

ETH1 = I1.R1 ; ETH2 = I2.R2 ; RTH1 = R1 ; RTH2 = R2

Nous pouvons de nouveau chercher le modèle de Thévenin équivalent de la fi-
gure 2.33 (b) :

ETH = ETH2 − ETH1 et RTH = RTH1 + RTH2 = R1 + R2

D’après le schéma 2.33 (b), le sens de ETH et celui du courant I sont quelconques. Si
la valeur algébrique de ETH est positive, le sens du courant réel correspond au sens
choisi. Dans le cas contraire, nous trouverons une valeur négative du courant ce qui
impose de changer le sens choisi.

Application numérique :

ETH1 = I1.R1 =
(
2 × 103

)
×
(
10 × 10−3

)
= 20 V

ETH2 = I2.R2 =
(
5 × 10−3

)
×
(
5 × 103

)
= 25 V

ETH = ETH2 − ETH1 = 25 − 20 = 5 V

RTH = R1 + R2 = 10 kV + 5 kV = 15 kV

Nous avons bien un courant positif dans le même sens que celui indiqué à la fi-
gure 2.33 (b).

Exercice 2.4 Transformation d’un milliampèremètre en ampèremètre

Soit un milliampèremètre de résistance interne r = 100 V et de calibre I = 1 mA.
Pour pouvoir utiliser le milliampèremètre afin de mesurer des courants d’intensité
Im comprise entre 0 A et 1 A, le milliampèremètre est shunté par une résistance RS

Le montage de la figure 2.34 représente cette transformation.
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mAIm

I

IS RS

Im
A

Im Im

(a)                                                                 (b)
Figure 2.34 Transformation d’un milliampèremètre en ampèremètre.

1. Calculer la valeur de RS pour obtenir l’équivalent d’un ampèremètre de ca-
libre 1 A.

2. Quelle est alors la résistance équivalente interne de l’ampèremètre Ra ?

3. L’ampèremètre ainsi réalisé sert pour mesurer la puissance dissipée dans une
résistance d’utilisation RU. Pour cela, nous utilisons un voltmètre de résistance
interne RV

Calculer la puissance mesurée pour les deux montages présentés à la figure 2.35 (a)
et 2.35 (b) appelés respectivement « courte dérivation » et « longue dérivation ».

Comparer la puissance mesurée et la puissance théorique, et conclure.

Application numérique :

RV = 100 kV, R = 10 kV , E = 200 V

RE

A

V
R

E

A

V

(a) (b)

Figure 2.35 Montages courte dérivation (a) et longue dérivation (b).

Solution

1. Comme indiqué à la figure 2.35 (a), le milliampèremètre et la résistance de shunt
sont en parallèles. Ils sont donc soumis à la même différence de potentiel.

U = r.I = RS.IS ce qui donne : RS = r
I
IS

D’après la loi des nœuds, Le courant mesuré Im est la somme du courant dans le
milliampèremètre et du courant dans la résistance de shunt.

Im = I + IS soit : IS = Im − I = 1 A − 1 mA = 999 mA
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La résistance RS devient :

RS = r
I
IS

= 100 × 1 mA
999 mA

≈ 0,1 V

2. Puisque le milliampèremètre et la résistance de shunt sont en parallèle, il suffit
donc de remplacer le milliampèremètre par sa résistance interne. Nous avons deux
résistances en parallèle. La résistance équivalente est :

Réquivalente = Ra =
r.RS

r + RS
=

100 × 0,1
100 + 0,1

≈ 0,1 V

3. Pour pouvoir comparer entre elles les deux méthodes de mesure de la puissance,
nous remplaçons chaque appareil de mesure par sa résistance interne. La figure 2.36
(a) et la figure 2.36 (b) représentent respectivement le cas du montage courte dériva-
tion et du montage longue dérivation.

E R E
R

Ra

Ra
RV

RV

A

B B

AIm

Um
Um

Im

(a)

Courte dérivation

(b)

Longue dérivation

Figure 2.36 Schémas équivalents des deux méthodes.

Ra =
r.RS

r + RS
=

100 × 0,1
100 + 0,1

≈ 0,1 V ; RV = 100 kV ; R = 10 kV ; E = 200 V

La puissance théorique dissipée par la résistance est :

Pthéorique =
E2

R
=

2002

10 × 103
= 4 W

La puissance mesurée par la méthode de courte dérivation est :

PC.D = Um × Im = UAB × Im

Or nous avons :

R//RV =

(
100 × 103

)
×
(
10 × 103

)(
100 × 103

)
+
(
10 × 103

) = 9,09 kV

Or, la tension mesurée entre les points A et B est :

UAB =
R//RV

Ra +
(
R//RV

)E =
9,09 × 103

0,1 + 9,09 × 103
× E ≈ E = 200 V
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Le courant mesuré par l’ampèremètre est :

Im =
E

Ra +
(
R//RV

) =
E

0,1 + 9,09 × 103
≈ 200

9,09 × 103
= 22 mA

La puissance mesurée en courte dérivation est donc :

PC.D = Im.Um = (22 mA) × 200 V = 4,4 W

ce qui représente une erreure relative de 10 %

La puissance mesurée par la méthode de longue dérivation est :

PL.D = Um.Im = UAB.Im

Or nous avons :
Um = E = 200 V

le courant mesuré par l’ampèremètre est :

Im =
E

Ra + R
=

E
0,1

+ 10 × 103 ≈ 200
10 × 103

= 20 mA

la puissance mesurée en longue dérivation est donc :

PL.D = Im.Um ≈ 20 mA × 200 V = 4 W

Il n’y a presque pas d’erreur sur la mesure de la puissance avec la méthode longue
dérivation. Ce résultat était prévisible puisque l’ampèremètre possède une résistance
très faible qui ne perturbe pas les mesures.

Par contre, le voltmètre n’a pas une résistance très élevée par rapport à la résistance
R. Sa mise en parallèle avec celle-ci modifie la valeur de la résistance équivalente, ce
qui se répercute sur le résultat final.

Exercice 2.5 Application des théorèmes de Thévenin et de Norton
sur un pont diviseur

Soit le montage de la figure 2.37.

R1

R2

A

B

RU
E UAB

K

Figure 2.37 Pont diviseur et charge d’un générateur.

1. Nous supposons l’interrupteur K ouvert. Déterminer les éléments du générateur
équivalent de Thévenin et du générateur de Norton vus des points A et B.
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Application numérique :

R1 = R2 = 2 kV et E = 20 V.

2. L’interrupteur K est maintenant fermé, le montage précédent est chargé par une
résistance d’utilisation RU dont la valeur varie. Tracer la courbe qui représente la
tension UAB en fonction de la résistance RU.

3. Déterminer l’expression de la puissance d’utilisation PU fournie à la résistance
d’utilisation RU . Calculer la puissance maximale.

Solution

1. Comme indiqué à la figure 2.38 (a), à vide, nous appliquons le diviseur de tension :

UAB =
R2

R1 + R2
= ETH

Comme indiqué à la figure 2.38 (b), si nous court-circuitons la sortie, nous trouvons :

ICC =
E
R1

= IN

Enfin, lorsque nous passivons la source de tension : E = 0, le générateur est remplacé
par un court-circuit comme nous l’avons présenté à la figure 2.38 (c). La résistance
RN vue entre A et B est égale à R2 en parallèle avec R1.

D’où :

RTH = RN =
(
R1//R2

)
=

R1.R2

R1 + R2

R1

R2

A

B

UAB

R1

R2

A

B

E E

I I

ICC

R1

R2

A

B

(a)                     (b)               (c)

Figure 2.38 Méthode de calcul du générateur de Thévenin.

Application numérique : R1 = R2 = 2 kV et E = 20 V donnent :

ETH = 20 × 2 × 103

(2 + 2) × 103
= 10 V

IN =
20

2 × 103
= 10 mA

RTH = RN =

(
2 × 103

)
×
(
2 × 103

)
(2 + 2) × 103

= 1 kV

Nous obtenons donc pour le même montage, soit le modèle de Thévenin de la fi-
gure 2.39 (a), soit le modèle de Norton de la figure 2.39 (b).
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RTH A

B

RU
ETH UAB

K

RN

A

B

RU
IN UAB

K

(a) (b)
Figure 2.39 Générateurs de Thévenin (a) et de Norton (b) équivalents.

2. Lorsque le montage précédent est chargé par la résistance RU , nous pouvons utili-
ser toujours le pont diviseur en tension. Nous trouvons dans ce cas :

UAB =
RU

RU + RTH
ETH =

RU + RTH − RTH

RU + RTH
ETH = ETH ×

(
1 − RTH

RU + RTH

)

Application numérique :

UAB = 10 ×
(

1 − 103

RU + 103

)
en volt.

La courbe de variation de UAB en fonction de la résistance RU est donnée à la fi-
gure 2.40.

0 5 10 15 20 25 30 35 40
0

2

4

6

8

10

 

UAB

RU (en kΩ)

Figure 2.40 Variation de la tension UAB en fonction de RU.

3. La puissance fournie à la charge d’utilisation est PU :

PU =
(UAB)2

RU
=
(

RU

RU + RTH
× ETH

)2

.RU = (ETH)2 .

(
RU

(RU + RTH)2

)
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Nous pouvons constater que cette puissance s’annule pour deux valeurs de la charge
qui correspondent à RU court-circuitée (RU = 0) et lorsque la charge devient infinie.

La dérivée de la puissance par rapport à la variable RU s’annule lorsque RU = RTH .
Dans ce cas, la puissance est maximale :

dPU

dRU
= (ETH)2

(
(RU + RTH)2 − 2RU (RU + RTH)

(RU + RTH)4

)
= E2

TH
R2

U − R2
TH

(RU + RTH)4

dPU

dRU
= E2

TH × R2
U − R2

TH

(RU + RTH)4 = 0 impose : RU = RTH

La puissance maximale est donc :

PU(Max) =
E2

TH

4 × RTH
=

102

4 × 103
= 25 × 10−3 = 25 mW

Exercice 2.6 Principe d’un convertisseur numérique-analogique utilisant
un réseau de résistances « R-2R »

Soit le montage de la figure 2.41 qui représente un réseau appelé « R − 2R ».
Ce circuit permet de convertir une tension (information) codée en binaire (numé-
rique) en une tension analogique prise entre le point D et la masse. Cette tension
est notée US.

Les interrupteurs Ki sont soit reliés à la masse si Ki = 0, soit reliés au potentiel E
si Ki = 1.

E

A
B C D

R R R

2R 2R 2R 2R

2R

K1 K2 K3 K4

US

Figure 2.41 Principe d’un convertisseur numérique-analogique.

Déterminer en fonction des éléments du montage et en fonction des états des
interrupteurs, l’expression de la tension de sortie US.
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Solution

Nous pouvons utiliser le théorème de Millman aux points A, B, C et D :

UA =

K1.E
2R

+
UB

R
+

0
2R

1
2R

+
1

2R
+

1
R

=
(K1.E) + (2UB)

4

UB =

K2.E
2R

+
UA

R
+

UC

R
1

2R
+

1
R

+
1
R

=
(K2.E) + (2UA) + (2UC)

5

UB =
(K2.E) + (2UC)

5
+

2
5
× (K1.E) + (2.UB)

4

soit :

UB =
K1.E

8
+

K2.E
4

+
UC

2

UC =

K3.E
2R

+
UB

R
+

UD

R
1

2R
+

1
R

+
1
R

=
(K3.E) + (2.UB) + (2.UD)

5

UC =
K1.E
16

+
K2.E

8
+

K3.E
4

+
UD

2

Enfin nous pouvons tirer l’expression de UD :

UD =

K4.E
2R

+
UC

R
1

2R
+

1
R

=
K1.E
16

+
K2.E

8
+

K3.E
4

+
K4.E

2

Ce résultat s’écrit sous une forme plus intéressante :

UD =
E
16

×
[(

K1 × 20
)

+
(
K2 × 21

)
+
(
K3 × 23

)
+
(
K4 × 24

)]
Les positions des interrupteurs correspondent à la valeur de la tension analogique
obtenue. Cette tension est proportionnelle au nombre binaire constitué de 4 bits. Il
s’agit bien d’un convertisseur numérique-analogique.
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Exercice 2.7 Application de la loi des mailles sur un circuit complexe

Soit le montage de la figure 2.42.

R1

R4

B

M

E1

A

E2

D
R2 R3CI1 I2 I3

I4 I5

R5

M M

Figure 2.42 Circuit avec plusieurs nœuds et plusieurs mailles.

Déterminer en fonction des éléments du montage les intensités I1 , I2 , I3 , I4 et I5

dans chaque branche du réseau .

Application numérique :

R1 = R2 = R3 = 1 kV , R4 = R5 = 2 kV, E1 = 10 V et E2 = 20 V

Solution

Nous pouvons utiliser la loi des mailles appliquée aux trois mailles suivantes :
(ABMA), (BCMB) et (CDMC). Nous constatons de suite que les courants I4 et I5

s’écrivent :

I4 = I1 − I2 et I5 = I2 − I3

Les équations des mailles deviennent :

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

R1.I1 + R4 (I1 − I2) − E1 = 0

−R4 (I1 − I2) + R2.I2 + R5 (I2 − I3) = 0

−R5 (I2 − I3) + R3.I3 + E2 = 0

ce qui s’écrit encore :

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

(R1 + R4) I1 − R4.I2 = E1

−R4.I1 + (R2 + R4 + R5) I2 − R5.I3 = 0

0 × I1 − R5.I2 + (R3 + R5) I3 = −E2
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En remplaçant par les valeurs numériques, nous obtenons le système d’équation :

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

(
3 × 103

)
× I1 −

(
2 × 103

)
× I2 = 10

−
(
2 × 103

)
× I1 +

(
5 × 103

)
× I2 −

(
2 × 103

)
× I3 = 0

0 × I1 −
(
2 × 103

)
× I2 +

(
3 × 103

)
× I3 = −20

Il suffit de résoudre le système en utilisant le calcul matriciel :

⎡
⎢⎢⎢⎣

3 × 103 −2 × 103 0

−2 × 103 5 × 103 −2 × 103

0 −2 × 103 3 × 103

⎤
⎥⎥⎥⎦×

⎡
⎢⎢⎣

I1

I2

I3

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣

10

0

−20

⎤
⎥⎥⎦

Pour cela, nous pouvons utiliser par exemple la méthode de Cramer :

I1 =

⎡
⎢⎢⎣

10 −2 × 103 0

0 5 × 103 −2 × 103

−20 −2 × 103 3 × 103

⎤
⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎣

3 × 103 2 × 103 0

−2 × 103 5 × 103 −2 × 103

0 −2 × 103 3 × 103

⎤
⎥⎥⎦

Nous déterminons de la même façon les autres courants :

I1 =
30 × 106

45 × 109
= 0,66 mA, I2 = −1,33 mA et I3 = −7,55 mA

Nous obtenons donc :

I1 = 0,66 mA, I2 = −1,33 mA, I3 = −7,55 mA, I4 = 2 mA, I5 = 6,22 mA.

Ces résultats montrent que les sens choisis pour les courants ne sont pas tous corrects.
En effet, le générateur E2 impose son courant de droite à gauche et par conséquence
le courant I2 est lui aussi de droite à gauche.
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Exercice 2.8 Précisions sur les références de tensions obtenues
par circuit résistif

Soit le montage de la figure 2.43.

E

B M

R1 RU1

R2 RU2

A

M

I

U1

U2 kV 10    b)

kV 10et       a)

 10    kV 1

V20

21

21

0
0

21

==

=∞=

±==

=

UU

UU

RR

RR

RR

E

Figure 2.43 Montage « références de tensions ».

1. Calculer les tensions limites entre lesquelles varient U1 et U2 lorsque les résis-
tances de charge RU1 et RU2 sont infinies.

2. Soit le cas a) avec R1 et R2 sans tolérances. Calculer les tensions U1 et U2.

3. Soit le cas b) où R1 et R2 sont des résistances avec une tolérances de 10 %.
Calculer les tensions limites de U1 et de U2. Conclure.

Solution

1. Les résistances de charge RU1 et RU2 sont infinies. En utilisant le diviseur de ten-
sion, nous constatons que la tension U2 est la tension prise aux bornes de R2, négative
puisque dans le même sens que celui du courant. Nous obtenons les expressions de
U1 et de U2 :

U1 =
R1

R1 + R2
E et U2 = − R2

R1 + R2
E

Or, les valeurs de R1 et de R2 varient entre une valeur maximale RMax et une valeur
minimale Rmin. Les valeurs limites sont obtenues lorsque R1 est maximale avec R2

minimale, ou l’inverse lorsque R1 est minimale avec R2 maximale.

RMax = 1 kV + 10 % = 1,1 kV et Rmin = 1 kV − 10 % = 0,9 kV

U1Max =
RMax

RMax + Rmin
× E = 11 V, U2min = − 0,9 kV

1,1 kV + 0,9 kV
× 20 = −9 V

U1min =
0,9 kV

1,1 kV + 0,9 kV
× 20 = 9 V, U2min = − 1,1 kV

1,1 kV + 0,9 kV
× 20 = −11 V
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2. La résistances de charge RU1 est infinie, la résistance RU2 se trouve en parallèle
avec R2. Il suffit donc d’appliquer le diviseur de tension. Nous obtenons les expres-
sions de U1 et de U2 :

U1 =
R1

R1 +
(
R2//RU2

)E et U2 = −
(
R2//RU2

)
R1 +

(
R2//RU2

)E

Or :

R1 = 1 kV et
(
R2//RU2

)
=

1 kV + 10 kV

1 kV × 10 kV
= 0,909 kV

U1 =
1 kV

1 kV + 0,909 kV
× E = 10,47 V

et

U2 = − 0,909 kV

1 kV + 0,909 kV
× 20 = −9,53 V

3. La résistance de charge RU1 se trouve en parallèle avec R1 et la résistance de charge
RU2 se trouve en parallèle avec R2. Nous appliquons toujours le diviseur de tension
pour obtenir les expressions de U1 et de U2 :

U1 =

(
R1//RU1

)(
R1//RU1

)
+
(
R2//RU2

)E et U2 = −
(
R2//RU2

)(
R1//RU1

)
+
(
R2//RU2

)E

Or, R1 et de R2 varient entre la valeur maximale RMax et la valeur minimale Rmin.

RMax = 1 kV + 10 = 1,1 kV et Rmin = 1 kV − 10 = 0,9 kV

Ce qui impose que les valeurs limites de la résistance équivalente, constituée de la
mise en parallèle soit de R1 et de RU1 soit de R2 et de RU2, sont obtenues lorsque
R1 // RU1 est maximale avec R2 // RU2 minimale, ou l’inverse lorsque R1 // RU1

est minimale avec R2 // RU2 est maximale.

(
R1//RU1

)
Max

=
1,1 kV × 10 kV

1,1 kV + 10 kV
= 0,99 kV

(
R2//RU2

)
min

=
0,9 kV × 10 kV

0,9 kV + 10 kV
= 0,825 kV

(
R2//RU2

)
Max

=
1,1 kV × 10 kV

1,1 kV + 10 kV
= 0,99 kV

(
R1//RU1

)
min

=
0,9 kV × 10 kV

0,9 kV + 10 kV
= 0,825 kV
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Les valeurs limites des tensions deviennent :

U1Max =
0,99

0,99 + 0,825
× 20 = 10,9 V

U2min = − 0,825
0,825 + 0,99

× 20 = −9,1 V

U2Max = − 0,99
0,99 + 0,825

× 20 = −10,9 V

U1min =
0,825

0,825 + 0,99
× 20 = 9,1 V

Nous constatons que ces résultats sont proches des résultats obtenus à la première
question. Nous aurons donc intérêt à prendre des résistances R1 et R2 de bonne qualité
avec une tolérance faible. Il faut garder à l’esprit que le pont diviseur ne peut servir
de référence de tension que d’une façon grossière ; les incertitudes sur les résistances
du pont et la variation de la charge (question 2) font que la tension recherchée est
susceptible de varier dans des larges proportions.

Exercice 2.9 Précisions sur les tensions obtenues par un diviseur
de tension ajustable

Soit le montage de la figure 2.44.

A

B

R

R

U

E R = 1 kΩ ± 10 %

E = 20 V

E

P
αP UETH

RTH

M S

N1

N2

S

M

Figure 2.44 Montage diviseur de tension ajustable.

1. Déterminer les expressions de ETH et de RTH en fonction des éléments du cir-
cuit. En déduire la valeur P du potentiomètre qui permet d’avoir une tension de
sortie U à vide qui varie entre +5 V et −5 V. Tracer ces courbes en fonction de a.

2. Calculer les tensions limites entre lesquelles varient U lorsque les résistances
R présentent des tolérances de 10 %. Que deviennent ces limites lorsque le po-
tentiomètre présente lui aussi une incertitude de 10 %.
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Solution

1. Les deux sources de tensions E sont symétriques de part et d’autre du point M,
nous avons :

UAM = E = 20 V et UBM = −E = −20 V

Nous pouvons utiliser la loi des nœuds, mais il est plus simple d’appliquer le théo-
rème de superposition pour déterminer la tension de Thévenin équivalente. Or la
fraction de la résistance entre le point S et le point N2 est notée aP, a variant entre 0
et 1. La résistance qui se trouve entre le point S et le point N1 est donc notée (1−a)P.

U = ETH =
R + aP

R + aP + (1 − a) P + R
E − R + (1 − a)P

R + aP + (1 − a) P + R
E

U = ETH =
R + aP
2R + P

E − R + (1 − a)P
2R + P

E

U =
(2a − 1)P

2R + P
E =

2P.E
2R + P

a − P.E
2R + P

La variable étant a, l’expression précédente correspond à l’équation d’une droite
(figure 2.45 (a)). Cette tension représente la tension à vide mesurée entre le point S
et la masse M.

➤ a = 0, la tension à vide devient : U = ETH =
−P

20 kV + P
× 20 ;

➤ a = 1, la tension à vide devient : U = ETH =
P

20 kV + P
× 20.

Pour obtenir une sortie qui varie entre +5 V et −5 V, Il suffit de résoudre l’une des
expressions précédentes :

a = 1, ETH =
P

20 kV + P
× 20 = 5 V, ce qui donne : P = 6,666 kV

La résistance RTH est obtenue en passivant les deux sources de tension (nous rempla-
çons les deux sources par des courts-circuits). Nous aurons dans ce cas deux résis-
tances en parallèle :

RTH =
(R + aP) × (R + (1 − a) P)
(R + aP) + (R + (1 − a) P)

=
R2 + PR + aP2 − a2P2

2R + P

RTH =
R2 + PR + aP2 (1 − a)

2R + P
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La dérivée de l’expression de RTH par rapport à a donne :

dRTH

da
=

(2R + P) ×
(
P2 − 2aP2

)
− 0 ×

(
R2 + PR + aP2 (1 − a)

)
(2R + P)2

dRTH

da
=

(2R + P) × (1 − 2a) × P2

(2R + P)2

Cette dérivée s’annule pour a = 0,5 et passe par un maximum en ce point :

➤ pour a = 0 et pour a = 1, RTH =
R2 + PR
2R + P

= 6,25 kV

➤ pour a = 0,5, RTH =
R2 + PR + 0,25 × P2

2R + P
= 6,667 kV

Nous constatons que la valeur de la résistance de Thévenin varie dans des faibles
proportions pour une variation totale du potentiomètre (figure 2.42 (b)).

α

ETH (en V)

5

-5

0,5 1

α

RTH (en kΩ)

6,25

0
0,5 1

6,66

(a)          (b)

Figure 2.45 Variation de ETH (a) et de RTH (b) en fonction de a.

2. Les deux résistances R présentent des incertitudes de 10 %. La tension de sortie
U se trouve affectée et les limites sont obtenues pour les cas extrêmes.

La résistance qui se trouve entre le point S et le point B est notée RSB et la résistance
qui se trouve entre le point S et le point A est notée RSA.

U = ETH =
RSB

RSB + RSA
E − RSA

RSB + RSA
E

Les conditions limites sont obtenues lorsque nous prenons dans un cas RSB maximale
avec RSA minimale et inversement. Or,

RSB(Max) = P + RMax et RSA(min) = Rmin

avec :

RMax = 11 kV et Rmin = 9 kV.
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Nous obtenons :

UMAX = ETH =
RSB(Max)

RSB(Max) + RSA(min)
E − RSA(min)

RSB(Max) + RSA(min)
E

UMax = ETH =
17,666 kV

17,666 kV + 9 kV
× 20 − 9 kV

17,666 kV + 9 kV
× 20 = 6,48 V

La tension de sortie à vide varie maintenant entre +6,48 V et −6,48 V. Nous remar-
quons que la variation par rapport aux valeurs trouvées à la première question est très
grande ce qui représente une variation relative de 1,48/5 = 29 %.

Lorsque le potentiomètre présente lui aussi une tolérance de 10 %, le calcul reste le
même en tenant compte de l’incertitude sur le potentiomètre :

RSB(Max) = PMax + RMax et RSA(min) = Rmin

avec :
RMax = 11 kV , PMax = 7,32 kV et Rmin = 9 kV.

Nous obtenons dans ce cas :

UMAX = ETH =
18,32 kV

18,32 kV + 9 kV
× 20 − 9 kV

18,32 kV + 9 kV
× 20 = 6,82 V

Exercice 2.10 Etude d’un pont de Wheatstone

Une source de tension continue délivre une tension d’amplitude E dans le circuit
appelé « pont de Wheatstone » représenté à la figure 2.46.

1. Déterminer l’expression de la résistance équivalente Réq vue entre les bornes
A et B. En déduire l’expression du courant I.

Cas particulier : R1 = R2 = R3 = R4 = R.

2. On prend le cas particulier (R1 = R3 = R/2 et R2 = R4 = R), déterminer
l’expression du courant IR qui circule dans la résistance R.

3. On suppose maintenant que la résistance R représente la résistance interne d’un
ampèremètre. Donner la condition sur les résistances R1, R2, R3 et R4 pour avoir
un courant IR nul.

R
4RR

1

R
2

A BC D

E

I

R
3

Figure 2.46 Circuit dit « en pont de Wheatstone ».
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Solution

1. Expressions de la résistance équivalente Réq

On commence par présenter le circuit d’une autre façon (figure metricconverterPro-
ductID2.47 a2.47 a). On peut ensuite transformer les trois résistances R1, R2, et R qui
sont branchées en triangle, en une représentation équivalente en étoile formée par
RA, RC, et RD (figure 2.47 b).

R4

R
R1 R2

A

B

C DE

I

R3

A

B

R4

RA

RD

A

B

C D
E

I

R3

B

RC
N

(a) (b)

Figure 2.47 Pont de Wheatstone (a) et transformation triangle-étoile (b).

Dans le cas d’une représentation étoile, les expressions des différentes résistances
sont :

RA =
R1R2

R1 + R2 + R3
=

R2

3R
=

R
3

RC =
R1R

R1 + R2 + R3
=

R2

3R
=

R
3

RD =
RR2

R1 + R2 + R3
=

R2

3R
=

R
3

Entre le point N et le point B, on a deux résistances en parallèles. La résistance
équivalente Réq du circuit devient :

Réq = RA +
[
(RC + R3) // (RD + R4)

]

Réq =
R
3

+

[(
R
3

+ R

)
//

(
R
3

+ R

)]
=

R
3

+

[(
4R
3

)
//

(
4R
3

+ R

)]

Réq =
R
3

+

4R
3

× 4R
3

4R
3

+
4R
3

=
R
3

+
16R2

9
× 3

8R
=

R
3

+
2R
3

= R

Le courant qui circule dans la résistance équivalente est : I =
E

Réq
=

E
R

.
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2. Expressions du courant IR

Pour déterminer l’expression du courant IR, il suffit de trouver les expressions des
potentiels des point C et D. On prend le potentiel du point B comme potentiel de
référence : VB = 0.

VC =
VAG1 + VBG3 + VDG

G1 + G + G3
=

VAG1 + VDG
G1 + G + G3

=
EG1 + VDG
G1 + G + G3

VD =
VAG2 + VBG4 + VCG

G2 + G4 + G
=

VAG2 + VCG
G2 + G4 + G

=
EG2 + VCG
G2 + G4 + G

En remplaçant l’expression de VD dans l’expression de VC, on obtient :

VC =
EG1 + VDG
G1 + G + G3

=
EG1 +

EG2 + VCG
G2 + G4 + G

× G

G1 + G + G3

=
EG1 (G2 + G4 + G) + (EG2 + VCG) × G

(G1 + G + G3) × (G2 + G4 + G)

Cas particulier : VC =
2EG (G + G + G) + (EG + VCG) × G

(2G + G + 2G) × (G + G + G)
=

7EG2 + VCG2

15G2

On en déduit donc : 14G2VC = 7EG2 soit : VC = E/2

Le potentiel du point D devient : VD =
EG2 + VCG
G2 + G4 + G

=
EG +

(
E/2

)
G

G + G + G
=

E
2

Puisque le potentiel du point D est égal au potentiel du point C, le courant qui circule
dans la résistance R est nul.

3. Condition pour avoir un courant IR nul
Pour avoir un courant nul dans la résistance R, il suffit d’avoir une différence de
potentiel nulle aux bornes de cette résistance. Dans ce cas, en supposant IR nul, on
peut appliquer le diviseur de tension pour trouver les potentiels des point C et D. On
prend le potentiel du point B comme potentiel de référence : VB = 0.

VC = E
R3

R1 + R3
et VD = E

R4

R2 + R4

En égalisant les deux potentiels, on trouve : E
R3

R1 + R3
= E

R4

R2 + R4

Soit : R3 (R2 + R4) = R4 (R1 + R3) ce qui donne : R2R3 = R1R4

Cette condition était vérifiée pour la première et pour la deuxième question.

Exercice 2.11 Choix entre les méthodes « courte dérivation » et « longue
dérivation »

Pour mesurer la résistance R d’un dipôle, on utilise un voltmètre de résistance
interne RV et un ampèremètre de résistance interne RA.
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1. On utilise la méthode dite de courte dérivation donnée à la figure 2.48(a).
Déterminer l’expression de la résistance mesurée Rm(CD) en fonction de R, RV

et RA.

2. On utilise la méthode dite de longue dérivation donnée à la figure 2.48(b).
Déterminer l’expression de la résistance mesurée Rm(LD) en fonction de R, RV

et RA.

3. En déduire l’erreur relative ´ pour chaque montage. Préciser selon la valeur de
la résistance R le meilleure choix à adopter.

Rm =
Um

Im
, ´ =

|R − Rm|
R

R
RA

RV

A

V

Um

Im
R

RA

RV

A

V

Um

Im

(a)
(b)

Figure 2.48 Montage courte dérivation (a) et montage longue dérivation (b).

Solution

1. Cas du montage courte dérivation

Dans ce cas, le courant mesuré par l’ampèremètre est la somme du courant traversant
la résistance R et le courant circulant dans le voltmètre V .

Im = IR + IV =
Um

R
+

Um

RV
= Um ×

(
1
R

+
1

RV

)

On en déduit l’expression de la résistance mesurée :

Rm (CD) =
Um

Im
=

R × RV

R + RV
= R//RV

On voit que la résistance mesurée est sous-estimée.

2. Cas du montage longue dérivation

Dans ce cas, la tension mesurée par le voltmètre est la somme de la tension qui
se trouve aux bornes de la résistance R et la tension qui se trouve aux bornes de
l’ampèremètre.

Um = UR + UA = RIm + RAIm = Im × (R + RA)
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On en déduit l’expression de la résistance mesurée :

Rm(LD) =
Um

Im
= R + RA

On voit que la résistance mesurée est surestimée.

3. Calcul de l’erreur relative

− Dans le cas du montage en courte dérivation on obtient :

´CD =
|R − Rm|

R
=

∣∣∣∣R − RRV

R + RV

∣∣∣∣
R

=
∣∣∣∣1 − RV

R + RV

∣∣∣∣ =
R

R + RV

− Dans le cas du montage en longue dérivation on obtient :

´LD =
|R − Rm|

R
=

|R − (R + RA)|
R

=
RA

R

En pratique, la résistance du voltmètre est très élevée par rapport à la résistance de
l’ampèremètre :

RA � RV

On choisit le montage courte dérivation lorsque l’erreur relative ´CD est inférieure à
l’erreur relative longue dérivation ´LD.(

´CD =
R

R + RV

)
<

(
´LD =

RA

R

)

Soit :
R

R + RV
<

RA

R
⇒ R2 − RRA − RARV < 0

Pour l’égalité, on a une équation de second degré :

R2 − RRA − RARV = 0

Les deux solutions sont :

R =
RA +

√
R2

A + 4RARV

2
> 0 et R =

RA −
√

R2
A + 4RARV

2
< 0

Seule la première solution est valable puisqu’il s’agit d’une résistance positive. Cette
solution peut se simplifier puisque RA � RV,on obtient :

R =
RA +

√
R2

A + 4RARV

2
≈

√
RARV

Conclusion : si la résistance à mesurer est inférieure à la moyenne géométrique des
résistances RA et RV , le montage courte dérivation représente l’erreur la plus faible.
Dans le cas contraire, c’est le montage longue dérivation qui est le plus précis.



Chapitre 3

Analyse harmonique

Le régime sinusoïdal, appelé souvent régime harmonique, joue un rôle considérable
en électronique linéaire, et plus généralement dans la théorie des systèmes linéaires,
pour diverses raisons :

• la forme du signal sinusoïdal est la seule qui se conserve à la traversée d’un sys-
tème linéaire. En effet, l’intégrale ou la dérivée d’une sinusoïde reste toujours une
sinusoïde avec une amplitude et une phase qui peuvent varier ;

• la théorie de Fourier montre que tout signal peut être décomposé en une somme in-
finie de signaux sinusoïdaux. Nous pouvons donc prévoir la réponse d’un système
linéaire à un signal quelconque connaissant sa réponse harmonique ;

• enfin, le signal sinusoïdal est très répandu parce qu’il est facile à produire.

3.1 REPRÉSENTATION D’UN SIGNAL SINUSOÏDAL

3.1.1 Représentation vectorielle

Nous avons vu au chapitre 2 la représentation cartésienne d’une fonction sinusoïdale.
Cette représentation, qui peut être qualifiée comme étant la plus courante, souffre du
nombre limité d’opérations qu’elle permet : addition de deux ou trois signaux au
maximum et à la rigueur intégration ou dérivation.
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a) Représentation de Fresnel

À l’inverse, dans la représentation vectorielle ou cinématique, appelée aussi repré-
sentation de Fresnel, le signal s(t) = Sm cos(vt + f) est considéré comme la projec-
tion, sur l’axe Ox d’un repère orthonormé d’un vecteur

−→
S , de module Sm, tournant

dans le sens trigonométrique à la vitesse angulaire v, et confondu avec l’axe Ox aux
instants t :

t = −f

v
+ 2K

p

v
= −f

v
+ 2KT

La figure 3.1 en donne une illustration lorsque cos(f) est positif.

 x
O 

y 

 

 

S m
 

Vitesse angulaire ω

 

ωt  
φ  

Sm cos(φ)  

0 à >tS

0 à =tS

Figure 3.1 Représentation de Fresnel pour cos(f) positif.

La situation du vecteur à l’origine des temps définit la phase à l’origine. La phase
instantanée est l’angle que fait le vecteur à un instant quelconque avec l’axe Ox, ce
qui donne dans le cas de la figure 3.1 une phase instantanée égale à : vt + f.

b) Opérations linéaires sur les vecteurs de Fresnel

La représentation de Fresnel donne donc une image des différentes grandeurs à un
instant donné, l’image devant tourner à la vitesse v autour de l’origine. Souvent, pour
simplifier la représentation, les vecteurs sont dessinés dans leurs positions à l’instant
t = 0 et l’ensemble du dessin est supposé tourner à la vitesse v.

Nous venons de voir qu’à la condition que les fonctions sinusoïdales aient la même
pulsation, les vecteurs représentatifs gardent la même position relative les uns par
rapport aux autres au cours de la rotation.

➤ Somme de deux vecteurs de même pulsation

Représentons par exemple deux vecteurs tensions −→u1 et −→u2 à l’instant t = 0 :

u1(t) = U1 cos(vt + f1) et u2(t) = U2 cos(vt + f2)

Cherchons maintenant la somme de ces deux vecteurs.
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ω

φ1

U1 sin(φ1)

U2 sin(φ2)
U2 cos(φ2)

U1 cos(φ1)

y

x
φ2

O

Figure 3.2 Représentation de Fresnel de deux vecteurs tensions.

Pour effectuer la somme de deux vecteurs, il faut les mettre bout à bout. Le vecteur
ayant comme origine l’origine du premier vecteur, et comme extrémité l’extrémité
du second est le vecteur somme. La figure 3.3 montre la construction de ce vecteur
somme. Cette figure n’est représentative de la tension u = U cos(vt+f) qu’à l’instant
t = 0. Pour obtenir les différentes valeurs temporelles, il suffit de faire tourner le plan
à la vitesse angulaire v autour de l’origine.

ω

φ1

U sin(φ)

U cos(φ)

y

xφ

Figure 3.3 Somme des deux vecteurs −→u 1 et−→u 2.

Pour calculer les composantes du vecteur somme, il suffit comme le montre la fi-
gure 3.3 d’ajouter les composantes de chaque vecteur. En projetant, sur l’axe des
ordonnées, l’extrémité des deux vecteurs, nous obtenons U1 sin(f1) et U2 sin(f2).
En projetant sur l’axe des abscisses ces mêmes vecteurs, on trouve U1 cos(f1) et
U2 cos(f2). Les composantes du vecteur somme sont donc :

U cos(f) = U1 cos(f1) + U2 cos(f2)

U sin(f) = U1 sin(f1) + U2 sin(f2)

Pour obtenir le module, appelé aussi amplitude du vecteur somme, nous appliquons
le théorème de Pythagore. Le module noté U est :

U =
√

U2
1 + U2

2 + 2U1U2 cos (f1 − f2)

La tangente de la phase à l’origine est obtenue en faisant le rapport des composantes :

tan(f) =
U1 sin (f1) + U2 sin (f2)
U1 cos (f1) + U2 cos (f2)
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Ces résultats peuvent être obtenus en utilisant la méthode du calcul trigonométrique.

➤ Changement de l’origine des temps

Soit le signal : u(t) = U cos(vt + f) représenté à l’instant t = 0 à la figure 3.4 (a). Si
nous posons maintenant : t′ = t−t0, la tension u(t) s’écrit : u(t′) = U cos(vt′+f+vt0)
ce qui donne à l’instant t′ = 0, pris maintenant comme origine, le résultat de la figure
3.4 (b).

Nous avançons ainsi le signal, si nous prenons pour origine des temps un instant
ultérieur.

ωt

x

y

φ

Origine des phases

x

y

φ + ωt

O O

Nouvelle origine des phases

(a) (b)

U

ωt

U

Figure 3.4 Effet du changement de l’origine du temps sur la phase.

➤ Dérivation et intégration par rapport au temps

ωt

x

y

φ

Dérivation par rapport au temps

x

y

φ +π/2

O O

Intégration par rapport au temps

(a) (b)

U

ωt

U

U.ω

φ

U

ω

U

φ −π/2

Figure 3.5 Effet de la dérivation et de l’intégration.

d
d t

cos (vt + f) = −v sin (vt + f) = v cos
(

vt + f +
p

2

)
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La dérivation se traduit en représentation de Fresnel par une rotation de +p/2 et une
multiplication du module du vecteur par la quantité v.

Inversement, l’intégration se traduit par une rotation de −p/2 et une division du
module par la quantité v.

Le schéma de la figure 3.5 illustre le principe de la dérivation et de l’intégration. Les
amplitudes des vecteurs dépendent de la valeur de la pulsation v.

Remarque : Ces propriétés ne sont valables qu’en régime sinusoïdal perma-
nent, seul concerné par la représentation de Fresnel.

3.1.2 Représentation complexe

La représentation complexe découle directement de la représentation de Fresnel et
permet plus de précision dans les résultats.

a) Rappels mathématiques

Nous appelons nombre complexe, tout nombre de la forme Z = a + jb où a et b sont
des nombres réels.

Soit deux nombres complexes Z1 et Z2 tels que Z1 = a1 + jb1 et Z2 = a2 + jb2, nous
avons :

Z1 + Z2 = (a1 + a2) + j(b1 + b2)

Z1. Z2 = (a1 + jb1) (a2 + jb2) = (a1 a2 − b1b2) + j(a1 b2 + a2 b1)

Le signe moins qui apparaît dans cette formule est dû au terme « j2 » qui vaut −1.
Le nombre complexe conjugué Z∗ est obtenu en changeant le signe de la partie ima-
ginaire.

Z = a + jb et Z∗ = a − jb

Il existe trois formes de représentation des nombres complexes :

– la forme classique : Z = a + jb,

– la forme trigonométrique : Z = |Z| (cos f + j sin f),

– la forme exponentielle : Z = |Z| e jf,

où |Z| est le module : |Z| =
√

a2 + b2 =
√

Z.Z∗,

et f est l’argument : f = Arctan

(
b
a

)
.

➤ Représentation complexe

Nous rappelons que le plan orthonormé complexe possède l’axe Ox comme axe des
réels et l’axe Oy comme axe des imaginaires. L’opérateur j (les mathématiciens l’ap-
pellent : « i ») permet d’effectuer une rotation de p/2 (ou 90˚) à un vecteur. Si nous
faisons subir au vecteur −→u une rotation de +90˚, il devient j.−→u . De même, si nous
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faisons subir au vecteur j.−→u une rotation de +90˚, il devient j.j.−→u . soit j2.−→u . Or une
rotation de deux fois 90˚ (c’est à dire 180˚) correspond à un changement de signe du
vecteur −→u . Nous avons donc la relation : j2 = −1, j étant appelé nombre imaginaire.

Une transposition de la représentation de Fresnel est alors facile. Les vecteurs sont
décomposés en vecteurs orthogonaux et notés sous la forme : −→u = −→u x + −→u y.

ωt

x

y

ωt

x

y

ωt

x

y

O OO

U

U.j

U.j.j

(a)            (b) (c)

Figure 3.6 Effet de la multiplication par j.

−→u x et −→u y représentent respectivement les vecteurs projections sur l’axe Ox et sur
l’axe Oy. Dans ce cas le vecteur −→u peut s’écrire sous la forme :

−→u = −→u x + −→u y = a + jb

a et b sont les deux composantes du vecteur auquel nous associons le nombre com-
plexe Z : Z = a+ jb où a représente la partie réelle du nombre complexe et b désigne
sa partie imaginaire.

Ainsi la grandeur sinusoïdale u(t) = U cos(vt + f) qui est représentée dans le plan
de Fresnel par un vecteur tournant avec la pulsation v et dont les composantes sont :
U cos(f) et U sin(f).

Cette grandeur sinusoïdale s’écrit sous la forme complexe :

u = U [cos (f) + j sin (f)] = U cos (f) + jU sin (f)

u = (U cos (f)) + (U sin (f)) = Ue jf

La notation concernant u désigne le nombre complexe associé à la tension ou au
courant. Ainsi, à tout point du plan considéré comme étant le point extrémité d’un
vecteur de Fresnel, nous pouvons faire correspondre un nombre complexe noté :

SMax e j(vt+f)

La partie réelle de ce nombre complexe est égale à la projection du vecteur de Fresnel
sur l’axe des abscisses Ox. Le signal réel s(t) est lié à ce nombre complexe qui le
représente par la relation :

s(t) = R
(
SMaxej(vt+f)

)
= R

(
SMaxe jfe jvt

)
= R

(
S.e jvt

)
où R désigne la partie réelle du nombre complexe.
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S représente l’amplitude complexe du signal s(t) et permet de reconnaître celui-ci
sans ambiguïté. Cette amplitude est indépendante du temps ce qui permet de séparer
le terme phase du terme temps.

Tableau 3.1 Correspondance entre représentation de fresnel et représentation complexe

Représentation complexe Représentation de Fresnel

Nombre complexe : SMax e j(vt+f) Vecteur de Fresnel de module SMax et de phase instanta-
née vt + f

Amplitude complexe : S = SMaxe jf Vecteur de Fresnel à t = 0

Signal sinusoïdal réel s(t)

s(t) = R
(

SMaxe j(vt+f)
) Projection du vecteur de Fresnel sur l’axe des abscisses Ox

Signal sinusoïdal réel déphasé de p/2
S′(t) = Imaginaire de SMaxe j(vt+f)

Projection du vecteur de Fresnel sur l’axe des ordonnées
Oy

➤ Opérations linéaires en notation complexe

Comme dans la représentation de Fresnel qui donne une image des différentes gran-
deurs à un instant donné, pour effectuer des opérations linéaires en notation com-
plexe, nous travaillons uniquement sur les amplitudes complexe, c’est à dire à l’ins-
tant t = 0. Ce n’est qu’à la fin du calcul que nous rétablissons dans le résultat la
quantité e jvt.

Multiplication par une constante

Le résultat de la multiplication de l’amplitude complexe SMaxe jf d’un signal réel s(t)
par un scalaire complexe k′ = ke ja donne :

ke ja. SMaxe jf = k SMaxe jfe ja = k SMaxe j(f+a)

Ce résultat traduit une multiplication par la constante k de l’amplitude du signal réel
s(t) et un déphasage de celui-ci d’une quantité égale à a.

Changement de l’origine des temps

Nous avons vu que si on pose t′ = t − t0, le signal u(t′) donne une amplitude inchan-
gée et une phase à l’origine égale à : f + vt0.

s(t) donne : SMaxe jf et s(t′) donne : SMaxej(f+vt0)

Pour t0 > 0, nous avançons le signal, ce qui revient à augmenter la phase à l’origine.

Dérivation et intégration par rapport au temps

Comme :
d
d t

cos (vt + f) = −v sin (vt + f) = v cos
(

vt + f +
p

2

)
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Cette quantité représente la partie réelle de : v.SMaxe j(vt+f+p/2)

R

[
v.SMaxe j(vt+f+p/2)

]
= R

[
v.SMaxe j(vt+f)e jp/2

]
= v. cos

(
vt + f +

p

2

)
La dérivée du signal s(t) par rapport au temps est :

ds
d t

= R
[
jv.SMaxe j(vt+f)

]
= R

[
jv.SMaxe jfe jvt

]
= R

[
jv.Se jvt

]
La dérivation se traduit par une multiplication de l’amplitude complexe du signal
d’origine par la quantité jv ce qui revient à une multiplication du module du vecteur
par la quantité v et par un déphasage de +p/2.

Inversement, l’intégration se traduit par une rotation de −p/2 et une division du
module par la quantité v. Ceci donne :∫

s(t) d t = R

[
SMax

jv
e jfe jvt

]
= R

[
S
jv

e jvt

]
Remarque : Ce résultat n’est valable qu’en régime sinusoïdal permanent. En
réalité, le fait d’intégrer oblige à rajouter une composante constante. Souvent
on peut ne pas tenir compte de ce terme en régime sinusoïdal.

Somme de deux vecteurs de même pulsation

Soit deux vecteurs tensions −→u 1 et −→u 2 :

u1(t) = U1 cos(vt + f1) et u2(t) = U2 cos(vt + f2)

Leurs amplitudes complexes sont respectivement :

U1 = U1e jf1 et U2 = U2e jf2

Cherchons maintenant la somme de ces deux vecteurs. Nous savons que :

u1(t) + u2(t) = R
(
U1e jvt

)
+ R

(
U2e jvt

)
= R

((
U1 + U2

)
e jvt

)
Ce résultat montre que l’amplitude complexe de la somme est égale à la somme
des amplitudes complexes (ce qui correspond au résultat trouvé avec les vecteurs de
Fresnel). Il est donc inutile d’effectuer le calcul en tenant compte du terme en e jvt.

3.2 GÉNÉRALISATION DE LA LOI D’OHM

3.2.1 Impédance et admittance complexes

Soit un réseau électrique en régime sinusoïdal permanent. Considérons un dipôle de
ce réseau. En régime sinusoïdal ou harmonique, la tension et le courant sont notés :

u(t) = UMax cos(vt + f) et i(t) = IMax cos(vt + c).
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Le rapport de u(t) sur i(t) n’est pas significatif du comportement du dipôle. Ce rapport
dépend de l’instant t considéré et peut varier entre 0 et 8. En revanche, on sait que la
tension et le courant sont représentés par des grandeurs complexes :

u(t) = R
(
UMaxe jfe jvt

)
= R

(
Ue jvt

)
avec : U = UMaxe jf

i(t) = R
(
IMaxe jce jvt

)
= R

(
Ie jvt

)
avec : I = IMaxe jc

Nous définissons l’impédance complexe Z comme le rapport de l’amplitude com-
plexe de la tension U sur l’amplitude complexe du courant I :

Z =
U
I

=
UMaxe jf

IMaxe jc
=

UMax

IMax
e j(f−c) = Ze ju

avec : Z =
UMax

IMax
et u = f − c

Cette quantité ne dépend plus du temps mais seulement de la nature des éléments
constituant le dipôle. L’impédance est donc un nombre complexe qui est le quotient
de deux amplitudes complexes. Le module de Z est le quotient des amplitudes crêtes
(ou efficaces) de la tension et du courant, et l’argument est égal à la différence des
phases à l’origine. L’inverse de l’impédance s’appelle l’admittance Y.

L’impédance Z (ou de l’admittance Y) était notée sous forme polaire avec un module
et un argument, mais nous pouvons aussi les noter sous forme cartésienne :

Z = R + jX et Y = G + jB

L’impédance comporte donc deux termes, l’un réel, l’autre imaginaire. La conformité
avec le régime statique impose que la partie réelle soit la résistance R. La partie
imaginaire X est appelée la réactance. Elles s’expriment toutes les deux en ohm (V).

De même, l’admittance se décompose en une somme d’un terme réel noté G qui
est appelé la conductance ainsi que d’une partie imaginaire notée B et appelée la
susceptance. Elles s’expriment toutes les deux en siemens (S) ou en (V−1).

À partir de ce moment, nous allons utiliser la notation standard qui consiste à enlever
la barre sous la lettre Z ou sous la lettre Y.

Z = Z = R + jX et Y = Y = G + jB

Si nous devons préciser les modules, nous utiliserons la notation classique qui
consiste à mettre Z ou Y entre deux barres horizontales :

Z = R + jX = |Z| e ju

où |Z| désigne le module et u l’argument.
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Dans le tableau 3.2, nous avons présenté les principales relations de passage :

Tableau 3.2 Récapitulatif des relations de passage.

Z = R + jX = |Z| e ju = 1/Y Y = G + jB = |Y | e jx = 1/Z

R =
G

G2 + B2
G =

R

R2 + X2

X = − B

G2 + B2
B = − X

R2 + X2

|Z| =
1
|Y |

=
√

R2 + X2 =
1√

G2 + B2
|Y | =

1
|Z|

=
√

G2 + B2 =
1√

R2 + X2

tan (u) =
X
R

= − B
G

tan (x) =
B
G

= −X
R

u = −x x = −u

3.2.2 Réponses des dipôles élémentaires parfaits

Contrairement au régime statique, les condensateurs et les bobines se comportent
comme des impédances ou des admittances, dont les valeurs varient en fonction de
la fréquence.

a) Résistance

La loi d’Ohm en régime sinusoïdal s’écrit toujours de la même façon et ce, quel que
soit l’instant t considéré.

u(t) = R i(t)

Si au courant i(t), nous faisons correspondre la notation complexe : I = |IMax| ejc,
nous voyons qu’à la tension u(t) nous pouvons faire correspondre : U = |UMax| eju

ce qui donne :

u(t) = R
(
R.Iejvt

)
= R

(
Uejvt

)
avec : U = R.I

Nous obtenons donc :

U = R.I = R. |IMax| ejc = |R.IMax| ejc = |UMax| ejc = |UMax| eju

Les deux arguments (angles) étant identiques u = c , la tension u(t) est de ce fait
en phase avec le courant i(t). L’impédance et l’admittance se réduisent à des réels
purs qui représentent une résistance et une conductance. Nous avons indiqué à la
figure 3.7 (a) la représentation de Fresnel du courant et de la tension.
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b) Inductance pure

Nous connaissons d’après le chapitre 1 la relation qui lie la tension u(t) au courant
i(t) qui passe dans la bobine.

u(t) = L
d i
d t

ce qui donne en notation complexe :

U = jLv.I = jXL.I = Z.I

Nous pouvons aussi retrouver directement ce résultat puisqu’en régime harmonique,
si une inductance L est traversée par une intensité i(t) = IMax cos(vt), de forme
sinusoïdale, nous connaissons la dérivée du courant i(t) :

d i
d t

= −v.IMax sin (vt) = −v.IMax sin (vt) = jv.IMax cos (vt) = jv.i(t)

L’impédance Z d’une inductance pure devient :

Z =
u(t)
i(t)

=
jLvIMax cos (vt)

IMax cos (vt)
= jLv = jXL

Cette deuxième méthode n’est pas contradictoire avec la remarque faite au début
du paragraphe. En effet, nous ne calculons pas le quotient tension sur courant à un
instant t déterminé, mais on calcule ce quotient d’une façon globale. Dans ce cas la
variable temps t disparaît du résultat final.

Remarque : Dans une inductance, i(t) et u(t) sont déphasés de +p/2, la ten-
sion u(t) est en avance de phase par rapport au courant i(t), ce qui se vérifie
puisque l’impédance est un imaginaire pur positif. Nous avons indiqué à la
figure 3.7 (b) la représentation de Fresnel du courant et de la tension.

Le même raisonnement s’applique aussi dans le cas d’une inductance mu-
tuelle.

c) Condensateur parfait

Nous pouvons appliquer comme pour la bobine le raisonnement sur les expressions
en complexes, mais nous allons utiliser le régime harmonique :

u(t) = UMax cos(vt), nous avons donc : i(t) = C
du
d t

or la dérivée de la tension u(t) donne :
du
d t

= v.UMax sin (vt) = jv.UMax cos (vt) = jv.u(t)

L’impédance d’un condensateur parfait devient :

Z =
u(t)
i(t)

=
UMax cos (vt)

jCv.UMax cos (vt)
=

1
jCv

= −j
1

Cv
= jXC
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Remarque : Dans un condensateur, le courant i(t) est en avance de phase par
rapport à la tension u(t). Le déphasage indiqué sur la figure 3.7 (c) est de
−p/2. Ce déphasage se vérifie dans l’expression de l’impédance puisque Z
est un imaginaire pur négatif.

ωt

x

y

ωt

x

y

ωt

x

y

O OO

I

   Cas d’une résistance         Cas d’une inductance                        Cas d’un condensateur
U

I I

U

U(a)         (b)                  (c)

Figure 3.7 Déphasage entre courant et tension pour une résistance,
une inductance et un condensateur.

3.2.3 Association d’éléments

Nous pouvons procéder comme pour l’association des résistances. En effet, dans
le domaine des fréquences, la relation : U = Z.I est formellement identique à la
loi d’Ohm. Par conséquent, les impédances complexes s’associent comme les résis-
tances :

– association d’impédances en série : Zéquivalente = Z1 + Z2 + · · · + Zn ;

– association d’impédances en parallèle : 1/Zéquivalente = 1/Z1 + 1/Z2 + · · · + 1/Zn ;

De la même façon, en remplaçant l’impédance Z par 1/Y , nous trouvons :

– association d’admittances en série : 1/Yéquivalente = 1/Y1 + 1/Y2 + · · · + 1/Yn ;

– association d’admittances en parallèle : Yéquivalente = Y1 + Y2 + · · · + Yn.

En appliquant les principes d’associations précédentes dans les cas particuliers de
deux inductances ou deux condensateurs (ou bien plusieurs éléments), nous pouvons
dresser le tableau 3.3.

Tableau 3.3 Association des condensateurs et des selfs parfaits

Association en série Association en parallèle

Inductances Léq = L1 + L2 + L3 + · · · + Ln
1

Léq
=

1
L1

+
1
L2

+
1
L3

+ · · · +
1
Ln

Condensateurs
1

Céq
=

1
C1

+
1

C2
+

1
C3

+ · · ·+ 1
Cn

Céq = C1 + C2 + C3 + · · · + Cn
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a) Association de dipôles parfaits en série

i(t)

u(t)

uR

LR

uL

C

uC

Figure 3.8 Association en série de R, L et C.

Prenons par exemple l’association en série des trois éléments de bases qui sont une
résistance, une inductance et un condensateur. Le même courant i(t) circule dans les
trois éléments, la tension u(t) devient :

u(t) = uR(t) + uL(t) + uC(t) = R.i(t) + L
d i
d t

+
1
C

∫
i(t) d t

Puisque nous traitons le régime sinusoïdal permanent, les bornes d’intégration et la
condition initiale sur la tension aux bornes du condensateur n’auront pas d’effet.
Nous aboutissons donc à une équation intégro-différentielle à coefficients constants
que nous résolvons par les méthodes habituelles.

L’opérateur intégro-différentiel étant linéaire, nous pouvons associer à i(t) et u(t)
leurs notations complexes, ce qui donne :

U = UR + UL + UC = R.I + jLvI +
1

jCv
I

U =
(

R + j

(
Lv − 1

Cv

))
.I = Z × I

I.R

I.Lω

ωC

I

I.Z

O

(a)                 (b)

I.R

I.Lω ωC

I

I.Z
O

Figure 3.9 Représentation de Fresnel : Z est capacitive (a) ou inductive (b).

Z étant l’impédance complexe du dipôle RLC série. Il s’agit de la loi d’Ohm généra-
lisée en régime sinusoïdal. La représentation de Fresnel bien que « non nécessaire »
permet de comprendre le comportement du circuit. En effet, suivant que Lv est su-
périeur ou inférieur à 1/Cv, la réactance de l’ensemble est positive ou négative ce
qui revient à dire : L’impédance a un comportement inductif ou bien capacitif.
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b) Association de dipôles parfaits en parallèle

Étudions la mise en parallèle d’une résistance, d’une inductance et d’un condensa-
teur.

u(t)R C L

i(t)

iR iC
iL

Figure 3.10 Association en parallèle de R, L et C.

La même tension u(t) est commune au trois éléments, le courant i(t) devient :

i(t) = iR(t) + iL(t) + iC(t) =
u(t)
R

+
1
L

∫
u(t) d t + C

du(t)
d t

ce qui donne en utilisant la notation complexe :

I =
(

1
R

U

)
+

(
1

jLv
U

)
+ (jCvU) =

(
1
R

+
1

jLv
+ jCv

)
U = Y.U

I =
[

1
R

+ j

(
Cv − 1

Lv

)]
U = Y.U

Y étant l’admittance complexe du dipôle RLC parallèle. Il s’agit de loi d’Ohm géné-
ralisée en régime sinusoïdal. La représentation de Fresnel de la figure 3.11 montre le
comportement du circuit. En effet, suivant que 1/Lv est supérieur ou inférieur à Cv,
la susceptance de l’ensemble est positive ou négative ; autrement dit l’admittance a
un comportement inductif ou bien capacitif.

R

U

U.Cω
ωL

U

U.Y

O

(a)                                                                             (b)

R

U
U.Cω

ωL

U

U.Y

O

Figure 3.11 Représentation de Fresnel : Y est inductive (a) ou capacitive (b).

Remarque : Ces deux exemples montrent d’une part que les impédances com-
plexes d’éléments en série s’ajoutent, et que d’autre part les admittances com-
plexes en parallèle s’ajoutent également. Il ne faut toutefois jamais oublier que
la solution physique est la partie réelle de la solution complexe.
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3.2.4 Méthodes d’étude

Toutes les règles et théorèmes donnés pour les réseaux en régime statique restent
valables à condition de raisonner dans le domaine complexe. Nous pouvons citer le
diviseur de tension ou de courant ou encore les théorèmes de Thévenin ou de Norton.

Souvent l’étude en régime sinusoïdal se rapporte à l’un des thèmes suivants :

– Étude à fréquence fixe : c’est le cas, par exemple, en triphasé avec une fréquence
EDF fixé à 50 Hz. Nous pouvons chercher à calculer le courant et la tension d’une
branche, nous pouvons nous intéresser à la puissance et aux problèmes d’adapta-
tion par une cellule particulière du type LC.

– Étude à fréquence variable : dans ce cas, il s’agit souvent de tracer les courbes de
Bode. Pour résoudre ce genre de problème, nous faisons souvent appel à l’étude
des quadripôles en régime sinusoïdal (chapitre 4).

– Étude pour connaître la réponse à une variation brusque de tension ou de courant.
Nous pouvons aussi vérifier la stabilité du système en régime transitoire ou en
régime quelconque (chapitre 5).
Il existe un théorème supplémentaire pour le traitement des inductances mu-
tuelles : le théorème de Rosen qui permet d’éliminer certaines mutuelles-inductances
dans les réseaux.

u1(t)

i1(t)

L1

•

• •

•

u2(t)

i2(t)

L2

M
A

B

L1-M L2-M

M u2(t)u1(t)

A

B

i1(t) i2(t)

(a) (b)

Figure 3.12 Principe de la transformation de Rosen.

Sur la figure 3.12 (a), la différence de potentiel entre les bornes A et B est :

u1 = jL1v i1 + jMv i2

Le terme jL1v i1 correspond à la chute de tension produite par le passage du courant
i1 dans l’enroulement d’inductance L1, et le terme jMvi2 correspond à la tension
induite par le couplage par mutuelle- inductance en utilisant la convention donnée à
la figure 3.12 (b).

Sur la figure 3.12 (b), vu des mêmes bornes A et B , nous trouvons :

u1 = j(L1 − M) v i1 + jMv (i1 + i2)

puisque l’inductance M est traversée par la somme des deux courants i1 et i2. Pour
que les tensions u1 des deux schémas soient égales, il faut que l’inductance placée à
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l’entrée A soit égale à L1 − M. En procédant de même, pour les deux autres bornes,
nous trouvons l’identité illustrée par la figure 3.12. Le nouveau schéma ne comporte
alors plus aucune mutuelle-inductnce.

3.2.5 Exemple d’étude : le circuit RC série

i(t) R

C

i2(t)

e(t) e(t) = EMax cos(ωt + φ)u(t)

Figure 3.13 Cas d’un circuit RC série.

Nous supposons le régime sinusoïdal permanent et nous désirons déterminer l’ex-
pression du courant i(t) ainsi que celle de la tension u(t).

Pour déterminer l’équation du circuit, nous appliquons la loi des mailles :

e(t) − Ri(t) − 1
C

∫
i(t) d t = 0 et u(t) =

1
C

∫
i(t) d t

L’opérateur intégro-différentiel étant linéaire, nous pouvons utiliser les notations
complexes pour le courant i(t) et la tension u(t).

e(t) → EMaxe j(vt+f) = Ee jvt avec : E = EMaxe jf

i(t) → IMaxe j(vt+w) = Ie jvt avec : I = IMaxe jw

u(t) → UMaxe j(vt+c) = Ue jvt avec : U = UMaxe jc

En dérivant l’équation précédente, nous trouvons :

de(t)
d t

− R
d i(t)
d t

− i(t)
C

= 0

Ce résultat donne en notation complexe :

(
jv.Ee jvt

)
−
(
jvR.Ie jvt

)
−
(

1
C

.Ie jvt

)
= 0

(jv.E) − (jvR.I) −
(

1
C

I

)
= 0 soit : I =

E

R +
1

jCv

Nous déduisons l’amplitude et la phase du courant i(t) :

– l’amplitude du courant est donnée par le module du courant complexe :

|I| =
∣∣IMaxe jw

∣∣ = IMax =
EMax√

R2 +
1

C2v2
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– la phase à l’origine du courant est déterminée en utilisant l’égalité :

I = IMaxe jw =
EMaxe jf

R +
1

jCv

=
EMaxe jf

1 + jRCv
(jCv)

ce qui donne :

w = f +
p

2
− Arctan (RCv)

Par ailleurs, nous avons la relation qui lie le courant et la tension aux bornes du
condensateur en régime sinusoïdal. Cette relation s’écrit en notation complexe :

U = I
1

jCv
soit :

U
E

=
1

1 + jRCv

Nous en déduisons l’amplitude de u(t) ainsi que sa phase à l’origine :

|U| =
∣∣UMaxe jc

∣∣ =
EMax√

1 + R2C2v2
et c = f − Arctan (RCv)

Nous pouvons donc tirer les résultats suivants :

u(t) =
EM√

1 + R2C2v2
cos (vt + f − Arctan (RCv))

i(t) =
Cv.EMax√
1 + R2C2v2

cos
(

vt + f +
p

2
− Arctan (RCv)

)

3.3 PUISSANCE ET ÉNERGIE EN RÉGIME SINUSOÏDAL

Soit un dipôle passif, constitué par un ou plusieurs éléments simples. Ce dipôle est
traversé par un courant sinusoïdal i(t). Nous trouvons à ses bornes une tension sinu-
soïdale u(t). Nous pouvons définir plusieurs types de puissances :

3.3.1 La puissance instantanée

La puissance instantanée consommée par un dipôle est définie comme le produit de
la tension u(t) qui apparaît aux bornes du dipôle par l’intensité du courant i(t) qui le
parcourt. Elle s’exprime en watt (W) :

p(t) = u(t).i(t)

Nous distinguons deux cas selon le signe de p(t) :

➤ p(t) est positif, l’énergie est fournie aux dipôles, le dipôle joue le rôle d’un ré-
cepteur ;

➤ p(t) est négatif, le dipôle renvoie de l’énergie, le dipôle joue le rôle d’un généra-
teur.



3.3 Puissance et énergie en régime sinusoïdal 117

En régime sinusoïdal permanent, u(t) et i(t) se mettent sous la forme :

i(t) = IMax cos(vt + f1) et u(t) = UMax cos(vt + f2)

d’où
p(t) = UMax cos(vt + f2) . IMax cos(vt + f1)

soit en utilisant la relation trigonométrique classique suivante

cos (p) . cos (q) = 0,5 [cos (p − q) + cos (p + q)]

Nous trouvons l’expression de la puissance instantanée :

p(t) =
UMax.IMax

2
[cos (f2 − f1) + cos (2vt + f1 + f2)]

p(t) =
UMax√

2

IMax√
2

[cos (f2 − f1) + cos (2vt + f1 + f2)]

p(t) = Ueff.Ieff [cos (f2 − f1) + cos (2vt + f1 + f2)]

Pour simplifier le calcul, nous pouvons supposer par exemple que la phase du courant
est nulle, f1 = 0, ce qui consiste à prendre le courant comme référence. La puissance
instantanée exprimée par la relation précédente comporte alors un terme constant qui
représente la valeur moyenne de la puissance :

Ueff.Ieff cos(f2) = Ueff.Ieff cos(Df) = Ueff.Ieff cos(f)

et un terme sinusoïdal :
Ueff. Ieff cos(2vt + Df).

La pulsation de l’expression de la puissance instantanée est deux fois la pulsation du
signal sinusoïdal (2v au lieu de v). Si le terme constant est nul, la puissance est donc
alternativement positive et négative durant une demi-période du signal courant ou du
signal tension.

3.3.2 La puissance moyenne

La puissance instantanée étant variable au cours du temps, il est souvent plus intéres-
sant de connaître la puissance moyenne sur une durée T à partir de l’instant t0. Cette
puissance effectivement consommée par la charge pendant une période est appelée
puissance active :

Pmoyenne = Pactive = P =
1
T

∫ t0+T

t0

p(t) d t =
1
T

∫ t0+T

t0

u(t).i(t) d t

La puissance moyenne dissipée sur une période de la sinusoïde est :

Pactive = Pmoyenne =
1
T

∫ t0+T

t0

UMax.IMax

2
[cos (f2 − f1) + cos (2vt + f1 + f2)] d t

Pactive =
UMax.IMax

2T

∫ t0+T

t0

cos (f2 − f1) d t +
UMax.IMax

2T

∫ t0+T

t0

cos (2vt + f2 + f1) d t
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Pour que le résultat de l’intégration soit indépendant de l’instant t0, il faut intégrer
sur une période entière. De ce fait, le deuxième terme de l’équation précédente est
nul puisque la valeur moyenne d’un cos(u) est nulle. Il ne reste alors que les termes
indépendants du temps d’où :

Pactive = Pmoyenne =
UMax.IMax

2T

∫ t0+T

t0

cos (f2 − f1) d t =
UMax.IMax

2
cos (f2 − f1)

Pactive =
UMax.IMax

2
cos (Df) =

UMax.IMax

2
cos (w) = Ueff.Ieff cos (w)

où w = Df représente le déphasage entre le courant circulant dans le dipôle consi-
déré et la tension à ses bornes. La puissance moyenne est toujours positive ou nulle,
à Ueff et Ieff donnés ; la puissance active est maximale dans le cas particulier d’une
charge purement résistive : Z = R. La tension u(t) et le courant i(t) sont donc en
phase ce qui donne : cos(w) = 1, nous trouvons :

Pactive = Ueff.Ieff =
U2

eff

R
= I2

eff.R

Pour une charge purement réactive « imaginaire pure », w = ± 90˚, cos(w) = 0 et la
puissance moyenne est nulle, autrement dit, un condensateur idéal ou une inductance
idéale ne dissipe aucune puissance moyenne.

Dans le cas général, la puissance moyenne ou puissance active s’exprime par la rela-
tion :

Pmoyenne = Ueff Ieff cos(w)
cos(w), qui représente le rapport de Pmoyenne sur le produit Ueff Ieff s’appelle facteur
de puissance. Sa valeur est comprise entre 0 et 1.

En utilisant la notation complexe, nous obtenons :

u(t) = UMax.R
(
e j(vt+f2)) et i(t) = IMax.R

(
e j(vt+f1))

Étant donné que la pulsation n’intervient pas dans le calcul de la puissance moyenne
sur une période, les tensions u et i peuvent s’écrire :

u = UMax.Re+jf1 et i = IMax.Re+jf2

d’où :

Pmoyenne =
UMax.IMax

2
cos (f1 − f2) =

1
2
R
(
u.i∗

)
=

1
2
R
(
i.u∗

)
D’après la définition de l’impédance, la tension et le courant sont liés par l’expression
de Z : il vient que, si Z = R + jX :

Pmoyenne =
1
2
R
(
Z.i.i∗

)
=

1
2
.i2.R (Z) =

1
2

Ri2

Pmoyenne =
1
2

R
( u

R

)2
=

1
2

u2

R
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3.3.3 Puissance active et puissance réactive

Lorsqu’un réseau comporte des condensateurs et (ou) des bobines, une partie de
l’énergie qui lui est fournie par la source est stockée par les éléments réactifs
(condensateurs et bobine) pour être ensuite restituée à la source. Pendant la res-
titution de l’énergie, la puissance est négative. La puissance impliquée dans cet
échange est désignée par la puissance réactive : Préactive.

Si nous développons l’expression générale de la puissance instantanée, nous trou-
vons :

p(t) = Ueff.Ieff. [cos (f2 − f1) + cos (2vt + f1 + f2)]

Pour simplifier le calcul, nous supposons que f1 = 0. Dans ce Df = f2, nous
trouvons :

p(t) = Ueff.Ieff [cos (f2 − 0) + cos (2vt + 0 + f2)]

p(t) =
[
Ueff.Ieff. cos (Df)

]
+
[
Ueff.Ieff. cos (2vt + Df)

]
p(t) = Ueff.Ieff . cos (Df) + Ueff.Ieff

[
cos (2vt) cos (Df) − sin (2vt) sin (Df)

]
p(t) = Ueff.Ieff [1 + cos (2vt)] . cos (Df) − Ueff.Ieff . sin (Df) sin (2vt)

La puissance instantanée contient deux termes. Le premier correspond à la puissance
active et le second à la puissance réactive.

pactive(t) = Ueff.Ieff [1 + cos (2vt)] × cos (Df)

préactive(t) = Ueff.Ieff sin (2vt) × sin (Df)

Notons ici que la puissance active mesurée sur une période entière donne le même
résultat que précédemment puisque la moyenne de cos(2vt) est nulle sur une période.

Ces dénominations sont justifiées par les considérations suivantes. Supposons une
impédance d’un dipôle donnée sous la forme standard : Z = R + jX.

La tension aux bornes de l’impédance devient :

u(t) = R
[
UMaxe jfe jvt

]
= R

[
Ue jvt

]
avec : U = UMaxe jf

Or, U = Z.I est la loi d’Ohm en notation complexe :

u(t) = R [R + jX] IMax [cos (vt) + j sin (vt)] = [R.IMax cos (vt)] − [X.IMax sin (vt)]

La puissance instantanée devient :

p(t) = u(t).i(t) = [R.IMax cos (vt) − X.IMax sin (vt)] [IMax cos (vt)]

p(t) =
[

R.I2
Max

2
(1 + cos (2vt))

]
−
[

X.I2
Max

2
sin (2vt)

]
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Si nous comparons cette expression de la puissance avec celle trouvée auparavant,
nous constatons que le premier terme correspond à la puissance active qui met en jeu
la partie résistive R de l’impédance Z. La deuxième partie de l’expression correspond
à la puissance réactive qui met en jeu la réactance X de l’impédance Z :

pactive(t) =
R.I2

Max

2
(1 + cos (2vt))

préactive(t) =
X.I2

Max

2
sin (2vt)

La puissance active a pour valeur moyenne la puissance moyenne déterminée aupa-
ravant. Il s’agit bien de :

pactive(t) =
R.I2

Max

2
=

UMax.IMax

2
cos (w) =

UMax.IMax

2
cos (Df)

Nous constatons que la puissance réactive change de signe à une fréquence double
de celle du signal : elle est tour à tour emmagasinée puis restituée par les réactances,
de sorte que le bilan moyen est nul. Elle ne correspond pas à un transfert d’énergie.

Conclusion : La puissance moyenne dissipée dans un élément d’impédance Z ne
dépend que de sa partie réelle. En d’autres termes, nous dirons que seule la partie
réelle d’une impédance dissipe de la puissance. Nous utilisons alors (surtout en élec-
trotechnique) le terme de puissance active pour dénommer la puissance moyenne. La
quantité UeffIeff sin(w) appelée puissance réactive, ne prend en compte que l’échange
de puissance dans le terme réactif de l’impédance. L’unité de puissance réactive est
le volt-ampère-réactif (VAr). Enfin, la puissance calculée en effectuant le produit de
la tension par le courant sans tenir compte du déphasage entre la tension u(t) et le
courant i(t) est appelée puissance apparente. Elle s’exprime en Volt-Ampère (VA).

3.3.4 Compléments sur les puissances

a) Puissance maximale transférée

Considérons une charge d’utilisation noté ZU branchée sur un générateur de tension
sinusoïdal de force électromotrice eg et d’impédance interne Zg. Calculons la valeur
de ZU pour laquelle la puissance active fournie est maximale. Nous notons :

Zg = Rg + jXg ; ZU = RU + jXU ; eg = Eg cos (vt)

En utilisant la notation complexe, la puissance complexe fournie par le générateur
est :

p =
u.i∗

2
avec u = ZU.i et i =

Eg

ZU + Zg
=

Eg(
RU + Rg

)
+ j
(
XU + Xg

)
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Nous déduisons l’expression de la puissance complexe :

p =
Z.i.i∗

2
=

E2
g

2
[(

RU + Rg
)2

+
(
XU + Xg

)2
] (RU + jXU)

La puissance moyenne (active) fournie à la charge est donnée par la partie réelle de
la puissance complexe. Nous obtenons :

Pactive = R (P) =
E2

g

2
[(

RU + Rg
)2

+
(
XU + Xg

)2
] .RU

Le dénominateur étant la somme de deux termes positifs, sa valeur minimale corres-
pond à : XU = −Xg, cette condition est réalisable puisque les réactances peuvent
être positives ou négatives. Si cette condition est respectée, l’expression de la puis-
sance devient :

Pactive =
E2

g

2
(
RU + Rg

)2 RU

Cette puissance est maximale si la dérivée de l’expression de P par rapport à la
variable RU est nulle :

dPactive

dRU
=

E2
g

2
× (RU + RS)2 − 2RU. (RU + RS)(

RU + Rg
)4 = 0 ce qui donne : RU = Rg.

Pactive (Max) =
E2

g

2
(
Rg + Rg

)2 .Rg =
E2

g

8.Rg
=

E2
g

2
.

1
4.Rg

=
E2

g(efficace)

4.Rg

Cette puissance disponible (ou utilisable) dépend de la source ; elle augmente avec
la force électromotrice de la source. Elle est d’autant plus élevée que la partie réelle
de l’impédance interne est faible.

La condition d’adaptation de la charge à la source impose Zu = Z∗
g . Il est évident

que nous pouvons transformer la source de Thévenin en son équivalent de Norton.
La condition d’adaptation reste toujours la même et ne dépend pas du mode de re-
présentation de la source réelle.

Remarque : Attention à ne pas croire que l’adaptation d’une charge à une
source doit être systématique. Tout dépend de ce que nous cherchons. Nous
pouvons par exemple chercher à avoir le maximum de tension au début d’une
chaîne d’amplification et un maximum de courant à la fin de cette chaîne. Dans
ce cas, nous ne cherchons plus l’adaptation d’impédance et un raisonnement
particulier doit être fait pour mener à bien le calcul.
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b) Généralisation : Puissance complexe

Nous pouvons généraliser la notion de puissance en utilisant la notation complexe :

U = UMaxe jf1 et I = IMaxe jf2

P =
U.I∗

2
=

UMax. IMax

2
e jw = Pactive + jPréactive

Le symbole « * » désigne le complexe conjugué et P est appelée puissance com-
plexe.

➤ Valeur efficace et puissance apparente

Nous rappelons que la valeur efficace d’une tension (ou d’un courant) est la valeur
de la tension (ou du courant) qui reproduirait une dissipation de puissance égale à la
puissance active dissipée dans le même dipôle :

Pactive =
UMax.IMax

2
cos (w) =

UMax√
2

.
IMax√

2
cos (w) = Ueff.Ieff. cos (w)

Le produit des valeurs efficaces est appelé puissance apparente. Cette grandeur est
sans signification physique particulière. Sa valeur est toujours supérieure ou égale à
la puissance active et s’exprime en volt-ampère.

➤ Théorème de Boucherot

La puissance active fournie à un dipôle est égale à la somme des puissances actives
consommées par les différents éléments qui constituent le dipôle. La puissance réac-
tive échangée avec un dipôle est égale à la somme des puissances réactives échangées
par les différents éléments qui constituent le dipôle.

Or, tout dipôle est constitué d’une association en série (et) ou en parallèle d’un cer-
tain nombre d’éléments. Nous démontrons, en utilisant les constructions de Fresnel
dans le cas d’une association série et dans le cas d’une association en parallèle et
par conséquent dans tous les cas, le théorème de Boucherot cité au début de ce para-
graphe.

3.3.5 Cas des inductances et des condensateurs réels

a) Inductance réelle

La résistance du fil qui sert pour réaliser une inductance n’est pas rigoureusement
nulle. Pour tenir compte de la dissipation d’énergie (pertes) dans l’inductance réelle,
il convient soit de représenter cette inductance par l’association en série d’une ré-
sistance rS avec une inductance pure LS, soit par l’association en parallèle d’une
résistance RP avec une inductance LP. Souvent les valeurs de LS et LP sont proches,
nous supposons de ce fait que ces deux valeurs sont identiques : LS = LP = L
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Nous allons mener l’étude en supposant que les deux éléments rS et LS sont en sé-
rie. L’impédance équivalente à l’inductance réelle est la somme des impédances de
chaque élément en tenant compte des phases respectives, ce qui s’écrit en utilisant la
notation complexe : Z = rS + j Lv

i(t)

u(t)

LSrSA B i(t)

u(t)

LP

RP

A B

(a)                  (b)

Figure 3.14 Équivalence série (a) et parallèle (b) d’une bobine réelle.

Si nous remplaçons dans l’expression de la puissance instantanée R par rS et X par
Lv, cette puissance instantanée s’écrit alors :

p(t) =
[

rS.I2
Max

2
(1 + cos (2vt))

]
−
[

Lv.I2
Max

2
sin (2vt)

]

ce qui donne l’expression de l’énergie réactive wréactive = wr(t) :

wr(t) =
Lv.I2

Max

2

∫ t

0
sin (2vt) d t =

Lv.I2
Max

4v
[cos (2vt) + 1]

Cette expression passe par une valeur maximale chaque fois que le courant est maxi-
mum en valeur absolue, c’est à dire lorsque cos(2vt) = 1, c’est-à-dire pour des
valeurs de la variable temps : t = p/v , t = 2p/v... Les courbes du courant et de la
puissance sont indiquées à la figure 3.13 (a) et (b).

L’expression de l’énergie active est :

wactive(t) =
rS.I2

Max

2

∫ t

0
cos (2vt) d t =

rS.I2
Max

4v
t

Nous mesurons la qualité d’une bobine par son coefficient de qualité noté QL. Ce
coefficient représente le rapport de l’énergie réactive sur l’énergie active au cours
d’une période.

QL = 2p
Énergie réactive (électromagnétique) maximale emmagasinée sur une période

Énergie active dissipée au cours d’une période

QL = 2p
Wr(T)
Wa(T)

= 2p
Lv.I2

Max

2v

4v

rS.I2
Max.T

=
Lv

rS

QL =
X
R

=
Lv

rS
=

Préactive

Pactive
= tan (w)
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t t

i(t)

T/2 T/2

pr(t)

(a)                  (b)
        

tT/2

wr(t)

          (c) 

Figure 3.15 Courbes du courant (a), de la puissance (b) et de l’énergie réactive (c).

La bobine se comporte d’autant plus comme une inductance pure que son coefficient
de qualité QL est grand, c’est à dire que sa résistance série est faible, ce qui revient
aussi à dire que le déphasage entre le courant et la tension tend vers p/2.

Remarque 1 : L’expression du coefficient de qualité montre que QL est défi-
nie à une pulsation v bien déterminée. Ceci revient à dire que si v varie, le
coefficient de qualité QL varie aussi.

Remarque 2 : Nous définissons quelquefois le facteur de pertes par le rapport :
2p/QL

b) Condensateur réel

Le condensateur idéal n’est pas un composant réalisable physiquement. En effet,
l’isolant placé entre les deux armatures du condensateur n’est jamais à résistivité
infinie. Pour tenir compte des fuites de l’isolant qui se traduit par une dissipation
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d’énergie dans le condensateur réel, il convient d’ajouter soit une résistance en pa-
rallèle sur le condensateur idéal, soit une résistance en série avec le condensateur
idéal.

i(t)

u(t)

u(t)RP urS

rS CS

uCS
CP

(b)

i(t)
iRP

iCP

(a)

Figure 3.16 Équivalence parallèle (a) et série b) d’un condensateur réel.

Étudions le premier cas. L’admittance du condensateur réel se calcule à partir de la
loi d’association des dipôles en parallèle, ce qui donne :

Y = G + jB avec : G =
1

RP
et B = CPv

Calculons la puissance instantanée en utilisant les grandeurs G et B :

p(t) = u(t).i(t) avec :

u(t) = UMax cos (vt) et i(t) = IMax cos (vt + f)

i(t) = R
(
(G + jB) .UMaxe jvt

)
= GUMax cos (vt) − BUMax sin (vt)

p(t) = u(t).i(t) =
G.U2

Max

2
(1 + cos (2vt)) − B × U2

M

2
sin (2vt)

Comme pour la bobine, nous trouvons deux parties : la première quantité concerne
la puissance active et la deuxième représente la puissance réactive.

pactive(t) =
G.U2

Max

2
(1 + cos (2vt))

préactive(t) = −B × U2
Max

2
sin (2vt)

Nous savons aussi que :

➤
G.U2

Max

2
=

R.I2
Max

2
est la valeur moyenne de la puissance active

➤
B.U2

Max

2
=

X.I2
Max

2
représente l’amplitude de la puissance active

Un calcul analogue à celui fait pour la bobine donne :

wréactive(t) =
B.U2

Max

4v
(1 + cos (2vt)) =

B
2v

u2(t)

La puissance réactive s’annule chaque fois que u(t) s’annule et a pour fréquence le
double de celle de u(t). Nous pouvons chiffrer la qualité d’un condensateur par un
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coefficient de qualité analogue à celui de la bobine mais l’usage veut plutôt que l’on
utilise son inverse, appelé tangante de l’angle de perte.

tan (d) =
1

2p
× Énergie active dissipée au cours d’une période

Énergie réactive maximale emmagasinée sur une période

tan (d) =
1

2p

Wa(T)
Wr(T)

=
G
B

=
1

RPCPv

Le condensateur réel se rapproche d’autant plus du condensateur idéal que la quantité
RPCPv est élevée. Nous notons aussi que la tangente de l’angle de perte n’est valable
qu’à une pulsation particulière.

c) Équivalence série-parallèle

Nous avons donné précédemment deux schémas électriques qui modélisent soit le
comportement de l’inductance réelle, soit le comportement du condensateur réel.
Ces schémas, présentés sous forme série ou parallèle selon l’élément considéré, ont
été établis à partir de considérations physiques.

Montrons que, pour un même élément, à une fréquence donnée, il existe deux re-
présentations équivalentes : l’une parallèle et l’autre série. Pour cela, considérons les
deux circuits de la figure 3.17 composés d’une résistance pure R et d’une réactance
pure X.

I

U
U

I

RP

U2U1

jX SR S

jXP

I1

I2

Figure 3.17 Équivalence série et parallèle d’un dipôle quelconque.

Ces deux circuits sont équivalents, s’ils ont une même impédance, c’est-à-dire si :

Z = RS + jXS =
1

YP
=

1
1

RP
+

1
jXP

Cela donne :

RP =
R2

S + X2
S

RS
= RS

(
1 +

X2
S

R2
S

)

XP =
R2

S + X2
S

XS
= XS

(
1 +

R2
S

X2
S

)
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Le coefficient de qualité Qs d’un circuit série étant égal au rapport de la réactance XS

sur la résistance RS les relations précédentes s’écrivent :

RP = RS
(
1 + Q2

S

)
et XP = XS

(
1 +

1
Q2

S

)

Si la valeur du coefficient de qualité QS est suffisamment élevée, nous trouvons les
relations suivantes :

RP ≈ RS Q2
S et XP ≈ XS

Q = QS =
XS

RS
= QP =

RP

XP

Remarque : Les coefficients de qualité des deux circuits sont bien évidemment
égaux puisque les circuits sont équivalents. Le coefficient de qualité est d’au-
tant plus élevé que le composant réel ressemble plus à un composant réactif
pur.

Nous pouvons résumer les résultats précédents dans le tableau 3.4 :

Tableau 3.4 Relations de passage pour les composants réels.

Bobine réelle Condensateur réel

QL =
X
R

=
LSv

RS
=

RP
LPv

tan (d) =
G
B

=
1

RPCPv
= RSCSv

RS = RP × 1

1 + Q2
L

, LS = LP ×
Q2

L
1 + Q2

L

RS = RP × tan2 (d)

1 + tan2 (d)
, CS = CP

(
1 + tan2 (d)

)

RP = RS ×
(

1 + Q2
L

)
, LP = LS ×

1 + Q2
L

Q2
L

RP = RS ×

(
1 + tan2 (d)

)

tan2 (d)
, CP =

CS
1 + tan2 (d)

3.4 SYSTÈMES TRIPHASÉS

3.4.1 Définitions

Les systèmes monophasés étudiés précédemment ne présentent en général un intérêt
que pour les faibles puissances. Pour les grandes puissances (distribution d’énergie,
alimentation des moteurs), on utilise souvent le système triphasé.

Considérons pour cela trois générateurs de tensions sinusoïdales identiques de même
fréquence et de même amplitude, déphasés l’un par rapport à l’autre d’une phase
égale à 2p/3. Si on suppose par exemple que ces trois générateurs alimentent trois
récepteurs identiques, les courants qui circulent dans les trois récepteurs seront iden-
tiques et déphasés l’un par rapport à l’autre d’une quantité égale à 2p/3.
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t

u(t)

0
T/3

2T/3

T

u1(t) u2(t) u3(t)

E

Figure 3.18 Représentation cartésienne du système triphasé.

➤ u1(t) = U1 cos(vt) donne dans R1 un courant : i1(t) = I1 cos(vt − f) ;

➤ u2(t) = U2 cos(vt−2p/3) donne dans R2 un courant : i2(t) = I2 cos(vt−2p/3−f) ;

➤ u3(t) = U3 cos(vt−4p/3) donne dans R3 un courant : i3(t) = I3 cos(vt−4p/3−f).

L’ensemble ainsi constitué représente un système triphasé symétrique qui fonctionne
en régime sinusoïdal équilibré. Comme nous l’avons vu dans les paragraphes précé-
dents, les tensions et les courants relatifs au système triphasé peuvent être représentés
sous forme vectorielle ou représentation de Fresnel.

ωt

x

y

2π/3

ωt

x

y

φ

1I

2I

3I

1V

2V

3V

(a)     (b)

Figure 3.19 Représentation de Fresnel du système triphasé.

Nous pouvons constater que les vecteurs tension
−→
U 1,

−→
U 2 et

−→
U 3 d’une part et les vec-

teurs courant
−→
I 1,

−→
I 2 et

−→
I 3 d’autre part, représentent une sorte d’étoile à 2p/3. Ces

vecteurs sont représentés à la figure 3.19 (a) et à la figure 3.19 (b).

3.4.2 Les deux modes de couplage

Les trois générateurs précédents ainsi que les trois récepteurs peuvent être associés
de deux façons différentes : en couplage étoile ou en couplage triangle, notés aussi :
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⊥ et D. Un générateur couplé en étoile (ou en triangle) peut donc alimenter une
charge branchée en étoile (ou en triangle).

a) Couplage étoile

Nous pouvons utiliser pour les trois générateurs précédents un même conducteur en
commun. Ce conducteur sert pour le retour du courant, ce qui porte le nombre total
de conducteurs à quatre : trois conducteurs désignés souvent par « trois phases » par-
courus respectivement par les courants

−→
I 1,

−→
I 2 et

−→
I 3 et un conducteur en commun

pour le retour parcouru par la somme des courants
−→
I 1 +

−→
I 2 +

−→
I 3.

Dans le régime sinusoïdal équilibré, puisque les trois courants forment une étoile à
2p/3, la somme des courants est nulle. Aucun courant ne passe dans le conducteur
de retour, d’où le nom donné à celui-ci de fil neutre.

Théoriquement, ce fil peut être supprimé, mais en réalité l’équilibre parafait n’existe
pas. Nous nous contentons d’utiliser une section de fil plus faible que pour les trois
autres conducteurs qui sont les phases.

Dans la pratique, les phases et le neutre servent à alimenter un grand nombre de
charges. Il est judicieux de répartir ces charges afin d’obtenir (de tendre vers) l’équi-
libre. La tension entre une phase quelconque et le neutre est de 220 V efficace soit
une tension maximale (crête) de 220 ×

√
2 V. Nous appelons cette tension, qui est

représentée à la figure 3.20 (a), une tension simple par comparaison à la tension ob-
tenue entre deux phases quelconques, représentée à la figure 3.20 (b) et désignée
par tension composée.

−→
U 12 =

−→
U 1 −

−→
U 2 ;

−→
U 23 =

−→
U 2 −

−→
U 3 ;

−→
U 31 =

−→
U 3 −

−→
U 1

Nous pouvons vérifier que le module de la tension composée est égale à :

|U|12 = |U|23 = |U|31 =
(

220 ×
√

3
)
×

√
2 V = 380 ×

√
2 V

ωt

x

y

2π/3

x

y

1U

3U

2U

2U−

1U

21 UU −

2U−

(a) (b)

Figure 3.20 Représentation de Fresnel d’une tension simple (a) et d’une tension composée (b).
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b) Couplage triangle

Nous pouvons utiliser pour les trois générateurs précédents un couplage triangle qui
consiste à réunir une borne de sortie du générateur à la borne d’entrée du généra-
teur suivant. Le même raisonnement peut s’appliquer aussi aux différentes charges.
Ce branchement est présenté à la figure 3.21 (a) et la représentation vectorielle des
tensions à la figure 3.21 (b).

Remarque : Un générateur en triangle peut alimenter des charges couplées en
étoile et réciproquement, un générateur en étoile peut alimenter des charges
montées en triangle.

Les trois conducteurs représentent les trois lignes. Ils sont parcourus respectivement
par les courants dont les représentations complexes sont : I1, I2 et I3 mais les courants
qui circulent dans les trois phases sont identiques aux courants qui circulent dans les
trois charges. Ils sont notés I11, I22 et I33.

u1

u2

u3

R1

R2

R3

.

.

.

.

.

.

u12

u23
u31

i1

i2

i3

I11

I22

I33 23U

12U

31U

Figure 3.21 Représentation d’un couplage triangle-triangle (a)
et représentation de Fresnel d’une tension composée (b).

Les modules des courants sont :

|I1| =
√

3 |I11| ; |I2| =
√

3 |I22| ; |I3| =
√

3. |I33|
En plus, chaque courant de ligne est déphasé par rapport au courant de phase d’une
quantité égale à −p/6. Par exemple I1 est déphasé de −p/6 par rapport à I11.

3.4.3 Puissance dans les circuits triphasés

La puissance instantanée produite par les trois générateurs et absorbée par les trois
récepteurs est la somme des puissances instantanées des trois phases :

p(t) = u1(t).i1(t) + u2(t).i2(t) + u3(t).i3(t)

p(t) =
[√

3UI cos(f)
]

+
UI√

3

[
cos (2vt − f)

+ cos

(
2vt − f − 2p

3

)
+ cos

(
2vt − f − 4p

3

)]



3.4 Systèmes triphasés 131

Or, les trois derniers termes de cette expression donnent une somme nulle. En effet
dans le cas qui nous intéresse, les amplitudes sont égales et sont déphasés de 2p/3.
Il en résulte que la puissance active des trois phases est :

p(t) = Pactive = P =
√

3UI cos(f)

où cos(f) représente le facteur de puissance,
√

3UI représente la puissance appa-
rente, f représente l’angle entre u12 et i11. Nous pouvons aussi, comme pour un
système monophasé, définir la puissance réactive :

Préactive = P =
√

3UI sin(f)

Remarques :

• La puissance réactive traduit l’existence d’un courant I sin(f ) dans chaque
phase qui est en quadrature avec la tension correspondante.

• Quel que soit le couplage, la puissance s’écrit toujours : P =
√

3UI cos(f).

• En triphasé, nous parlons souvent d’une tension, sans aucune précision. Il
s’agit toujours d’une tension composée.

CE QU’IL FAUT RETENIR

➤ La représentation vectorielle (ou de Fresnel) d’un signal s(t) = SMax cos(vt + f)
est un vecteur

−→
S , de module SMax, tournant dans le sens trigonométrique à la vitesse

angulaire v, et confondu avec l’axe Ox aux instants : t = −f

v
+ 2 K

p

v
= −f

v
+ 2 KT.

La phase instantanée est l’angle que fait le vecteur à un instant t : vt + f.
 

 
x

O

 

y

 

 

S
m

Vitesse angulaire ω

ωt

φ

S
m cos(φ)

  

0à  >tS

0à  =tS

Figure 3.22 Représentation de Fresnel pour cos(f) positif.

➤ Le signal sinusoïdale s(t) = SMax cos(vt + f) s’écrit sous la forme complexe :
SMax ej(vt+f). Le signal réel s(t) est lié à ce nombre complexe et à l’amplitude com-
plexe S par :

s(t) = Rréel
(
SMaxej (vt+f)

)
= Rréel

(
SMaxejfejvt

)
= Rréel

(
S. ejvt

)
S qui est indépendante du temps, présente l’amplitude complexe du signal s(t) et
permet de reconnaître celui-ci sans ambiguïté.
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➤ L’impédance complexe Z représente le rapport de l’amplitude complexe de la ten-
sion Usur l’amplitude complexe du courant I :

Z =
U
I

=
UMaxejf

IMaxejc
=

UMax

IMax
ej(f−c) = Zeju avec : Z =

UMax

IMax
et u = f − c

Le module de Z est le quotient des amplitudes crêtes (ou efficaces) de la tension et
du courant, et l’argument est égal à la différence des phases à l’origine. L’inverse de
l’impédance s’appelle l’admittance Y .

Z = R + jX et Y = G + jB

➤ Pour une résistance R, l’impédance Z = R et la tension u(t) à ses bornes est de ce
fait en phase avec le courant i(t) qui parcourt la résistance.

➤ Pour une inductance L, l’impédance Z est : Z = jLv = jXL.Le courant i(t) et la
tension u(t) sont déphasés de +p/2, la tension u(t) est en avance de phase par rapport
au courant i(t).

➤ Pour une inductance L, l’impédance Z est : Z =
1

jCv
= −j

1
Cv

= jXC. Le courant

i(t) est en avance de phase par rapport à la tension u(t). Le déphasage est de −p/2.

➤ En régime sinusoïdal permanent, u(t) et i(t) se mettent sous la forme :

i(t) = IMax cos(vt + f1) et u(t) = UMax cos(vt + f2).

Nous trouvons l’expression de la puissance instantanée :

p(t) = Ueff × Ieff [cos (f2 − f1) + cos (2vt + f1 + f2)]

➤ La puissance moyenne dissipée sur une période de la sinusoïde est :

Pactive = Pmoyenne = Ueff × Ieff cos (f2 − f1) = Ueff × Ieff cos (Df)

➤ La puissance active et la puissance réactive sont :

pactive(t) = Ueff × Ieff [1 + cos (2vt)] × cos (Df) ;

préactive(t) = Ueff × Ieff sin (2vt) × sin (Df)

➤ Lorsqu’une charge d’utilisation ZU est branchée sur un générateur sinusoïdal, de
force électromotrice eg et d’impédance interne Zg. La valeur de ZU pour laquelle la
puissance active fournie est maximale est Zu = Z∗g :

Zg = Rg + jXg ZU = RU + jXU = Rg − jXg

Si cette condition est respectée, l’expression de la puissance devient :

Pactive (Max) =
E2

g(efficace)

4 × Rg

➤ Une inductance réelle est représentée par l’association en série d’une résistance
rS avec une inductance pure L, soit par l’association en parallèle d’une résistance RP
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avec une inductance L. Le coefficient de qualité d’une bobine noté QL représente le
rapport de l’énergie réactive sur l’énergie active au cours d’une période.

QL = 2p
Énergie réactive (électromagnétique) maximale emmagasinée sur une période

Énergie active dissipée au cours une période

QL = 2p
Wr(T)
Wa(T)

= 2p
Lv.I2

Max

2v

4v

rS.I2
Max . T

=
Lv

rS

L’expression du coefficient de qualité montre que QL est définie à une pulsation v

bien déterminée. Ceci revient à dire que si v varie, le coefficient de qualité QL varie
aussi.

➤ Le condensateur réel est souvent représenté en ajoutant une résistance en parallèle
sur le condensateur idéal. Le coefficient de qualité est :

QC = RPCPv

Le condensateur réel se rapproche d’autant plus du condensateur idéal que la quantité
RPCPv est élevée.

➤ Pour un même élément, à une fréquence donnée, il existe deux représentations
équivalentes : l’une parallèle (indice P) et l’autre série (indice S).

Bobine réelle Condensateur réel

QL =
X
R

=
LSv

RS
=

RP
LPv

tan (d) =
1

QC
=

G
B

=
1

RPCPv
= RSCSv

RS = RP × 1

1 + Q2
L

, LS = LP ×
Q2

L
1 + Q2

L

RS = RP × tan2 (d)

1 + tan2 (d)
, CS = CP

(
1 + tan2 (d)

)

RP = RS ×
(

1 + Q2
L

)
, LP = LS ×

1 + Q2
L

Q2
L

RP = RS ×

(
1 + tan2 (d)

)

tan2 (d)
, CP =

CS
1 + tan2 (d)

EXERCICES

Exercice 3.1 Étude d’un circuit RLC quelconque

Soit le montage de la figure 3.23 qui fonctionne à une pulsation constante v0 :

i(t)

u(t)

L

R

C

A B

Figure 3.23 Circuit R//C en série avec L.
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1. Calculer en fonction de R, de C et de la pulsation v0, la valeur L0 que doit avoir
l’inductance L pour que le courant i(t) et la tension u(t) soient en phase.

2. En déduire le coefficient de qualité du circuit qui se trouve entre A et B.

Solution

1. Le montage comporte un dipôle constitué d’une inductance en série avec un
deuxième dipôle constitué par la mise en parallèle d’une résistance et d’un conden-
sateur. Il serait intéressant de transformer ce deuxième dipôle en son équivalent série
noté RS et CS.

i(t)

u(t)

uRS

L RS

uL

CS

uCS

Figure 3.24 Circuit équivalent sous forme RLC série.

Nous pouvons calculer les valeurs de RS et de CS en utilisant les relations de passage
données dans le tableau 3.4. Nous trouvons :

RS = R
tan2 (d)

1 + tan2 (d)
et CS = C

(
1 + tan2 (d)

)
avec :

tan (d) =
1

RCv0
ce qui donne : tan2 (d) =

1

(RCv0)2

En remplaçant tan (d) par sa valeur, nous déterminons les expressions de RS et CS :

RS = R.
1

(RCv0)2

1

1 +
1

(RCv0)2

RS = R
1

(RCv0)2

(RCv0)2

1 + (RCv0)2 = R
1

1 + (RCv0)2

CS = C

(
1 +

1

(RCv0)2

)
= C

(
1 + (RCv0)2

(RCv0)2

)
Le courant i(t) sera en phase avec la tension u(t) si l’impédance qui apparaît entre le
point A et le point B est équivalente à une résistance pure. Or l’impédance Z est :

Z = RS + jLv0 +
1

jCSv0
= RS + j

(
Lv0 −

1
CSv0

)
= RS

Cette relation impose :

Lv0 −
1

CSv0
= 0
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Nous pouvons donc déduire la valeur de l’inductance L0 qui satisfait la condition
précédente :

L = L0 =
1

CSv2
0

=
1

C

(
1 + (RCv0)2

(RCv0)2

)
v2

0

L0 =
(RCv0)2

C
(
1 + (RCv0)2

)
v2

0

=
R2C(

1 + (RCv0)2
)

2. L’inductance L0 emmagasine à la pulsation v0 de l’énergie électromagnétique et
le condensateur de l’énergie électrostatique. Le coefficient de qualité devient :

QL =
L0v0

RS
=

1
CSv2

0

v0

RS
=

1
RSCSv0

Or : QC =
1

RSCSv0
= QL

Le coefficient de qualité du circuit peut être donné en fonction de l’inductance ou
de la capacité. v0 est la pulsation de résonance qui correspond à un minimum de la
valeur de l’impédance Z du circuit :

Q = QL = QC =
1

RSCSv0
=

1 + (RCv0)2

R
(RCv0)2

C
(
1 + (RCv0)2

) 1
v0

Q =
(RCv0)2

RCv0
= RCv0

Nous retrouvons le coefficient de qualité correspondant à un circuit RLC parallèle.
Plus la résistance R est grande, plus le condensateur se rapproche d’un composant
idéal, ce qui donne un coefficient de qualité qui tend vers l’infini.

Exercice 3.2 Adaptation en puissance d’une source réelle de tension

Soit le montage de la figure 3.25.

Zg

ZUeg

eg = EMAX cos(ωt)

Zg = Rg + jXg

ZU = RU + jXU 

uAB

A

B

Figure 3.25 Générateur réel chargé par une impédance complexe.

1. Déterminer l’expression de la puissance active fournie par le générateur à la
charge.

2. Donner la condition d’adaptation et calculer la puissance maximale fournie.

3. Nous supposons XU + Xg = 0. Tracer la courbe de la variation de la puissance
ainsi que la courbe de la variation du rendement h en fonction de RU.
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Solution

1. En notation complexe, le calcul de la puissance complexe fournie par le générateur
a été présenté au paragraphe 3.3.3 (a). L’expression de cette puissance est :

P =
E2

Max

2
[(

RU + Rg
)2

+
(
XU + Xg

)2
] (RU + jXU)

La puissance moyenne fournie à la charge est donnée par la partie réelle de la puis-
sance complexe. On trouve :

Pactive = R (P) =
E2

Max

2
[(

RU + Rg
)2

+
(
XU + Xg

)2
] RU

2. La valeur maximale obtenue de cette puissance correspond à : XU + Xg = 0.
Si cette condition est respectée, l’expression de la puissance devient :

Pactive =
E2

Max

2
(
RU + Rg

)2 RU

Cette puissance est maximale lorsque la dérivée de l’expression de Pactive par rapport
à la variable RU est nulle :

dPactive

dRU
=

E2
g

2
.

(
RU + Rg

)2 − 2RU
(
RU + Rg

)
(
RU + Rg

)4 = 0 ce qui donne : RU = Rg

L’expression de la puissance active maximale est :

Pactive (Max) =
E2

Max

2
(
Rg + Rg

)2 Rg =
E2

Max

8 × Rg
=

E2
Max

2
1

4Rg
=

E2
eff

4Rg

La condition d’adaptation de la charge à la source impose Zu = Z∗
g . Soit :

ZU = RU + jXU = Rg − jXg

3. Lorsque la condition XU +Xg = 0 est satisfaite, l’expression de la puissance active
devient :

Pactive =
E2

Max

2
(
RU + Rg

)2 .RU =
E2

Max

2
.

RU(
RU + Rg

)2 = K.
RU(

RU + Rg
)2

La dérivée de cette équation avec RU comme variable donne :

d (Pactive)
dRU

=
K.
(
RU + Rg

)2 − (K.RU) .2
(
RU + Rg

)
(
RU + Rg

)4

Cette dérivée s’annule pour RU = Rg. Il s’agit d’un extremum qui correspond à
un maximum. En effet, si RU = 0 ou si RU = ∞, la puissance active sera nulle
d’après l’équation précédente. La variation de Pactive en fonction de RU est donnée à
la figure 3.26 (a).
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Le rendement en puissance est donné par le rapport de la puissance utilisée PU sur
la puissance totale. Or la puissance totale est donnée par la somme de la puissance
utilisée et de la puissance Pg dissipée dans la résistance interne Rg. Si nous notons le
courant qui passe dans le circuit I, le rendement devient :

h =
PU

PU + Pg
=

RU.I2(
RU.I2

)
+
(
Rg.I2

) =
RU

RU + Rg

La courbe représentant la variation h en fonction de RU est donnée à la figure 3.26
(b).

0,10

0,20

0,25

0,30

0,40

0 5 10 15 20
0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

KPa(RU)

RU
RU 10RU0,1RU

RU

η (RU)

(a)               (b)

Figure 3.26 Variation de la puissance active (a) et du rendement (b) en fonction de RU.

Exercice 3.3 Conditions d’équilibre du pont de Nerst et du pont de Sauty

Nous donnons les deux montages de la figure 3.27 qui sont appelés respective-
ment : pont de Nerst et pont de Sauty.

                             

BAeg
UAB

R1

C1

R2 C2R3

R4

                             

BAeg
UAB

C4 C1

R2R3

R4 R1

M M M M

NN N N

(a)    Pont de Nerst (b)    Pont de Sauty

Figure 3.27 Schémas du pont de Nerst (a) et du pont de Sauty (b).
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Nous notons Z1, Z2, Z3 et Z4 les impédances qui se trouvent respectivement dans
les quatre branches : MB, BN, NA et AM. Nous plaçons souvent entre les points
A et B un détecteur sensible (un galvanomètre par exemple).

Nous cherchons souvent à obtenir l’équilibre du pont, c’est à dire avoir un courant
nul qui circule entre A et B. Cette condition est obtenue si le potentiel du point A
et le potentiel du point B sont identiques.

1. Nous supposons des impédances complexes quelconques. Déterminer la condi-
tion de l’équilibre du pont qui s’applique pour les deux cas de la figure 3.27.

2. Nous prenons maintenant le cas particulier du pont de Nerst et nous suppo-
sons que les impédances sont fixées. Montrer que la condition d’équilibre n’est
respectée que pour une fréquence particulière notée f0.

3. Nous prenons maintenant le pont de Sauty et nous supposons que la branche
MB est constituée par un condensateur réel dont le modèle est composé d’une
résistance R1 en parallèle avec un condensateur C1.

Montrer que la condition d’équilibre permet d’identifier R1 et C1.

Solution

1. La condition d’équilibre impose que la différence de potentiel entre A et B soit
nulle, ce qui revient à dire que le courant qui passe dans la branche MA et celui qui
passe dans la branche AN sont identiques. Le même raisonnement s’applique pour
les branches MB et BN. Dans ce cas on peut appliquer le théorème du diviseur de
tensions.

Si nous désignons par UAN , UBN et Eg les tensions en notation complexe, nous trou-
vons :

UAN =
Z3

Z3 + Z4
Eg et UBN =

Z2

Z1 + Z2
Eg

Or, la différence de potentiel UAB est obtenu à partir des équations précédentes :

UAB = UAN + UNB = UAN − UBN =
(

Z3

Z3 + Z4
− Z2

Z1 + Z2

)
Eg

UAB =
(

Z3 (Z1 + Z2)
(Z3 + Z4) (Z1 + Z2)

− Z2 (Z3 + Z4)
(Z1 + Z2) (Z3 + Z4)

)
Eg

En développant l’expression précédente, nous déduisons :

UAB =
(

Z3 (Z1 + Z2) − Z2 (Z3 + Z4)
(Z3 + Z4) (Z1 + Z2)

)
Eg =

(
(Z3.Z1) − (Z2.Z4)
(Z3 + Z4) (Z1 + Z2)

)
Eg

La condition d’équilibre impose une différence de potentiel nulle, ce qui donne :

UAB = 0 =
(

(Z3.Z1) − (Z2.Z4)
(Z3 + Z4) . (Z1 + Z2)

)
Eg soit : Z3.Z1 = Z2.Z4
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2. Si nous prenons le pont de Nerst, nous identifions les impédances :

Z1 = R1 +
1

jC1v
=

1 + jR1C1v

jC1v
, Z3 = R3

Z2 =
1
Y2

=
1

1
R2

+ jC2v

=
R2

1 + jR2C2v
, Z4 = R4

La condition d’équilibre devient :

R3

(
1 + jR1C1v

jC1v

)
= R4

(
R2

1 + jR2C2v

)
L’expression précédente s’écrit aussi sous la forme :

R4

R3
=
(

1 + jR1C1v

jC1v

)(
1 + jR2C2v

R2

)
=

(1 + jR1C1v) (1 + jR2C2v)
jR2C1v

R4

R3
=

j (R1C1 + R2C2) v

jR2C1v
+ j

(
R1R2C1C2v2

)
− 1

R2C1v

Si nous exprimons l’égalité des deux parties réelles des deux expressions, nous trou-
vons :

R4

R3
=

(R1C1 + R2C2)
R2C1

=
R1

R2
+

C2

C1
et

(
R1R2C1C2v2

)
− 1

Ainsi, si tous les éléments des impédances sont fixés et s’ils vérifient la relation
suivante :

R4

R3
=

(R1C1 + R2C2)
R2C1

=
R1

R2
+

C2

C1

l’équilibre du pont ne sera obtenu que pour une valeur particulière v0 de la pulsation :

v0 = 2pf0 =
1√

R1R2C1C2
soit une fréquence : f0 =

1

2p
√

R1R2C1C2

3. Si nous prenons le pont de Sauty, nous identifions les impédances et les admit-
tances :

Z3 = R3 ; Z2 = R2 ; Y1 =
1
Z1

=
1

R1
+ jC1v ; Y4 =

1
Z4

=
1

R4
+ jC4v

La condition d’équilibre qui est Z3Z1 = Z2Z4 devient :

Z3.Y4 = Z2.Y1 qui s’écrit aussi sous la forme suivante :

R3

(
1

R4
+ jC4v

)
= R2

(
1

R1
+ jC1v

)
Si nous développons cette expression, nous obtenons :

R3

R4
+ jR3C4v =

R2

R1
+ jR2C1v

soit :
R3

R4
=

R2

R1
et R3C4 = R2C1
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Ainsi, si tous les éléments des impédances sont fixés et si le pont est équilibré, nous
pouvons déterminer les valeurs du modèle en parallèle du condensateur :

R1 =
R2

R3
R4 et C1 =

R3

R2
C4

Exercice 3.4 Application des théorèmes de superposition et de Millman
en régime harmonique

Soit le montage de la figure 3.28.

                             
M

E2

B

E1

Z2Z1

UBM

e1= E1cos(ωt +φ1)

e2= E2cos(ωt +φ
2) 

Avec :Z3

Figure 3.28 Schémas du montage en T avec deux sources de tensions.

1. Déterminer, en utilisant le théorème de superposition, la différence de potentiel
complexe qui existe entre les deux points B et M.

2. Retrouver le même résultat en utilisant le théorème de Millman.

3. Calculer la tension sinusoïdale uBM(t) en précisant l’amplitude et la phase. Pour
cela nous choisissons f1 comme origine des phases :

f1 = 0, f2 = p/2, Z1 = Z2 = R, E1 = E2 = E.

Z3 est l’impédance d’un condensateur de capacité C3 = C et RCv = 1.

Solution

1. Nous appliquons le théorème de superposition en commençant comme indiqué à la
figure 3.29 (a) par passiver la deuxième source en la remplaçant par un court-circuit.
L’impédance Z2 et l’impédance Z3 se trouvent alors en parallèle. Nous constatons que
la différence de potentiel entre B et M due à la première source prise seule s’obtient
en appliquant le théorème de diviseur de tension :

UBM(1) =
Z3//Z2

Z1 +
(
Z3//Z2

) E1 =

Z3Z2

Z3 + Z2

Z1 +

(
Z3Z2

Z3 + Z2

) E1 =
Z3Z2

Z1 (Z3 + Z2) + Z3Z2
E1
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De la même façon, en ne considérant que la deuxième source seule, en passivant la
première source de tension, nous obtenons :

UBM(2) =
Z3Z1

Z1Z2 + Z1Z3 + Z3Z2
E2

Il suffit maintenant d’additionner les deux contributions précédentes pour obtenir la
différence de potentiel finale :

UBM = UBM(1) + UBM(2) =
Z3

Z1Z2 + Z1Z3 + Z3Z2

(
Z2E1 + Z1E2

)

M

B

E1

Z2Z1

UBM
Z3

M

E2

B Z2Z1

UBM
Z3

(a) (b)

Figure 3.29 Passivation de E2 (a) et de E1 (b).

2. Nous appliquons le théorème de Millman qui s’énonce comme suit : Si nous pre-
nons comme référence de potentiel le point M, au nœud B, nous obtenons :

UBM =

3∑
i=1

EiYi

3∑
i=1

Yi

=

(
E1Y1

)
+
(
E2Y2

)
+ (0Y3)

Y1 + Y2 + Y3
=

E1

Z1
+

E2

Z2
1
Z1

+
1
Z2

+
1
Z3

UBM =

(
E1Z2Z3

)
+
(
E2Z1Z3

)
(Z1Z2) + (Z1Z3) + (Z2Z3)

Nous retrouvons le même résultat avec un calcul, qui est plus simple que celui utilisé
avec la première méthode et sans être obligé, de passer par des transformations du
montage.

3. Nous pouvons écrire que les tensions en notation complexe sont :

E1 = E1.e
jf1 et E2 = E2.e

jf2

L’impédance du condensateur est :

Z3 =
1

jCv
= −j

1
Cv

= jXC
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Sachant que l’argument d’une résistance est nul, les impédances en notation com-
plexe s’écrivent alors :

Z1 = R ; Z2 = R ; Z3 = |Z3| e−j p

2

avec :

|Z3| = |XC| =
1

Cv
Si nous passons en notation normale en fonction du temps, nous trouvons :

uBM(t) = Z3
(E cos (vt) Z2) +

(
E cos

(
vt + p/2

)
Z1
)

(Z1Z2) + (Z1Z3) + (Z2Z3)

uBM(t) =
1

jCv

(E cos (vt) R) +
(
E cos

(
vt + p/2

)
R
)

R2 +
2R

jCv

uBM(t) =
E

jRCv + 2

(
cos (vt + 0) + cos

(
vt + p/2

))
Nous savons que le déphasage de p/2 du terme cosinus, revient à multiplier par j ce
même terme. Autrement dit, uBM(t) s’écrit aussi sous la forme suivante :

uBM(t) =
E

jRCv + 2
(cos (vt) + j cos (vt)) =

E (2 − jRCv)

− (jRCv)2 + 22
(cos (vt) + j cos (vt))

Puisque RCv = 1, nous trouvons :

uBM(t) =
E (2 − j)

5
(cos (vt) + j cos (vt)) =

E cos (vt)
5

((2 − j) × (1 + j))

uBM(t) =
E. cos (vt)

5
(3 + j) =

3E
5

cos (vt) +
E
5

cos
(

vt +
p

2

)
l’expression précédente nous permet de tracer le diagramme de Fresnel à l’instant
t = 0. Le vecteur résultant est le vecteur qui présente les coordonnées suivantes :

U cos (f) =
3E
5

cos (0) +
E
5

cos
(
p/2

)
=

3E
5

U sin (f) =
3E
5

sin (0) +
E
5

sin
(
p/2

)
=

E
5

x 

y

  

 
φ

BMU

5

E

5
3

E

5

E

Figure 3.30 Diagramme de Fresnel de UBM.
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Nous pouvons déterminer l’expression de la tension uBM(t) : l’amplitude est donnée
par le théorème de Pythagore et l’angle par sa tangente.

|UBM|2 =
∣∣∣∣3.E

5

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣E5
∣∣∣∣
2

soit : |UBM| =

√
10
25

× E ≈ 0,63 × E

tan (w) =
E/5
3E/5

=
1
3

soit : w ≈ 18,4◦ ou 0,32 rad

Nous déduisons donc l’expression finale de uBM(t) :

uBM(t) = 0,63 × E cos (vt + 0,32 rad)

Exercice 3.5 Étude du circuit dit « pont de Wienn »

Soit le montage de la figure 3.31 qui représente un pont de Wienn.

i(t) R1 C1

R2 C2

i1(t) i2(t)
e(t)

e(t) =10 cos(ωt)

Cas particulier:

R1 = R2 = R   et   C1 = C2 = C
u(t)

Figure 3.31 Montage à pont de Wienn.

1. Tracer les vecteurs de Fresnel et en déduire la tension de sortie u(t) dans le cas
particulier où u(t) et e(t) se trouvent en phase.

2. Trouver la condition sur la fréquence qui permet d’avoir u(t) et e(t) en phase.
Pour cela, nous supposons le cas particulier où les deux résistances d’une part et
les deux condensateurs d’autre part sont identiques.

Solution

1. À la tension e(t) correspond un vecteur de Fresnel noté
−→
E d’amplitude 10 volts

et de déphasage nul. Ce vecteur est donc confondu avec l’axe des x. Nous avons
supposé aussi que la tension de sortie

−→
U est en phase avec la tension d’entrée. On

sait aussi que les courants
−→
I1 et

−→
U sont en phase puisque u(t) = R2i1(t). D’autre part,−→

I2 est en avance de p/2 par rapport à
−→
U donc par rapport à

−→
I1 .

La tension aux bornes du condensateur C1 qui est notée
−→
U C1 est en retard de p/2 par

rapport au courant qui circule dans ce même condensateur
−→
I . Le même raisonne-

ment montre que la tension aux bornes de R notée
−→
U R1 est en phase avec

−→
I .
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Nous traçons le diagramme de Fresnel dans le cas particulier : R1 = R2 = R et
C1 = C2 = C.

 
 

 

 

 

π/2

 
 

π/2

 

21 III +=
2I

1I 'U

U

1CU

1RU
'UUE +=

Figure 3.32 Diagramme de Fresnel des courants et des tension.

2. La condition pour avoir
−→
U et

−→
E en phase impose que

−→
U′ soit lui aussi en phase

avec
−→
U et que la somme des modules vérifie : |U| +

∣∣U′∣∣ = |E|. Nous appliquons
dans ce cas le théorème de Pytagore :

|UC1|2 + |UR1|2 =
∣∣U′∣∣2 soit :

(
I

Cv

)2

+ (R.I)2 =
(

1 + R2C2v2

C2v2

)
.I2 =

∣∣U′∣∣2
Or, si nous remplaçons I2 par sa valeur, nous trouvons :(

1 + R2C2v2

C2v2

)(
I2
1 + I2

2

)
=
∣∣U′∣∣2 Or, |I1| =

|U1|
R

et |I2| =
|U1|
ZC

= |U1| Cv

∣∣U′∣∣ + |U| = |E| donne :

√(
1 + R2C2v2

C2v2

)√(
U2

R2
+ U2.C2v2

)
+ |U| = |E|

|U| ×

√(
1 + R2C2v2

C2v2

)
×

√(
1

R2
+ C2v2

)
+ |U| = |E|

|U| ×

⎡
⎣1 +

√√√√((
1 + R2C2v2

)2

R2C2v2

)
×

⎤
⎦ = |U| ×

[
1 +

(
1

RCv
+ RCv

)]

Or, pour un déphasage nul, nous avons : RCv = 1. Nous pouvons donc déduire l’am-
plitude de la tension de sortie qui vaut le tiers de l’amplitude de la tension d’entrée,
soit 3 volts. C’est la condition d’équilibre du pont.
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Exercice 3.6 Étude d’un circuit triphasé équilibré

Soit le circuit triphasé équilibré de la figure 3.33.

u

u

R2

R2

R2

.

.

.
i1

i2

i3

R1

R1

R1

L LL

.

.P1

P2

P3

.
N

Figure 3.33 Circuit triphasé équilibré.

Calculer les courants qui passent dans les phases en indiquant leurs modules et
leurs phases. Cas particulier : R1 = R2 = R.

Solution

Pour déterminer l’expression du courant qui passe dans une phase, nous commençons
par transformer le schéma triangle en schéma étoile.

P1

P2 P3

R2

P1

P2 P3

3

R2

3

.

NR2R2

R2

u

u

v

v
R2

3

v

(a) (b)

Figure 3.34 Transformation triangle (a) en étoile (b).

D’après le théorème de Kennely, l’impédance Zétoile est égale au tiers de l’impédance
Ztriangle.

Zétoile = ZP1−N = ZP2−N = ZP3−N =
Ztriangle

3
=

R2

3
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Nous relions ensuite les deux conducteurs qui sont les neutres notés « N » entre eux.
Nous nous retrouvons alors dans le cas simple d’un circuit monophasé représenté à
la figure 3.35.

L R2

3

R1

v =
u

3

Figure 3.35 Circuit équivalent en monophasé.

Nous pouvons donc calculer le courant de la ligne. Nous déterminons ensuite le
courant de phase en utilisant les relations de passage concernant le module et la
phase.

Iétoile =
Itriangle√

3
et f = −p

6

Nous pouvons calculer l’impédance Z du circuit équivalent :

Z = R1 +

⎛
⎜⎝

R2

3
jLv

R2

3
+ jLv

⎞
⎟⎠ = R1 +

(
R2jLv

R2 + j3Lv

)
=

R1R2 + jLv (3R1 + R2)
R2 + j3Lv

Nous prenons le cas particulier :

R1 = R2 = R.

Z =
R3 − j3LvR2 + jLv4R2 + 12L2v2R(

R2 + 9L2v2
)

Z =

[
R3 + 12L2v2R(

R2 + 9L2v2
)
]

+ j

[
LvR2(

R2 + 9L2v2
)
]

Le module de Z donne :

|Z| =

√√√√[
R3 + 12L2v2R(

R2 + 9L2v2
)
]2

+

[
LvR2(

R2 + 9L2v2
)
]2

|Z| = R ×

√(
R4 + 25L2v2R2 + 144L4v4

)
(
R2 + 9L2v2

)
La phase est donnée par l’argument :

tan (f) =
LvR2

R3 + 12L2v2R
=

LvR
R3 + 12L2v2R
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Exercice 3.7 Modélisation série et parallèle d’une inductance réelle

En régime sinusoïdal, à une fréquence f0, une inductance réelle peut être mo-
délisée soit par une résistance RS en série avec une inductance idéale LS (fi-
gure 3.36 a), soit par une résistance RP en parallèle avec une inductance idéale
LP (figure 3.36 b).

1. Déterminer les expressions de RS et de LS en fonction de RP, LP et v0. En
déduire le coefficient de qualité QS en fonction de RS, LS et v0.

2. Déterminer les expressions de RP et de LP en fonction de RS, LS et v0. En
déduire le coefficient de qualité QP en fonction de RP, LP et v0.

LS RS
RP LP

i(t)

vL(t) vR(t)

iL(t)iR(t)

v(t)

(a) (b)

Figure 3.36 Modèle série d’une inductance (a) et son modèle parallèle (b).

Solution

1. Expressions de RS, LS et QS

Dans le cas de la représentation série de la figure 3.36 (a), l’impédance ZS s’écrit :

ZS = RS + jLSv0

Dans le cas de la représentation parallèle de la figure 3.36 (b), l’admittance YP

s’écrit :

YP =
1

ZP
=

1
RP

+
1

jLPv0

YP =
LPv0

RPLPv0
− j

RP

RPLPv0

On déduit l’expression de ZP :

ZP =
RPLPv0

LPv0 − jRP
=

RP (LPv0)2 + jR2
PLPv0

(LPv0)2 + R2
P

L’égalité des deux impédances ZS = ZP donne :

RS =
RP (LPv0)2

(LPv0)2 + R2
P

et LS =
R2

PLP

(LPv0)2 + R2
P

La définition du coefficient de qualité est :

QS = 4p × Energie moyenne emmagasinée sur une période
Energie moyenne dissipée sur une période
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La puissance instantanée dissipée dans LS est :

pL (t) = vL (t) × i (t) = LS × i (t) × d i (t)
d t

Soit : dwL (t) = LS × i (t) × d i (t) ce qui donne :

WL (t) =
∫ t

0
LS × i (t) × d i (t) =

1
2

LSi2 (t)

Pour un courant sinusoïdal : i (t) = I cos (v0t), l’énergie moyenne emmagasinée dans
l’inductance LS est :

WL (t) =
1
2
×
∫ T

0
LSi2 (t) d i (t) =

1
2
×
∫ T

0
LSI2 sin2 (v0t) d t =

1
4

LSI2 =
1
4
× V2

L

L2
Sv2

0

Dans le cas d’une représentation série, l’impédance ZS s’écrit : ZS = RS + jLSv0.

L’énergie dissipée dans la résistance RS pendant une période est :

WR =
1
2
× RS × I2 × T =

1
2
× RS × I2 × 2p

v0

On en déduit le coefficient de qualité QS :

QS = 4p ×
1
4
× LS × I2

1
2
× RS × I2 × 2p

v0

=
LSv0

RS

2. Expressions de RP, LP et QP

Les expressions trouvées dans la première question nous permettent de déterminer
l’expression de YS :

YS =
1
ZS

=
1

RS + jLSv0
=

RS − jLSv0

(RS + jLSv0) × (RS − jLSv0)

YS =
RS

(RS)2 + (LSv0)2 − j
LSv0

(RS)2 + (LSv0)2

L’égalité des deux admittances YS = YP donne :

RP =
(LSv0)2 + R2

S

RS
et LP =

(LSv0)2 + R2
S

LSv0

Pour une tension sinusoïdale : v(t) = VL sin(v0t), l’énergie moyenne emmagasinée
dans l’inductance LP est :

WL (t) =
1
4
× V2

L

L2
Pv2

0

L’énergie dissipée dans la résistance RP pendant une période est :

WR =
1
2
× V2

RP
× T =

1
2
× V2

RP
× 2p

v0
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On en déduit le coefficient de qualité QP :

QP = 4p ×

1
4
× V2

LPv2
0

V2

2RP
× 2p

v0

=
RP

LPv0

Exercice 3.8 Calcul d’un composant équivalent à un circuit complexe

On souhaite calculer la valeur du composant équivalent vu entre le point A et le
point B de la figure 3.37. Les numéros indiqués sur la figure sont les coefficients
multiplicatifs.

1. Le montage est composé uniquement de résistances. Le numéro 1 correspond
à une résistance R, le numéro 2 correspond à une résistance 2R et le numéro 5
correspond à une résistance 5R.

Calculer la résistance équivalente entre le point A et le point B.

2. Le montage est composé uniquement de bobines d’inductances L, 2L et 5L.

Calculer la valeur de l’inductance équivalente entre le point A et le point B.

3. Le montage est composé uniquement de condensateurs de capacités C, 2C et
5C.

Calculer la valeur de la capacité du condensateur équivalent entre le point A et le
point B.

1

2
2

1

1

1
5

A

B

M

N

A

NN

P

O

Figure 3.37 Montage permettant le calcul du composant équivalent entre A et B.

Solution

1. Calcul de la résistance équivalente Réq

On remarque que les trois branches MP, PO et ON, sont en série. La résistance équi-
valente de ses trois branches est la somme des trois résistances :

Réq1 = RMP + RPQ + RQN = R + R + 2R = 4R
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Entre le point M et le point N, on trouve donc cette résistance Réq1 en parallèle avec
la résistance de valeur R :

RMN = Réq1//R =
Réq1R

Réq1 + R
=

4R2

4R + R
=

4
5

R = 0,8R

Cette résistance RMN se trouve en série avec la résistance de valeur R ce qui donne :

Réq2 = RMN + R = 0,8R + R = 1,8R

Entre le point A et le point N, on trouve donc cette résistance Réq2 en parallèle avec
la résistance de valeur 5R :

RAN = Réq2//5R =
1,8R × 5R
1,8R + 5R

=
9R2

6,8R
=

9
6,8

R = 1,323R

Cette résistance RAN se trouve en série avec la résistance de valeur 2R ce qui donne :

RAB = Réq3 = RAN + 2R = 1,323R + 2R = 3,323R

2. Calcul de la valeur de l’inductance équivalente Léq

Puisque les trois branches MP, PO et ON, sont en série. L’impédance équivalente de
ses trois branches est la somme des trois impédances :

Zéq1 = ZMP + ZPQ + ZQN = jLv + jLv + 2jLv = 4jLv = j (4L) v = jLéq1v

Entre le point M et le point N, on trouve donc cette inductance équivalente Léq1 en
parallèle avec l’inductance de valeur L, l’impédance entre M et N devient :

ZMN = Zéq1// (jLv) =
Zéq1 (jLv)

Zéq1 + (jLv)
=

j2
(
LLéq1

)
v2

j
(
L + Léq1

)
v

= j

(
LLéq1

L + Léq1

)
v

L’inductance équivalente est donc :

LMN =
L × Léq1

L + Léq1
=

4L2

5L
= 0,8L

Cette inductance LMN se trouve en série avec l’inductance de valeur L ce qui donne :

Léq2 = LMN + L = 0,8L + L = 1,8L

Entre le point A et le point N, on trouve donc cette inductance Léq 2 en parallèle avec
l’inductance de valeur 5L :

LAN = Léq2//5L =
1,8L × 5L
1,8L + 5L

=
9L2

6,8L
=

9
6,8

L = 1,323L

Cette inductance LAN se trouve en série avec l’inductance de valeur 2L ce qui donne :

LAB = Léq3 = LAN + 2L = 1,323L + 2L = 3,323L
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3. Calcul de la capacité équivalente Céq

L’impédance équivalente des trois branches MP, PO et ON est la somme des trois
impédances :

Zéq1 = ZMP + ZPQ + ZQN =
1

jCv
+

1
jCv

+
1

j2Cv
=
(

1 + 1 +
1
2

)
1

jCv

= 2,5 × 1
jCv

=
1

j (0,4C) v

La capacité équivalente Céq1 vaut donc : Céq1 = 0,4C.

Entre le point M et le point N, on trouve donc l’impédance Zéq1 en parallèle avec
l’impédance de valeur Z = 1/jCv :

ZMN = Zéq1//Z =
Zéq1Z

Zéq1 + Z
=

2,5 × 1
jCv

× 1
jCv

2,5 × 1
jCv

+
1

jCv

=
2,5
3,5

Z = 0,714 × Z =
0,714
jCv

Cette impédance ZMN se trouve en série avec l’impédance de valeur Z = 1/jCv ce
qui donne :

Zéq2 = ZMN + Z = 0,714 × Z + Z = 1,714 × Z =
1,714
jCv

Entre le point A et le point N, on trouve donc cette impédance Zéq2 en parallèle avec
l’impédance de valeur Z5 = 1/j (5C) v :

ZAN = Zéq2//Z5 =

1,714
jCv

× 1
j (5C) v

1,714
jCv

+
1

j (5C) v

=
0,179
jCv

=
1

j

(
C

0,179

)
v

=
1

j (5,58C) v

Ce qui donne :

ZAB = ZAN + ZNB =
1

j (5,58C) v
+

1
j (2C) v

=
7,58

j (11,16C) v
=

1
j (1,47C) v

La valeur de la capacité équivalente est : CAB = 1,47 × C

Remarque : nous pouvons bien sûr calculer directement les valeurs des com-
posants en appliquant les résultats des associations des composants en série et
en parallèle.



Chapitre 4

Quadripôles électriques et fonctions
de transfert

4.1 DÉFINITIONS

4.1.1 Quadripôle électrique

Un quadripôle est par définition un réseau qui comporte quatre bornes de liaisons
avec les circuits extérieurs. Il s’agit souvent d’un ensemble d’éléments permettant
de traiter des signaux ou de transférer de l’énergie fournie par un générateur pour
les restituer sous une forme quelconque à une charge extérieure. Les échanges avec
l’extérieur se font au travers de deux bornes utilisées comme bornes d’entrée (côté
générateur) et vers deux autres bornes utilisées comme sortie (côté charge).

Considérons le quadripôle suivant de la figure 4.1, où I1 et V1 désignent les grandeurs
d’entrée et I2 et V2 celles de sortie. Cette représentation avec des courants qui entrent
dans le quadripôle présente l’avantage de rendre symétriques l’entrée et la sortie.
Elle est souvent adoptée par les électroniciens.

4.1.2 Équations caractéristiques

D’une façon générale, un quadripôle est défini par deux équations caractéristiques
qui décrivent complètement son fonctionnement :

F1(I1, I2, V1, V2) = 0

F2(I1, I2, V1, V2) = 0
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I1

V2

Z11

I2

V1

Z11I1

Z12I2

Z22I2

Z21I1

Z22

Quadripôle

Figure 4.1 Représentation d’un quadripôle.

En les complétant d’une part avec l’équation courant-tension du générateur branché
à l’entrée et de l’équation courant-tension de la charge en sortie, nous disposons
du nombre nécessaire et suffisant (quatre) d’équations pour déterminer les quatre
variables : I1, I2, V1 et V2.

Pour généraliser l’étude des quadripôles, nous supposons les conditions suivantes :

• Les circuits du quadripôle sont linéaires, ou bien nous admettons la linéarité autour
du point de fonctionnement considéré (cas du transistor par exemple).

• Les conditions initiales aux bornes des capacités et dans les inductances doivent
être nulles. Nous nous limitons au régime périodique sinusoïdal établi, appelé ré-
gime harmonique.

• Les circuits internes au quadripôle ne doivent comporter que des sources contrô-
lées de tensions ou des sources contrôlées de courants.

4.2 REPRÉSENTATION MATRICIELLE

4.2.1 Matrice impédance

Les équations caractéristiques d’un quadripôle composé uniquement d’éléments li-
néaires et de sources dépendantes peuvent se mettent sous la forme générale :

V1 = Z11 I1 + Z12 I2

V2 = Z21 I1 + Z22 I2

Ce qui s’écrit encore en utilisant la notation matricielle :[
V1

V2

]
=

[
Z11 Z12

Z21 Z22

]
×
[

I1

I2

]
ou

[
V1

V2

]
= [Z] ×

[
I1

I2

]

où [Z] est la matrice impédance du quadripôle. Les coefficients de cette matrice
s’appellent les paramètres Z en circuit ouvert, puisqu’ils peuvent être mesurés en
ouvrant successivement les circuits d’entrée et de sortie. Ils se définissent comme
suit :
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– Z11 =
V1

I1

∣∣∣∣
I2=0

est appelée impédance d’entrée en circuit ouvert (sortie à vide) ;

– Z12 =
V1

I2

∣∣∣∣
I1=0

est appelée impédance de transfert inverse en circuit ouvert ;

– Z21 =
V2

I1

∣∣∣∣
I2=0

est appelée impédance de transfert (direct) en circuit ouvert ;

– Z22 =
V2

I2

∣∣∣∣
I1=0

est appelée impédance de sortie en circuit ouvert.

Tout quadripôle, défini par les équations précédentes peut donc être représenté par
un quadripôle équivalent dont les éléments s’expriment directement en fonction des
impédances Zij précédemment définies. Le schéma de ce quadripôle équivalent est
donné à la figure 4.2.

Le générateur de tension (Z12I2) est contrôlé par la grandeur de sortie I2, et le gé-
nérateur de tension (Z21I1) est contrôlé par la grandeur d’entrée I1. Il s’agit bien de
générateurs contrôlés qui ne doivent pas être remplacés par un court-circuit lorsque
nous cherchons les résistances internes des générateurs de Thévenin équivalents et
des générateurs de Norton équivalents.

I1

V2

Z11

I2

V1

Z11I1

Z12I2

Z22I2

Z21I1

Z22

Figure 4.2 Quadripôle utilisant le modèle de la matrice en Z.

Exemple d’application. Nous déterminons les paramètres Z du quadripôle de
la figure 4.3.

Nous appliquons la loi de Kirchhoff aux deux mailles de la figure 4.3.

V1 = Z1 I1 + Z3 I3 = Z1 I1 + Z3 (I1 + I2) = (Z1 + Z3)I1 + Z3 I2

V2 = Z2 I2 + Z3 I3 = Z2 I2 + Z3 (I1 + I2) = Z3 I1 + (Z2 + Z3)I2

Nous trouvons : Z11 = Z1 + Z3, Z22 = Z2 + Z3 et Z12 = Z21 = Z3[
V1

V2

]
=

[
Z1 + Z3 Z3

Z3 Z2 + Z3

]
×
[

I1

I2

]
=

[
Z11 Z12

Z21 Z22

]
×
[

I1

I2

]
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I1 I2Z1

V1 V2

Z2

Z3

I3

Figure 4.3 Quadripôle en T.

4.2.2 Matrice admittance

Si nous exprimons par exemple les courants I1 et I2 en fonction des tensions V1 et V2,
nous obtenons des coefficients homogènes à des admittances.

I1 = Y11 V1 + Y12 V2

I2 = Y21 V1 + Y22 V2

Soit :

[
I1

I2

]
=

[
Y11 Y12

Y21 Y22

]
×
[

V1

V2

]
= [Y] ×

[
V1

V2

]

où [Y] représente la matrice admittance du quadripôle.

Le modèle d’un quadripôle utilisant les paramètres Y est celui donné à la figure 4.4.
En comparant les équations de la matrice impédance et de la matrice admittance,
nous obtenons :

[Z] =
[
Y−1

]
et [Y] =

[
Z−1

]
Il s’agit de deux concepts duaux.

I1

V2

Y11

I2

V1

Y11V1 Y12V2

Y22

Y21V1 Y22V2

Figure 4.4 Quadripôle utilisant le modèle de la matrice en Y.

Exemple d’application. Prenons le quadripôle en p de la figure 4.5 et appli-
quons les lois de Khirchhoff aux nœuds d’entrée et de sortie, nous obtenons :

I1 = V1 Y1 + (V1 − V2) Y3 = (Y1 + Y3) V1 − Y3V2

I2 = V2 Y2 + (V2 − V1) Y3 = −Y3V1 + (Y2 + Y3)V2
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Nous trouvons par identification :

Y11 = Y1 + Y3, Y22 = Y2 + Y3 et Y12 = Y21 = −Y3

La matrice admittance devient :[
I1

I2

]
=

[
Y1 + Y3 −Y3

−Y3 Y2 + Y3

]
×
[

V1

V2

]
=

[
Y11 Y12

Y21 Y22

]
×
[

V1

V2

]

 

I1 I2

V1 V2
Y2Y1

Y3

Figure 4.5 Quadripôle en p.

4.2.3 Autres représentations matricielles

Nous pouvons définir d’autres types de matrices. Le tableau récapitulatif 4.1 va nous
permettre de déduire les paramètres d’une matrice en fonction des paramètres d’une
autre matrice.

a) Matrice hybride [h]

En électronique, les tripôles actifs comme par exemple le transistor sont fréquem-
ment transformés en quadripôle en choisissant l’une des bornes comme référence de
potentiel. Ils sont mieux caractérisés si nous utilisons les paramètres (hybrides) h.
Dans ce cas, nous exprimons V1 et I2 en fonction de I1 et V2 ce qui donne :

V1 = h11 I1 + h12 V2

I2 = h21 I1 + h22 V2

soit en utilisant la notation matricielle :[
V1

I2

]
=

[
h11 h12

h21 h22

]
×
[

I1

V2

]
= [Y] ×

[
I1

V2

]

où [h] est la matrice hybride du quadripôle.

h11 est l’impédance d’entrée avec une sortie en court-circuit, h12 représente le rapport
de transfert inverse en tension en circuit ouvert, h21 est l’amplification en courant
avec une sortie en court-circuit et h22 est l’admittance de sortie lorsque la charge est
déconnectée (circuit ouvert).

Le modèle d’un quadripôle utilisant les paramètres h est celui donné à la figure 4.6.
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I1

V2

h11

I2

V1

h21.I1
  1/h22

V2.h22

h21.I1
  h12.V2

  

Figure 4.6 Quadripôle utilisant le modèle de la matrice hybride h.

b) Matrice hybride [g]

Nous pouvons aussi utiliser les paramètres hybrides g. Dans ce cas, nous exprimons
I1 et V2 en fonction de V1 et I2 , ce qui donne :

I1 = g11V1 + g12 I2

V2 = g21V1 + g22 I 2

soit en utilisant la notation matricielle :[
I1

V2

]
=

[
g11 g12

g21 g22

]
×
[

V1

I2

]
= [g] ×

[
V1

I2

]

où [g] est la matrice hybride du quadripôle.

c) Matrices de transfert

Si les deux grandeurs indépendantes sont relatives aux mêmes accès, la matrice est
appelée matrice de transfert (également appelée matrice chaîne). Deux cas se pré-
sentent ou bien V2 et I2 sont des fonctions de V1 et I1, ou vice versa :{

V2 = T ′
11V1 + T ′

12I1 = a V1 + b I1

I2 = T ′
21V1 + T ′

22I1 = c V1 + d I1[
V2

I2

]
=

[
a11 b12

c21 d22

]
×
[

V1

I1

]
=
[
T

′
]
×
[

V1

I1

]

où
[
T

′]
représente la matrice de transfert du quadripôle.

L’autre matrice de transfert est donnée par :{
V1 = T11 V2 + T12 I2 = A V2 + B I2

I1 = T21 V2 + T22 I2 = C V2 + D I2[
V1

I1

]
=

[
A11 B12

C21 D22

]
×
[

V2

I2

]
= [T] ×

[
V2

I2

]

où [T] représente la matrice de transfert du quadripôle.
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Les paramètres T sont calculés, contrairement à tous les autres paramètres, avec un
courant I2 sortant du quadripôle pour permettre une mise en cascade facile.

Le tableau 4.1 permet de calculer les paramètres d’une matrice quelconque en fonc-
tion des paramètres de n’importe quelle autre matrice.

Tableau 4.1 Relations entre les paramètres d’un quadripôle

Matrice
[
Z
]

Matrice
[
Y
]

Matrice
[
h
]

Matrice
[
g
]

Matrice
[
T
]

Matrice
[
Z
]

Z11 Z12

Z21 Z22

Y22
DYY

−Y12
DYY

−Y21
DYY

Y11
DYY

Dhh
h22

h12
h22

−h21
h22

1
h22

1
g11

−g12
g11

g21
g11

Dgg

g11

T11
T21

DTT
T21

1
T21

T22
T21

Matrice
[
Y
]

Z22
DZ

−Z12
DZ

−Z21
DZ

Z11
DZ

Y11 Y12

Y21 Y22

1
h11

−h12
h11

h21
h11

−Dhh
h11

Dgg

g22

g22
gYY

−g21
g22

1
g22

T22
T12

−DTT
T12

−1
T12

T11
T12

Matrice
[
h
]

DZ
Z22

Z12
Z11

−Z21
Z11

DZ
Z11

DYY
Y22

Y22
Dhh

Y21
Y22

DYY
Y11

h11 h12

h21 h22

g22
Dgg

g12
Dgg

g21
Dgg

g11
Dgg

T12
T22

DTT
T22

−1
T22

T21
T22

Matrice
[
g
]

1
Z11

−Z12
Z11

Z21
DYY

DZ
Z11

DYY
Y22

Y22
DYY

−Y21
Y22

1
Y22

h22
Dhh

−Y12
Dhh

−h21
Dhh

h11
Dhh

g11 g12

g21 g22

T21
T11

−DTT
T11

1
T11

T12
T11

Matrice
[
T
]

Z11
Z21

DZ
Z21

1
Z21

Z22
Z21

−Y22
Y21

−1
Y21

−DYY
Y21

−Y11
Y21

−Dhh
h21

−h11
h21

−h22
h21

−1
h21

1
g21

g22
g21

g11
g21

Dgg

g21

T11 T12

T21 T22

Dpp = P11P22 − P12P21 est le déterminant des matrices [Z], [Y], [h], [g] ou [T].

4.3 ASSOCIATION DE QUADRIPÔLES

4.3.1 Calcul matriciel

Pour illustrer les principes des différents calculs, nous choisissons le cas simple, mais
très pratique, de matrices carrées à deux lignes et deux colonnes.

➤ Addition de deux matrices

Soient [X] et [Y] deux matrices constituées chacune de deux lignes et de deux co-
lonnes ; la matrice somme est obtenue en ajoutant les termes de même position. Le
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principe reste valable si nous utilisons des matrices d’ordres plus élevés.

[X] =

[
x11 x12

x21 x22

]
et [Y] =

[
y11 y12

y21 y22

]

[S] = [X] + [Y] =

[
x11 + y11 x12 + y12

x21 + y21 x22 + y22

]

➤ Multiplication de deux matrices

Soient [X]et [Y] deux matrices constituées chacune de deux lignes et de deux co-
lonnes, la matrice produit [P] = [X] × [Y] est obtenue en procédant de la façon
suivante :

[X] =

[
x11 x12

x21 x22

]
et [Y] =

[
y11 y12

y21 y22

]

[P] = [X] × [Y] =

[
(x11 × y11) + (x12 × y21) (x11 × y12) + (x12 × y22)

(x21 × y11) + (x22 × y21) (x21 × y12) + (x22 × y22)

]

Remarque : La matrice produit a le même nombre de lignes que [X] et le
même nombre de colonnes que [Y]. Le produit de deux matrices n’est donc pas
commutatif. Le principe reste valable si nous utilisons des matrices d’ordres
plus élevés.

➤ Déterminant d’une matrice

Soit [X] une matrice constituée de deux lignes et deux colonnes ; le déterminant de
la matrice est obtenue de la façon suivante :

[X] =

[
x11 x12

x21 x22

]

le déterminant est : D = x11x22 − x12x21.

➤ Inversion d’une matrice

Soit [X] une matrice constituée de deux lignes et deux colonnes, la matrice inverse
est obtenue de la façon suivante :

[X] =

[
x11 x12

x21 x22

]

la matrice inverse [X]−1 est :
1
D

×
[

x22 −x12

−x21 x11

]
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Dans le cas général, la matrice inverse [X]−1 est :
1
D

×
[

X11 X12

X21 X22

]

Les termes de la matrice sont obtenus en procédant comme suit : nous transposons
chaque terme xji, nous prenons le cofacteur et nous divisons par le déterminant.

4.3.2 Association en série de deux quadripôles

Quadripôle
      Q2

Quadripôle
      Q1

V1 V2

I1 I2

Q

Figure 4.7 Association en série de deux quadripôles.

Une association en série de deux quadripôles Q1 et Q2 dont les paramètres sont en
circuit ouvert conserve les courants I1 et I2. La matrice Z du quadripôle noté Q
équivalent à la mise en série de Q1 et de Q2 possède une matrice Z donnée par :
Z = Z1 + Z2. Nous retrouvons ainsi la loi d’association des impédances en série de
façon matricielle.

4.3.3 Association en parallèle de deux quadripôles

Dans le cas de l’association en parallèle de deux quadripôles Q1 et de Q2, les tensions
sont communes aux deux quadripôles, nous utilisons donc les matrices admittances.
Les paramètres Y s’obtiennent simplement en ajoutant terme à terme les paramètres
Y de chaque quadripôle : Y = Y1 + Y2.

Quadripôle
      Q2

Quadripôle
      Q1

V1 V2

I1 I2

Q

Figure 4.8 Association en parallèle de deux quadripôles.
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4.3.4 Association en cascade de deux quadripôles

Dans le cas d’une mise en cascade de deux quadripôles Q1 et Q2, l’utilisation des
paramètres de transfert devient particulièrement avantageuse :[

V2

I2

]
= [T1] ×

[
V1

I1

]
et

[
V

′

2

I
′

2

]
= [T1] ×

[
V

′

1

I
′

1

]

comme V
′

1 = V2 et I
′

1 = I2, nous obtenons :[
V ′

2

I′2

]
= [T2] ×

(
[T1] ×

[
V1

I1

])
= ([T2] × [T1]) ×

[
V1

I1

]

Quadripôle
      Q

Quadripôle
      Q1

V1 V’2

I1 I’2

Quadripôle
      Q2

V2

I2

V’1

I’1

V1

I1

V’2

I’2

Figure 4.9 Association en cascade de deux quadripôles.

Le quadripôle équivalent est défini par sa matrice [T] telle que : [T] = [T1] × [T2] .

4.4 QUADRIPÔLES EN CHARGE

Les quadripôles électriques sont utilisés pour réaliser une fonction particulière : am-
plification, filtrage... De ce fait, les quadripôles sont chargés soit par une vraie impé-
dance de charge, soit par un circuit électrique qui se comporte vis-à-vis du quadripôle
comme une impédance de charge.

4.4.1 Caractéristiques d’un quadripôle en charge

Caractériser un quadripôle, c’est déterminer les quatre valeurs I1, I2, V1 et V2 qui
régissent son fonctionnement. Quatre équations sont nécessaires alors que le quadri-
pôle lui-même n’en fournit que deux. Les deux autres sont obtenues en prenant en
compte le circuit d’entrée (une équation) et le circuit de sortie (une équation).

En effet aux deux bornes d’entrée est connecté un dipôle source qui excite le qua-
dripôle et qui comporte en général un générateur. Aux deux bornes de sortie, nous
branchons un dipôle de charge ou d’utilisation noté ZU.
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Quadripôle
      Q1

V1

I1

V2

I2

Eg

Source Charge

Rg ZU

Figure 4.10 Quadripôle en charge attaqué par une source réelle.

Si par exemple nous définissons le quadripôle par ses paramètres Z, les quatre équa-
tions qui permettent de déterminer complètement l’état du réseau sont :

V1 = Z11 I1 + Z12 I2

V2 = Z21 I1 + Z22 I2

Eg = V1 + Rg I1 et V2 = −ZU I2

Or, pour étudier le transfert d’énergie d’une part de la source vers le quadripôle et
d’autre part du quadripôle vers la charge, il est plus intéressant de calculer les impé-
dances d’entrée et de sortie du quadripôle non plus en court-circuit ou en circuit ou-
vert (comme les fournissent les paramètres Z ou Y) mais dans le cas réel qui consiste
à connecter le quadripôle aux dipôles de source et de charge.

4.4.2 Impédances d’entrée et de sortie

a) Impédance d’entrée

L’impédance que présente le quadripôle vis-à-vis de la source est appelée : impé-
dance d’entrée Ze. Des équations précédentes il vient :

−ZU I2 = Z21 I1 + Z22 I2 , ce qui donne : I2 =
−Z21I1

Z22 + ZU

En reportant cette valeur dans la première équation, il vient :

Ze =
V1

I1
= Z11 −

Z12Z21

Z22 + ZU

b) Impédance de sortie

Vis-à-vis de la charge, le quadripôle attaqué par le dipôle source (générateur) se
comporte comme un dipôle modélisé par son générateur de Thévenin équivalent.

ETh
ZS

Figure 4.11 Modèle de Thévenin en sortie du quadripôle.
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Le modèle équivalent de Thévenin fait apparaître un générateur ETH en série avec
une impédance appelée impédance de sortie ZS. Pour calculer cette impédance il faut
passiver la source qui attaque le quadripôle en entrée, ce qui revient à court-circuiter
la source de tension sans annuler sa propre résistance interne. Nous calculons ensuite
l’impédance que voit un générateur placé en sortie lorsque l’impédance de charge ZU

est débranchée :

Quadripôle
      Q

V1

I1 I2

Eg= 0

Source

Rg V2

Figure 4.12 Méthode de calcul de ZS.

L’impédance de sortie ZS vaut alors : ZS =
V2

I2

Si le quadripôle est défini par ses paramètres Z, il résulte :

ZS = Z22 −
Z21Z12

Rg + Z11

I1

V2

Z11

I2

V1= 0
Z11I1

Z12I2

Z22I2

Z21I1

Z22

Quadripôle

Figure 4.13 Méthode de calcul de ZS d’un quadripôle présenté par sa matrice Z.

c) Impédance image

Nous savons que l’énergie transmise de la source vers le quadripôle est maximale si
Rg = Ze, et que l’énergie transmise du quadripôle vers la charge est maximale en
cas d’adaptation d’impédance. ZS = Z∗

U. Z∗
U représente le complexe conjugué de ZU.

ZU intervient dans l’expression de l’impédance d’entrée Ze et la valeur de ZS dépend
de Rg. Nous appelons impédance d’entrée image Zie et impédance de sortie image Zis,
les deux impédances telles que Zie est l’impédance d’entrée du quadripôle lorsque la
sortie est chargée par ZiS (figure 4.14 (a)) et inversement (figure 4.14 (b)).
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Quadripôle
      Q

Zie

I1

V2

I2

Zis
Quadripôle
      Q

Zie

I1

V2

I2

ZisV1

(a) (b)

Figure 4.14 Modèles avec les impédances images Zie et ZiS.

La condition de transfert d’énergie s’écrit alors : Rg = Zie et ZiS = Z∗
U.

Les impédances images valent dans ce cas :

Zie = Z11 −
Z12Z21

ZiS + Z22
et ZiS = Z22 −

Z12Z21

Zie + Z11

d) Impédance caractéristique

Nous définissons une impédance de charge particulière qui soit égale à l’impédance
d’entrée du quadripôle. Il s’agit de l’impédance caractéristique ou impédance itéra-
tive notée : ZU = Z0. Une définition semblable peut-être donnée pour l’impédance
de sortie. Nous avons alors :

Z0 = Z11 −
Z12Z21

Z0 + Z22
= Z22 −

Z12Z21

Z0 + Z11

ce qui donne : Z2
0 = Z11Z22 − Z12Z21

Quadripôle
      Q

I1

Z0

I2

V1 V2
0

1

1 Z
I

V
=

Figure 4.15 Modèle avec les impédances caractéristiques Z0.

La condition de transfert maximum d’énergie devient alors : Rg = Z0.

Remarque : Lorsque plusieurs quadripôles sont montés en cascade, le dernier
étant chargé par Z0, son impédance d’entrée qui est l’impédance de charge de
l’avant-dernier quadripôle est égale à Z0 et ainsi de suite jusqu’au premier. La
condition de transfert maximal d’énergie reste toujours : Rg = Z0.
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4.4.3 Quadripôles particuliers

a) Quadripôle passif

Nous appelons quadripôle passif un quadripôle ne comportant pas de générateurs de
tension ou de courant. Le théorème de réciprocité permet alors d’écrire :

Z21 = Z12 et Y21 = Y12

Nous montrons aussi que : h12 = −h21

b) Quadripôle symétrique

Un quadripôle est symétrique s’il existe dans la disposition, la nature et les valeurs
des éléments constituant le quadripôle, une symétrie entre sortie et entrée. Nous
avons alors :

Z11 = Z22, Y11 = Y22 et T11 = −T22

Le signe « − » de cette dernière relation vient du défaut de symétrie dans les sens
des courants d’entrée et de sortie. En effet, le courant I2 pour la matrice de transfert
est considéré sortant et non entrant comme pour les autres matrices.

c) Quadripôle unidirectionnel

Prenons par exemple, un amplificateur radio mis sous forme d’un quadripôle. L’an-
tenne fournit un signal électrique. Amplifié, ce signal va exciter le haut-parleur. Il va
de soi que nous ne pouvons pas inverser le sens de branchement, c’est-à-dire envoyer
le signal de l’antenne sur les bornes de sortie et brancher le haut-parleur aux bornes
d’entrée. Nous disons alors que l’amplificateur constitue un quadripôle unidirection-
nel.

Dans un quadripôle unidirectionnel, l’énergie ne peut-être transmise que dans un seul
sens : de l’entrée vers la sortie. Le modèle équivalent d’un quadripôle unidirectionnel
est donné à la figure 4.16.

Vu des bornes d’entrée, le quadripôle accepte l’énergie que lui fournit la source. Il
est donc assimilable à une impédance Ze appelée impédance d’entrée.

Ie

VSZe

I2

Ve

AVVe

ZS

Ie

VSZe

I2

Ve
AiIe

  ou
gmVe

ZS

(a)        (b)

Figure 4.16 Modèle de Thévenin (a) et de Norton (b) d’un quadripôle unidirectionnel.
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Vu des bornes de sortie, le quadripôle se comporte comme un générateur, qui se met
sous la forme d’une source de tension (modèle de Thévenin de la figure 4.16 (a)), ou
d’une source de courant (modèle de Norton de la figure 4.16 (b)). Rs est la résistance
interne de ces générateurs. Elle est alors la résistance de sortie du quadripôle. Av

et Ai sont respectivement l’amplification en tension et l’amplification en courant du
quadripôle. gm dont l’unité est le siemens, représente la transconductance ou la pente
du quadripôle.

À noter que, pour des quadripôles unidirectionnels, les paramètres Z12, Y12 et h12

sont nuls.

4.5 FONCTION DE TRANSFERT

4.5.1 Étude en fonction de la fréquence

Soit un réseau linéaire excité par une entrée sinusoïdale de pulsation v. L’entrée
notée e(t) qui peut être un courant ou une tension, provoque une réponse forcée
(régime permanent établi) du réseau. Nous notons s(t) cette réponse.

e(t) = E sin(vt) et s(t) = S sin(vt + f)

Compte tenu des deux grandeurs électriques habituelles, nous pouvons définir quatre
transmittances ou fonctions de transfert :

V2

V1
;

I2

I1
;

I2

V1
;

V2

I1

qui représentent respectivement : l’amplification en tension, l’amplification en cou-
rant, la trans-admittance et la trans-impédance. D’une façon générale ces fonctions
de transfert s’écrivent sous forme complexe :

H( jv) = a(v) + jb(v)

où v = 2pf est la pulsation des signaux électriques et f leur fréquence.

Les fonctions de transfert s’écrivent également sous une autre forme équivalente :

H( jv) = A(v) e jf(v) = A(v) [cos(f) + j sin(f)]

A (v) =
√

a2 + b2, tan (f) =
b
a

A(v) est appelé le module de la fonction de transfert et f(v) est l’argument ou dé-
phasage de la sortie par rapport à l’entrée .

Ainsi, l’étude du module et de l’argument de la fonction de transfert donnera des in-
formations utiles pour prévoir la réponse du système dans d’autres conditions d’ex-
citation. Nous verrons ultérieurement les modalités précises de représentation de ces
quantités.

Il existe deux diagrammes différents pour représenter l’évolution de H( jv) en fonc-
tion de la pulsation (ou la fréquence) :
– le diagramme de Nyquist qui en est une représentation polaire ;
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– le diagramme de Bode qui est une représentation paramétrique de H.

Même si la représentation de Nyquist est intéressante, surtout pour les problèmes de
stabilité, nous nous limiterons à étudier la représentation de Bode universellement
connue.

4.5.2 Diagrammes de Bode

La représentation de Bode consiste à tracer séparément d’une part, la variation du
module et d’autre part, la variation de l’argument de la fonction de transfert d’un
système en fonction de la fréquence (ou de la pulsation). Mais il convient de re-
marquer que si très naturellement nous choisissons d’exprimer f(v) en radians (ou
en degrés), nous préférons utiliser des logarithmes pour représenter le module de
H( jv). Nous adoptons aussi, pour le module et pour la phase, des unités en log(v)
en abscisses.

a) Échelles logarithmiques

➤ Axe des x

Dans le cas où les variations relatives de l’une des grandeurs sont très importantes, les
échelles linéaires présentent un inconvénient d’ordre pratique. En effet, il est impos-
sible de connaître avec précision l’allure de la courbe aux faibles valeurs. L’échelle
logarithmique permet de réaliser une décompression de l’origine et une compression
de l’infini. En échelle logarithmique, tous les intervalles correspondant à une varia-
tion dans un rapport de dix ont une même valeur. Ces intervalles sont des décades.

Ce cas est souvent rencontré par exemple en étudiant la réponse d’un filtre ou
d’un amplificateur en fonction de la fréquence. Cette fréquence peut varier dans
de grandes proportions. Si nous prenons par exemple le cas des fréquences audibles,
le nombre de décades sera de trois, puisque la fréquence varie de 20 Hz à 20 000 Hz
(le nombre de décades peut être beaucoup plus important dans d’autres cas). Nous
remarquons que sur l’échelle logarithmique, nous ne pouvons pas atteindre l’origine
qui est repoussée à −∞.

➤ Axe des y

L’amplitude est le plus souvent un produit de facteur correspondant à plusieurs
étages ; la représentation logarithmique permet de remplacer les produits d’ampli-
tude par leurs sommes algébriques. Nous utilisons souvent une unité noté le déci-
bel (dB). La définition du décibel découle directement du rapport de la puissance
délivrée en sortie P2 sur la puissance injectée en entrée P1.

P2

P1
(dB) = 10 log

(
P2

P1

)

Si par exemple
P2

P1
= 100, nous trouvons : 10 log

(
P2

P1

)
= 10 log (100) = 20 dB.
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En électricité, les puissances considérées sont souvent les puissances actives dissi-
pées dans des résistances, et provenant de l’application à ces résistances de certaines
tensions, ou de la circulation dans ces résistances de certains courants :

P1 =
V2

1

R1
= R1I2

1 et P2 =
V2

2

R2
= R2I2

2

Nous trouvons dans le cas particulier R1 = R2 = R :

10 log

(
P2

P1

)
= 20 log

(
V2

V1

)
= 20 log

(
I2

I1

)
en dB

En électricité et en électronique, même si le quadripôle n’est pas adapté en impé-
dance en sortie et en entrée, nous utilisons souvent cette dernière définition pour
calculer le module de la fonction de transfert.

b) Diagrammes universels de Bode

La simplification précédente n’est valable que si les deux résistances d’entrée et de
charge sont identiques : R1 = R2 = R. C’est le cas par exemple en téléphonie avec
une résistance de 600 V.

Mais il est souvent indispensable de considérer le gain en tension lorsque l’impé-
dance d’entrée d’un quadripôle (transistor à effet de champ, filtre actif...) est infinie :
le gain en puissance n’a plus de sens. En électricité et en électronique, même si le
quadripôle n’est pas adapté en impédance en sortie et en entrée, nous utilisons tou-
jours la dernière définition pour calculer le module de la fonction de transfert.

En utilisant la même expression précédente, nous exprimons toujours le gain en ten-
sion G, exprimé en dB :

G (dB) = 20 log (A (v)) = 20 log

(
V2

V1

)

c) Avantage de la notion de décibel

Nous démontrons que toute fonction de transfert H( jv) peut toujours se décomposer
en un produit de fonctions du premier ou du second degré en jv à coefficient réel.
Ceci revient à mettre en cascade plusieurs quadripôles élémentaires :

H( jv) = H1( jv).H2( jv) .H3( jv). . . . .Hn( jv)

Ce qui s’écrit en utilisant la forme exponentielle :

H (jv) =
[
A1 (jv) e jf1

]
.
[
A2 (jv) e jf2

]
. . . . .

[
An (jv) e jfn

]
soit en regroupant les termes :

H (jv) = [A1 (jv) .A2 (jv) . . . . . An (jv)] .e j(f1+f2+···+fn) = A (jv) e jf

f =
i=n∑
i=1

fi et A(jv) =
i=n∏
i=1

Ai(jv)
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Nous pouvons déduire le gain en décibel :

G(dB) = 20 log |A (jv)| = 20 log |A1 (jv)| + 20 log |A2 (jv)| + · · · + 20 log |An (jv)|

G(dB) = G1 + G2 + · · · + Gn =
i=n∑
i=1

Gi

Afin d’obtenir un diagramme simple à construire, nous utilisons l’échelle logarith-
mique pour transformer le produit en somme. Le diagramme de Bode s’obtient alors
facilement par addition des diagrammes élémentaires de Gi et de fi.

Remarque : Un nombre positif de décibels correspond à un gain effectif avec
une tension de sortie supérieure à la tension d’entrée. Un nombre négatif de
décibels correspond à une atténuation ou un affaiblissement.

4.5.3 Principales fonctions élémentaires

Le nombre de diagrammes élémentaires pouvant apparaître pour H( jv) étant très
réduit, étudions chacune de ces fonctions de transfert.

a) Diagrammes de Bode d’une fonction constante H( jv) = K

Le gain vaut : GdB = 20 log(K) et l’argument f = 0 pour des valeurs de K > 0
ou bien f = ±p pour des valeurs de K < 0. Par convention, nous prenons dans ce
dernier cas : f = −p
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40

Gain (dB)

Pulsation (rad/s)
0,01 0,1 1 10 100

-π/2

−π

0

Déphasage (rad)

Pulsation (rad/s)

Si K > 0

Si K < 0

     (a)               (b)

20 log(K)

Figure 4.17 Courbes de Bode de la fonction H( jv) = K.
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b) Diagrammes de Bode d’une fonction H( jv) = jv/v0 = jx

La fonction de transfert, sous la forme d’un imaginaire pur est simple à étudier :

G(dB) = 20 log (A(v)) = 20 log

(
v

v0

)
= 20 log (v) − 20 log (v0)

Le déphasage reste toujours : f =
p

2
Nous pouvons tracer les courbes de Bode en fonction du logarithme de la pulsation
(ou de la fréquence), mais nous pouvons aussi normaliser l’axe des abscisses en
prenant une pulsation (ou une fréquence) normalisée appelée aussi pulsation réduite
et notée x = v/v0. Rappelons que, dans ce cas, dans la mesure où un choix a été
effectué, l’origine des abscisses n’apparaît pas puisqu’elle est rejetée à « −∞ ».

Pour calculer la pente de la droite, nous prenons deux pulsations v et v′ = 10 v qui
sont dans un rapport égal à 10. Autrement dit, nous avons une variation d’une décade
sur l’axe des x. La variation du gain pour une décade nous donne directement l’ordre
de la fonction :

– une pente de +20 dB par décade est une pente +1 ;

– une pente de −20 dB par décade est une pente –1 ;

– une pente de +n × 20 dB/décade est une pente +n ;

– une pente de −n × 20 dB/décade par décade est une pente −n.
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-20
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40

Pulsation normalisée

0,01 0,1 1 10 100

π/2

0

Pulsation normalisée
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(a)               (b)

Figure 4.18 Courbes de Bode de la fonction H( jv) = H( jx) = jx.
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c) Diagrammes de Bode d’une fonction H( jv) = 1 + jv/v0 = 1 + jx

La fonction de transfert s’écrit sous la forme : a + jb. Nous calculons l’amplification
et le déphasage en fonction de la pulsation.

L’amplification A(v) qui représente le module de la fonction de transfert est :

A(v) = |H( jv)| =

√√√√[
1 +

(
v

v0

)2
]

La représentation graphique du gain en dB en fonction de log(v) ou log( f ) présente
deux asymptotes distinctes :

– Si v � v0, l’amplification est : A(v � v0) ≈ 1, soit : G(dB) = 0.

La courbe du gain est une droite horizontale qui coïncide avec l’axe des x, nous
disons qu’il s’agit d’une asymptote horizontale. Le déphasage reste toujours égal à
zéro : f = 0.

– Si v � v0 l’amplification est : A (v � v0) ≈ v

v0
soit :

G(dB) = 20 log

(
v

v0

)
= 20 log (v) − 20 log (v0)

Le déphasage devient : f =
p

2
.

L’asymptote du gain donne une variation de +20 dB lorsque la pulsion varie dans un
rapport égal à une décade. Il s’agit d’une pente +1.

Les diagrammes (courbes) limités aux asymptotes, représentés à la figure 4.19 en
pointillés sont appelés diagrammes (ou courbes) asymptotiques de Bode.

Pour tracer les courbes réelles du module ou de la phase, il serait préférable de com-
mencer toujours par mettre les diagrammes asymptotiques, puis effectuer les tra-
cés en corrigeant les valeurs. Les écarts entre les courbes réelles et les diagrammes
asymptotes sont donnés pour quelques valeurs particulières dans le tableau 4.2.

Tableau 4.2 Différences entre courbes asymptotiques et valeurs réelles

Valeur de v 0,2v0 0,5v0 v0 2v0 5v0

Gain réel – gain asymptotique 0,17 1 3 1 0,17

Erreur de phase en degré −11 −26 45 26 11

Pour v = v0, le gain réel est toujours de 3 dB. La pulsation v = v0 est appelée sou-
vent pulsation de coupure ou pulsation caractéristique, nous disons aussi pulsation
de cassure.
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Figure 4.19 Courbe réelle et courbe asymptotique du gain (a) et courbe réelle et courbe
asymptotique de la phase (b).

d) Diagrammes de Bode d’une fonction de second ordre

Le dénominateur d’une telle fonction est un polynôme de second degré de la variable
x (ou jv). Ce polynôme, très utilisé en électronique et en automatique, sert à obtenir
des filtres passe-bas de second ordre.

Le passage à des filtres passe-haut ou passe-bande s’obtient en multipliant la fonction
de transfert précédente par une fonction sans dénominateur.

H (jv) =
K

1 + 2jm
v

v0
+ j2

(
v

v0

)2 =
K

1 + 2jmx − x2

Les diagrammes asymptotiques sont donnés en étudiant les limites. Pour cela, nous
calculons le module et l’argument :

|H (jv)| =
K√(

1 − x2
)2

+ (2mx)2
et : f = − arctan

(
2mx

1 − x2

)

K étant une constante, nous pouvons supposer K = 1.

• Si x � 1, c’est à dire si : v � v0, |H (jv)| ≈ 1 soit : G = 20 log(1) = 0 dB.
L’asymptote est donc horizontale. Le déphasage est : f = − arctan(0) = 0. Il
s’agit aussi d’une asymptote horizontale.

• Si x � 1, c’est à dire si : v � v0 , |H (jv)| ≈
(v0

v

)2
soit : G = 20 log

(v0

v

)2

G = 40 log
(v0

v

)
= 40 log (v0) − 40 log (v)
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Le déphasage est : f = −p

Pour le gain, nous trouvons deux asymptotes : l’une est horizontale, l’autre est une
asymptote de pente −2 ou −40 dB/décade : figure 4.20 (a).

Pour la phase, nous trouvons aussi deux asymptotes : une asymptote horizontale à 0
et une autre asymptote horizontale à −p : figure 4.20 (b).
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(a)            (b)
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Figure 4.20 Courbes asymptotiques du gain et de la phase.

L’étude de la variation réelle du gain et de la variation réelle de la phase en fonction
de la fréquence montre que trois cas se présentent selon le signe du discriminant du
polynôme de second ordre.

➤ Régime critique

Ce cas, qui correspond à un polynôme de second ordre à deux racines identiques,
présente peu d’intérêt.

➤ Régime apériodique

Le discriminant est positif, le polynôme possède deux racines réelles. Il est donc
possible de le décomposer en deux facteurs de premier ordre.

H( jv) = K
1(

1 + j
v

v1

) 1(
1 + j

v

v2

)

avec : v1 = v0

(
m −

√
m2 − 1

)
et v2 = v0

(
m +

√
m2 − 1

)
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Le système revient à la mise en cascade de deux fonctions simples du premier ordre.
Les tracés asymptotiques se construisent en ajoutant les tracés des deux fonctions
construits séparément. Nous remarquons que : v1v2 = v2

0 et que, pour v = v0, le
déphasage est de −p/2. La pulsation de coupure notée vC est toujours inférieure à
v2. v1 et v2, étant deux pulsations de cassures. Les tracés de la courbe du gain et
du déphasage en fonction de la fréquence (figure 4.21) sont faits dans le cas suivant :
v1 = 10 rad/s , v2 = 100 rad/s et K = 10.
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0,0
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(a)                 (b)

Gain (dB) Déphasage (rad)

Figure 4.21 Courbes de Bode et tracés asymptotiques
d’un filtre passe-bas d’ordre 2 dans le cas : m > 1.

➤ Système à faible amortissement – Régime oscillant

Le discriminant est négatif, le polynôme possède deux racines complexes conjuguées
notées respectivement :

−mv0 + jv0

√
1 − m2 et − mv0 − jv0

√
1 − m2

La fonction de transfert devient :

H(p) = K
v2

0

(jv + mv0)2 + v2
0

(
1 − m2

)
Le module de la fonction de transfert est :

|H(jv)| =
K√(

1 − v2

v2
0

)2

+ 4m2 v2

v2
0

=
K√(

1 − x2
)2

+ 4m2x2
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Le déphasage est :

f = − arctan

⎛
⎜⎜⎜⎝

2m
v

v0

1 − v2

v2
0

⎞
⎟⎟⎟⎠

Le calcul de la dérivée du module de la fonction de transfert montre que selon la
valeur du coefficient d’amortissement m, la courbe présente deux aspects distincts
(figure 4.22). La dérivée de |H| par rapport à x donne :

dH
dx

= −2Kx
2m2 − 1 + x2[(

1 − x2
)2

+ 4a2x2
]3/2

En dehors du cas mathématique pour lequel x = 0, la dérivée ne peut s’annuler que si
x2 = 1 − 2m2. Autrement dit, la courbe ne présente de maximum que si m <

√
2/2.

Les coordonnées du maximum sont :

xM =
√

1 − 2m2 et HM =
1

2m
√

1 − m2
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Figure 4.22 Courbes du gain et tracés asymptotiques d’un filtre passe-bas d’ordre 2 pour
différents cas de m.
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Nous constatons que la pulsation qui permet d’avoir la valeur maximale n’est pas
v0 mais vM = v0

√
1 − 2m2. Cette pulsation tend vers v0 pour m � 1. Dans ce

cas, l’amplitude de la sortie tend vers ∞. Le système devient instable (oscillant). Le
maximum HM est égal au facteur de surtension Q.

HM =
1

2m
√

1 − m2
≈ 1

2m
= Q

où v0 est la pulsation propre, m est le coefficient d’amortissement et K est le gain
statique.

- π
0,01 0,1 1 10

m = 1

m = 0,707
m = 0,1

100

0

- π
2

Pulsation normalisée

Déphasage (rad)

Figure 4.23 Courbes du déphasage d’un filtre passe-bas d’ordre 2 pour différents cas de m.

Pour des pulsations v � v0. Le coefficient de qualité Q est donné par Q =
1

2m
.

Des abaques sont alors utilisés pour obtenir les courbes réelles qui sont alors très
dépendantes de la valeur du coefficient d’amortissement m.

CE QU’IL FAUT RETENIR

➤ Les équations caractéristiques d’un quadripôle composé uniquement d’éléments
linéaires et de sources dépendantes peuvent s’écrire en utilisant la notation matri-
cielle : [

V1

V2

]
=

[
Z11 Z12

Z21 Z22

]
×
[

I1

I2

]
ou

[
V1

V2

]
= [Z] ×

[
I1

I2

]
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Où [Z] est la matrice impédance du quadripôle. Les coefficients de cette matrice
s’appellent les paramètres Z en circuit ouvert :

Z11 =
V1

I1

∣∣∣∣
I2=0

impédance d’entrée ; Z12 =
V1

I2

∣∣∣∣
I1=0

impédance de transfert inverse ;

Z21 =
V2

I1

∣∣∣∣
I2=0

impédance de transfert direct ; Z22 =
V2

I2

∣∣∣∣
I1=0

impédance de sortie.

➤ On trouve aussi pour un quadripôle d’autres notations matricielles : matrice [Y],
matrice hybride [h], matrice hybride

[
g
]

ou matrice de transfert [T].

➤ Pour une association en série de deux quadripôles Q1 et Q2, la matrice Z du qua-
dripôle noté Q équivalent à la mise en série de Q1 et de Q2 possède une matrice Z
donnée par : Z = Z1 + Z2.

➤ Pour une association en parallèle de deux quadripôles Q1 et de Q2, les paramètres
Y s’obtiennent en ajoutant terme à terme les paramètres Y de chaque quadripôle :
Y = Y1 + Y2.

➤ Dans le cas d’une mise en cascade de deux quadripôles Q1 et Q2, il est avantageux
d’utiliser les paramètres de transfert. La matrice [T] devient : [T] = [T1] × [T2].

➤ Pour un quadripôle, on définit l’impédance d’entrée Ze, l’impédance de sortie ZS,
l’impédance d’entrée image Zie, l’impédance de sortie image Zis et l’impédance ca-
ractéristique Z0 :

Ze = Z11 −
Z12Z21

Z22 + ZU
; ZS = Z22 −

Z21Z12

Rg + Z11

Zie = Z11 −
Z12Z21

ZiS + Z22
et ZiS = Z22 −

Z12Z21

Zie + Z11
;

Z0 = Z11 −
Z12Z21

Z0 + Z22
= Z22 −

Z12Z21

Z0 + Z11

➤ Soit un réseau linéaire excité par une entrée sinusoïdale de pulsation v. L’entrée
e (t) = E sin (vt)) provoque une réponse forcée s (t) = S sin (vt + f) (régime perma-
nent établi).

On définit quatre transmittances ou fonctions de transfert :

V2

V1
;

I2

I1
;

I2

V1
;

V2

I1
.

Ces fonctions de transfert s’écrivent sous forme complexe : H(v) = a(v) + jb(v), où
v = 2pf est la pulsation des signaux électriques et f leur fréquence.
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On écrit aussi :

H(v) = A(v)ejf(v) = A(v)[cos(f)+j sin(f)] et A (v) =
√

a2 + b2, tan (f) =
b
a

A(v) est le module et f(v) est l’argument ou déphasage de la sortie par rapport à
l’entrée.

➤ Pour représenter l’évolution de H(jv) en fonction de la pulsation (ou la fréquence),
on utilise souvent la représentation de Bode :

G (dB) = 20 log (A (v)) = 20 log

(
V2

V1

)
en fonction de la pulsation (ou fréquence)

f(v) qui représente le déphasage en fonction de la pulsation (ou fréquence)

Si on à : H (jv) =
[
A1 (jv) ejf1

]
×
[
A2 (jv) ejf2

]
× . . . ×

[
An (jv) ejfn

]
, on obtient :

f =
i=n∑
i=1

fi et A (jv) =
i=n∏
i=1

H1 (jv) ,

soit : G(dB) = G1 + G2 + . . . + Gn =
i=n∑
i=1

Gi

➤ Exemple du diagrammes de Bode d’une fonction H(jv) = 1 + jv/v0 = 1 + jx.

L’amplification A(v) de la fonction de transfert est :

A(v) = |H(jv)| =

√√√√[
1 +

(
v

v0

)2
]

La représentation graphique du gain en dB en fonction de log(v) ou log(f ) présente
deux asymptotes distinctes :

Si v � v0, l’amplification est : A(v � v0) ≈ 1, soit : G(dB) = 0. La courbe du
gain est une droite horizontale qui coïncide avec l’axe des x, nous disons qu’il s’agit
d’une asymptote horizontale. Le déphasage reste toujours égal à zéro : f = 0.

Si v � v0, on a : A (v � v0) ≈ v

v0
, soit :

G(dB) = 20 log

(
v

v0

)
= 20 log (v) − 20 log (v0)

Le déphasage devient : f =
p

2
L’asymptote du gain donne une variation de +20 dB lorsque la pulsation varie dans
un rapport égal à une décade. Il s’agit d’une pente +1. Les diagrammes (courbes)
limités aux asymptotes, représentés à la figure en pointillés sont appelés diagrammes
(ou courbes) asymptotiques de Bode.

Pour v = v0, le gain réel est toujours de 3 dB. La pulsation v = v0 est appelée
« pulsation caractéristique ».
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Figure 4.24 Courbes réelles et courbes asymptotiques du gain (a) et de la phase (b).

EXERCICES

Exercice 4.1 Tracés des diagrammes de Bode pour une fonction
décomposable en fontions simples

Soit la fonction de transfert suivante :

H( jv) =
(jv)2 × (3 + jv)

(2 + jv) × (2 + jv + j2v2)
1. Représenter les diagrammes asymptotiques, puis tracer les courbes réelles du
gain des fonctions suivantes :

H1( jv) = (jv)2 , H2( jv) = 3 + jv, H3( jv) =
1

2 + jv
et

H4( jv) =
1

2 + jv + j2v2

2. En déduire le diagramme asymptotique du gain de H( jv). Tracer la courbe réelle.

Solution

1. Pour commencer, nous mettons sur l’axe des abscisses les points de cassure et nous
calculons les pentes des asymptotes exprimées en dB par décade, les déphasages et
les gains à l’origine lorsqu’ils existent :

H1( jv) H2( jv) H3( jv) H4( jv)

Point de cassure en rad/s . . . 3 2 0,71
Pente en dB par décade +40 +20 −20 −40
Déphasage en rad +p +p/2 −p/2 −p

Gain statique pour v = 0 . . . 20 log(3) −20 log(2) −20 log(2)
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Nous pouvons tracer alors directement le lieu asymptotique correspondant à chaque
fonction.
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Figure 4.25 Courbes asymptotiques et courbes réelles du gain de H1, H2, H3 et H4.

Le lieu réel est obtenu à partir du lieu asymptotique en plaçant la courbe réelle par
rapport à l’asymptote en adoptant les méthodes indiquées précédemment. En parti-
culier pour les systèmes du second ordre, nous tiendrons compte de l’existence ou
non de résonance en calculant le coefficient d’amortissement (m = 0,5 dans notre
cas) et la pulsation de résonance qui en résulte (ici vR = v0

√
2/2).

2. Nous pouvons maintenant tracer la somme des courbes asymptotiques, puis en
déduire la courbe réelle du gain en fonction de la pulsation.
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Figure 4.26 Courbe asymptotique et courbe réelle (- - - -) du gain H.
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Exercice 4.2 Tracés des diagrammes de Bode pour un filtre de Wienn

Soit le montage de la figure 4.27 représentant un filtre de Wienn.

C1 R1

R
2

C2VE
VS

Figure 4.27 Filtre de Wienn passe-bande.

1. Calculer la fonction de transfert H( jv) et montrer qu’elle se met sous cette
forme :

H(jv) =
1

1 + j
v

v01

× 1

1 + j
v

v02

×
(

j
v

v03

)

Calculer v01, v02 et v03.

2. Tracer les courbes de Bode pour le cas particulier suivant :

R1 = R2 = R = 1 kV et C1 = C2 = C = 1 nF.

Solution

1. Calcul de la fonction de transfert : ce montage représente deux impédances qui
peuvent être notées Z1 et Z2. Pour calculer la fonction de transfert, il suffit d’appliquer
le diviseur de tension :

Z2 =
R2

1 + jR2C2v
et Z1 =

1 + jR1C1v

jC1v

H( jv) =
VS

VE
=

Z2

Z1 + Z2
=

R2

1 + jR2C2v

1 + jR1C1v

jC1v
+

R2

1 + jR2C2v

H( jv) =

R2

(1 + jR2C2v)
(1 + jR1C1v) × (1 + jR2C2v) + jR2C1v

(1 + jR2C2v) × jC1v

H( jv) = jR2C1v × 1
(1 + jR1C1v)(1 + jR2C2v) + jR2C1v

H( jv) = jR2C1v × 1
1 + j (R1C1 + R2C2 + R2C1) v − R1C1R2C2v2
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Nous pouvons simplifier l’écriture de H( jv) :

H( jv) = j
v

v03
× 1

1 + 2jm
v

v0
+ j2

v2

v2
0

= j
v

v03
× 1

1 + 2jmx + j2x2

Nous pouvons identifier l’expression de la fonction de transfert trouvée avec la fonc-
tion de transfert du résultat. Nous pouvons écrire :

1

1 + 2jm
v

v0
+ j2

v2

v2
0

=
1

1 + j
v

v01

× 1

1 + j
v

v02

=
1

1 + j

(
v

v01
+

v

v02

)
+ j2

v2

v01v02

v2
0 =

1
R1R2C1C2

; v03 =
1

R2C1
;

2m
v0

= R1C1 + R2C2 + R2C1

Par identification, nous pouvons déduire :

1
v01

+
1

v02
=

2m
v0

et
1

v01
× 1

v02
=

1
v2

0

L’identification précédente donne le produit « P » et la somme « S » de l’équation :

Z2 − SZ + P = 0 avec : z1 =
1

v1
, z2 =

1
v2

La résolution de l’équation de second degré précédente donne le déterminant :

D = S2 − 4P = (z1 + z2)2 − 4z1z2 = (z1 − z2)2 > 0

Le déterminant étant toujours positif, les deux racines réelles sont telles que :

z1 = m1 =
S +

√
D

2
et z1 = m2 =

S −
√

D

2
Nous obtenons donc une fonction de transfert qui s’écrit :

H(jv) =
1

1 + j
v

v1

× 1

1 + j
v

v2

×
(

1 + j
v

v3

)

2. Pour tracer les courbes de Bode dans le cas particulier suivant :

R1 = R2 = R = 1 kV et C1 = C2 = C = 1 nF

Le déterminant devient :

D = S2 − 4P = (R1C1 + R2C2 + R2C1) − 4 (R1C1R2C2) = 5 (RC)2

Nous pouvons en déduire les pulsations caractéristiques :

z1 = m1 =
3 (RC) +

√
5 (RC )

2
soit : v1 =

1
2,61RC

z2 = m2 =
3 (RC) −

√
5 (RC )

2
soit : v2 =

1
0,38RC
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Nous pouvons en déduire la pulsation caractéristique : v0 =
1

RC
= 106 (rad/s)

La fonction de transfert devient :

H( jv) =
(

1 + j
v

v0

)
× 1

1 + j2,61
v

v0

× 1

1 + j0,38
v

v0

= (1 + jx) × 1
1 + j2,61x

× 1
1 + j0,38x

Nous pouvons tracer la somme des courbes asymptotiques de Bode et nous déduisons
ensuite les courbes réelles.
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Pulsation normalisée
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2

Déphasage (rad)

Pulsation normalisée

100

Figure 4.28 Courbes du gain (a) et de phase (b) en fonction de la pulsation.

Exercice 4.3 Étude d’un filtre à avance de phase

Soit le montage suivant qui sert souvent pour les systèmes automatiques et en
électronique.

R 1

R2

C

VE VS

nF 100 

kO 1

kO 9

2

1

=

=

=

C

R

R

Figure 4.29 Filtre à avance de phase.
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1. Calculer la fonction de transfert H( jv) et montrer qu’elle se met sous cette
forme :

H(jv) =
(

1 + j
v

v01

)
× 1

1 + j
v

v02

Calculer v01 et v02.

2. Tracer les courbes réelles de Bode.

Solution

1. Calcul de la fonction de transfert : le montage représente deux impédances que
nous pouvons noter Z1 et Z2. Pour calculer la fonction de transfert, il suffit d’appli-
quer le diviseur de tension :

Z2 = R2 +
1

jCv
=

1 + jR2Cv

jCv
et Z1 = R1

H( jv) =
VS

VE
=

Z2

Z1 + Z2
=

1 + jR2Cv

jCv

1 + jR2Cv

jCv
+ R1

=
1 + jR2Cv

1 + j (R2 + R1) Cv

La fonction de transfert précédente H( jv) se met sous la forme d’un produit de deux
fonctions de transfert élémentaires : H1( jv) et H2( jv) :

H1(jv) = 1 + jR2Cv et H2(jv) =
1

1 + jRéqCv
avec : Réq = R1 + R2

H1( jv) = 1 + j
v

v01
et H2( jv) =

1

1 + j
v

v02

v01 =
1

R2C
et v02 =

1
RéqC

.

2. Pour tracer les courbes de Bode, nous utilisons l’application numérique :

v01 = 104 rad/s et v02 = 103 rad/s.

La fonction de transfert représente le produit de H1 et H2, nous pouvons tracer les
courbes asymptotiques. Ensuite, nous traçons les courbes réelles du gain et de la
phase (figure 4.30) en fonction de la fréquence.
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Figure 4.30 Courbes de gain (a) et de déphasage (b) en fonction de la pulsation.

Exercice 4.4 Étude d’une sonde passive

Le montage de cet exercice (Figure 4.31) représente le circuit électrique équi-
valent d’une sonde passive d’oscilloscope. En effet un oscilloscope présente à
son entrée une impédance Z2 constituée d’une résistance R2 en parallèle avec un
condensateur C2. La sonde représente une impédance constituée d’une résistance
R1 en parallèle avec un condensateur C1. La valeur de ce dernier peut être modi-
fiée manuellement.

1. Calculer la fonction de transfert H( jv) et montrer qu’elle se met sous la forme :

H(jv) = K

(
1 + j

v

v01

)⎛⎜⎝ 1

1 + j
v

v02

⎞
⎟⎠

Calculer v01 et v02.

1. Tracer les courbes de Bode pour le cas particulier suivant :

le gain statique est K avec : 20 log(K) = −10 dB et v02 = 10 v01 = 10 rad/s

2. L’impédance d’entrée (R2, C2) de l’oscilloscope avec son câble de raccorde-
ment est typiquement de : (1 MV, 100 pF).

Nous supposons : R1C1 = R2C2. Calculer les valeurs de R1 et de C1 pour avoir
un rapport VS sur VE indépendant de la fréquence et égal à 0,1.

C1

R1

R
2

C2VE
VS

Figure 4.31 Circuit représentant une sonde passive.
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Solution

1. Calcul de la fonction de transfert : ce montage représente deux impédances que
nous notons Z1 et Z2. Pour calculer la fonction de transfert, il suffit d’appliquer le
diviseur de tension :

Z2 =
R2

1 + jR2C2v
et Z1 =

R1

1 + jR1C1v

H(jv) =
VS

VE
=

Z2

Z1 + Z2
=

R2

1 + jR2C2v
R1

1 + jR1C1v
+

R2

1 + jR2C2v

H(jv) =
R2 (1 + jR1C1v)

R1 (1 + jR2C2v) + R2 (1 + jR1C1v)
=

R2 (1 + jR1C1v)
R1 + jR1R2C2v + R2 + jR2R1C1v

H(jv) =
R2 (1 + jR1C1v)

R1 + R2 + jR1R2 (C1 + C2) v

Finalement nous trouvons :

H(jv) =
R2

R1 + R2
(1 + jR1C1v)

1

1 + j

(
R1R2

R1 + R2

)
(C1 + C2) v

La fonction de transfert précédente H( jv) se met sous la forme d’un produit de trois
fonctions de transfert élémentaires : H0( jv) , H1( jv) et H2( jv)

H0(jv) =
R2

R1 + R2
; H1(jv) = (1 + jR1C1v) ; H2(jv) =

1
1 + jRéqCéqv

H0(jv) = K; H1(jv) = 1 + j
v

v01
; H2(jv) =

1

1 + j
v

v02

v01 =
1

R1C1
et v02 =

1
RéqCéq

avec : K =
R2

R1 + R2
< 1; Réq =

R1R2

R1 + R2
; Céq = C1 + C2

2. Tracés des courbes de Bode : nous sommes dans le cas : v02 = 10v01. La fonction
de transfert devient :

H(jv) = H0(jv).H1(jv).H2(jv) = K

(
1 + j

v

v01

)
1

1 + j
v

10v01

Nous commençons par tracer les courbes asymptotiques. Ensuite, nous traçons les
courbes réelles du gain et de la phase. Les figures 4.32 (a) et 4.32 (b) représente la
courbe du gain et de la phase dans le cas particulier :

20 log(K) = −10 dB et v02 = 10 v01 = 10 rad/s.
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Figure 4.32 Courbes du gain (a) et de la phase (b) en fonction de la pulsation.

3. Nous prenons maintenant le cas particulier : R1C1 = R2C2 :

RéqCéq =
R1R2

R1 + R2
(C1 + C2) =

R1R2C1 + R1R2C2

R1 + R2
=

R1R2C1 + R1R1C1

R1 + R2

RéqCéq =
R1C1 (R1 + R2)

R1 + R2
= R1C1

soit : v01 = v02 = v0 =
1

R1C1
=

1
RéqCéq

H(jv) = K

(
1 + j

v

v0

)(
1 + j

v

v0

)−1

= K

Cette fonction de transfert étant un nombre réel positif indépendant de v, les tensions
de sortie et d’entrée sont en phase, et le rapport des amplitudes reste constant.

|H(jv)| =
∣∣∣∣VS

VE

∣∣∣∣ =
R2

R1 + R2
=

1
10

⇒ R1 = 9R2 = 9 MV

Or, puisque : R2C2 = R1C1, nous en déduisons : C1 = C2/9 = 11 pF.

L’avantage d’un tel dispositif est qu’il transforme l’impédance d’entrée d’un oscil-
loscope Z2 en une impédance 10 fois plus élevée. Vis-à-vis du circuit électrique,
l’oscilloscope absorbe maintenant 10 fois moins de courant (donc perturbe moins
le circuit). La capacité vue par le circuit est la mise en série des deux condensa-
teurs C1 et C2. Sa valeur est réduite dans un rapport 10 par rapport à la capacité de
l’oscilloscope seule. La sonde est dite « sonde passive un dixième ».
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Exercice 4.5 Étude détaillée d’un circuit RLC série

Le montage de la figure 1 représente un circuit électrique RLC. Nous notons v0

la pulsation caractéristique du circuit et nous posons Q le coefficient de qualité
du montage :

H(jv) =
VS

VE
; Q =

Lv0

R
; v2

0 =
1

LC
La valeur de la résistance peut être modifiée manuellement.

i(t)

VS

LR

CVe

Figure 4.33 Circuit RLC série.

1. Calculer la fonction de transfert H( jv).

2. Déterminer la valeur R0 de la résistance R qui permet d’avoir un coefficient de
surtension m = 0,707. Tracer les courbes du gain et du déphasage dans les cas
suivants :

R = R0, R = R1 = 4R0 et R = R2 = R0/4.

Application numérique : L = 100 mH et C = 10 nF.

Solution
Le montage représente trois impédances en série qu’on peut noter ZR , ZL et ZC.
Pour calculer la fonction de transfert, il suffit d’appliquer le diviseur de tension :

H(jv) =
VS

VE
=

ZC

ZR + ZL + ZC

avec : ZR = R, ZL = jLv et ZC =
1

jCv
.

H(jv) =

1
jCv

R + jLv +
1

jCv

=
1

1 + jRCv + (j2LCv2)
=

1
(1 − LCv2) + jRCv

Nous reconnaîtrons la fonction de transfert standard mise sous forme canonique :

H(jv) =
1

1 + jRCv +
(

j2LCv2
) =

1(
1 − x2

)
+ 2jmx

Q =
Lv0

R
, v2

0 =
1

LC

nous obtenons : Q =
1

RCv0
; 2jm

v

v0
= jRCv soit : m =

RCv0

2

H(jv) =
1(

1 − LCv2
)

+ jRCv
=

1

1 −
(

v2

v2
0

)
+ j

1
Q

(
v

v0

)
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Comme nous pouvons l’imaginer, la résistance R ne joue aucun rôle dans les com-
portements asymptotiques des réponses en gain et en phase.

Nous cherchons la valeur R = R0 qui donne un coefficient de surtension : m = 0,707.
Nous avons :

v2
0 =

1
LC

soit : v0 =
1√
LC

= 106 rad/s

Q =
1

RCv0
, m =

R0Cv0

2
=

1
2Q

=

√
2

2
soit : Q =

1√
2

Nous pouvons en déduire la valeur de la résistance R0 :

R0 =

√
2

Cv0
=

√
2
√

LC
C

=
√

2

√
L
C

=

√
2 × L

C
=

√
2 × 10−4

10−8
= 141 V

Nous notons : x =
v

v0
et nous déterminons la fonction de transfert standard H(jv) :

H(jv) =
1

1 − x2 + 2jmx
=

1

1 − x2 +
√

2jx

Pour déterminer les courbes asymptotiques de Bode, nous calculons le module et
l’argument de la fonction de transfert :

|H(jv)| = |H(jx)| =
1√(

1 − x2
)2

+ (2mx)2
et f(v) = f(x) = −Arctan

(
2mx

1 − x2

)

|H(jx)| = 20 log

⎛
⎝ 1√(

1 − x2
)2

+ (2mx)2

⎞
⎠ = −10 log

((
1 − x2

)2
+ (2mx)2

)

Lorsque x tend vers zéro, |H( jx)| tend vers : − 10 log (1) = 0 dB. La courbe asymp-
totique pour les très basses fréquences (v � v0 ou x � 1) est une droite de pente 0 :
l’asymptote est donc horizontale. L’argument de la fonction de transfert est f = 0.
Il s’agit d’une asymptote elle aussi horizontale.

Lorsque x tend vers l’infini, le polynôme
(
1 − x2

)2
+ (2mx)2 devient l’équivalent

de x4. Le module de la fonction de transfert donne :

|H(jx)| → −10 log
(
x4
)

= −40 log(x).

Lorsque x passe d’une valeur à dix fois cette valeur, le gain varie de −40 dB. Il s’agit
comme prévu d’une pente –2 ou de −40 dB/décade. Pour des valeurs de x � 1, la
valeur de f tend vers −p. Il s’agit d’une asymptote horizontale à −p.

• R = R0, nous déterminons : m =
R0Cv0

2
=

1
2Q

=

√
2

2
.

Dans ce cas la courbe du gain (en dB)présente une réponse la plus plate possible
(approximation méplate ou de Butterworth) :

|H(jx)| = −10 log
((

1 − x2
)2

+ (1,41x)2
)

etf = −Arctan

(
1,41x
1 − x2

)
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• R = 4R0, nous trouvons m =
4ROCv0

2
= 2

√
2.

Cette valeur est supérieure à 1, la fonction de transfert se met sous le produit de
deux fonctions de premier ordre. Il convient donc de tracer à nouveau les courbes
asymptotiques de Bode.

H(jv) =
1

1 + j
v

v1

× 1

1 + j
v

v2

avec : v1 = v0

(
m −

√
m2 − 1

)
et v2 = v0

(
m +

√
m2 − 1

)
v1 = v0

(
2
√

2 −
√

8 − 1
)

= 0,182 v0 et v2 = v0

(
2
√

2 +
√

8 − 1
)

= 5,47 v0

ce qui donne en valeur normalisée : x1 = 0,182 et x2 = 5,47.

|H(jx)| = −10 log
((

1 − x2
)2

+ (5,64x)2
)

et f = −Arctan

(
5,64x
1 − x2

)

• R =
R0

4
, nous trouvons m =

ROCv0

8
=

√
2

8
= 0,177.

Cette valeur est inférieure à 0,707, nous en déduisons que le module de la fonction
de transfert présente un rebond (un maximum).

|H(jx)| = −10 log
((

1 − x2
)2

+ (0,35x)2
)

et f = −Arctan

(
0,35x
1 − x2

)

H(jv) =
1

1 + 0,354jx + j2x2
donne : xMax =

√
1 − 2m2 et HMax =

1

2m
√

1 − m2

xMax =
√

1 − (2 × 0,03132) = 0,968 et HMax =
1

0,354
√

1 − 0,03132
= 2,87

D’où : HMax(dB) = 20 log (2,87) = 9,15 dB
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Figure 4.34 Courbes du gain (a) et du déphasage (b) en fonction de la pulsation.
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Exercice 4.6 Application de la matrice [Z] pour l’étude d’un quadripôle

Soit le quadripôle Q de la figure 4.35 caractérisé par sa matrice Z.

Quadripôle
      Q

V1eg

Source

Rg ZU

Figure 4.35 Quadripôle chargé avec ZU.

1. Le quadripôle est attaqué par un générateur de tension sinusoïdale possédant
une résistance interne Rg. Déterminer l’expression de l’impédance de sortie ZS en
fonction de Rg et des éléments Zij de la matrice.

2. Le quadripôle est relié à une impédance d’utilisation ZU . Déterminer l’expres-
sion de l’impédance d’entrée Ze en fonction de ZU et des éléments de la matrice.

Solution

1. Nous commençons par transformer le schéma du quadripôle en utilisant son mo-
dèle équivalent en fonction des paramètres Z. Nous appliquons ensuite la méthode
qui consiste à passiver le générateur de tension sinusoïdale (court-circuiter eg tout en
gardant Rg). L’impédance de sortie est donnée par : ZS = VS/IS. L’étude des deux
mailles de sortie et d’entrée donne (figure 4.36) :

Ie

VS

Z11

IS

eg

Z12IS Z21Ie

Z22

ZU

Figure 4.36 Quadripôle avec paramètres Z.

VS = Z21Ie + Z22IS et RgIe + Z11Ie + Z12IS = 0

Nous calculons :

Ie = − Z12

Rg + Z11
IS et VS = − Z12Z21

Rg + Z11
IS + Z22IS

Nous en déduisons l’expression de l’impédance de sortie ZS :

ZS =
VS

IS
= Z22 −

Z12Z21

Rg + Z11
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L’impédance de sortie d’un quadripôle dépend de la résistance (l’impédance) interne
du générateur qui se trouve à l’entrée du quadripôle. Dans le cas particulier d’un
quadripôle unidirectionnel, Z12 est nul et l’impédance de sortie devient Z22.

2. Comme pour la première question, nous utilisons le schéma équivalent et nous dé-
branchons le générateur d’entrée. Nous calculons l’impédance d’entrée : Ze = Ve/Ie.

Or, l’étude des deux mailles d’entrée et de sortie donne :

Ve = Z11Ie + Z12IS et Z21Ie + Z22IS + ZUIS = 0

Nous calculons :

IS = − Z21

ZU + Z22
Ie et Ve = Z11Ie −

Z12Z21

ZU + Z22
Ie

Nous en déduisons l’expression de l’impédance d’entrée :

Ze =
Ve

Ie
= Z11 −

Z12Z21

ZU + Z22

L’impédance d’entrée d’un quadripôle dépend de l’impédance d’utilisation (de
charge) qui se trouve à la sortie du quadripôle. Dans le cas particulier d’un qua-
dripôle unidirectionnel, Z12 est nul, l’impédance d’entrée devient Z11.

Exercice 4.7 Étude d’un filtre en T

Soit un quadripôle passif défini par sa matrice [Z].

1. Calculer la matrice de transfert [T] :{
V1 = Z11 I1 + Z12 I2

V2 = Z21 I1 + Z22 I2

{
V1 = T11 V2 + T12 I2 = A V2 + B I2

I1 = T21 V2 + T22 I2 = C V2 + D I2

2. Le quadripôle précédent est un filtre en T. Calculer la matrice [Z] et en déduire
la matrice de transfert [T].

3. Nous supposons que les admittances : YA = YB = jCv et que l’impédance
ZC = jLv.

Trouver la condition sur l’impédance de charge ZU pour que l’impédance vue à
l’entrée du quadripôle chargé par ZU soit égale à ZU :

I1 I2ZA

V1 V2

ZB

ZC

I3

ZU

Figure 4.37 Quadripôle sous forme de T.
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Solution
1. Pour calculer la matrice de transfert, nous pouvons procéder de la manière sui-
vante : La deuxième équation de la matrice impédance permet de déduire l’expres-
sion de I1 : ⎧⎨

⎩
V1 = Z11 I1 + Z12 I2

V2 = Z21 I1 + Z22 I2 soit : I1 =
1

Z21
V2 −

Z22

Z21
I2

La première équation devient :

V1 = Z11

(
1

Z21
V2 −

Z22

Z21
I2

)
+ Z12 I2 =

Z11

Z21
V2 +

(
Z12 − Z11Z22

Z21

)
I2

Par identification, nous trouvons :

A =
Z11

Z21
; B = Z12 −

Z11Z22

Z21
; C =

1
Z21

; D = −Z22

Z21

2. Pour déterminer la matrice impédance [Z], nous calculons :{
V1 = (ZA + ZC) I1 − ZC I2

V2 = ZC I1 − (ZB + ZC) I2

par identification, nous obtenons :

Z11 = ZA + ZC; Z12 = −ZC; Z21 = ZC; Z22 = − (ZB + ZC)

Nous pouvons déduire la matrice de transfert par identification :

A =
Z11

Z21
=

ZA + ZC

ZC
; B = Z12 −

Z11Z22

Z21
= −ZC +

(ZA + ZC) (ZB + ZC)
ZC

B =
ZAZB + ZAZC + ZBZC

ZC
; C =

1
Z21

=
1

ZC
; D = −Z22

Z21
=

ZB + ZC

ZC

3. Pour calculer l’impédance itérative ZU , nous utilisons la première équation de la
matrice de transfert :

V1 = AV2 + BI2 or : V2 = ZUI2 soit : V1 = AZUI2 + BI2

Nous avons aussi la deuxième équation :

I1 = CV2 + DI2 or : V2 = ZUI2 soit : I1 = CZUI2 + DI2

par identification, nous obtenons :

V1

I1
=

AZU + B
CZU + D

= ZU

Il s’agit d’une équation de second degré :

CZ2
U + (D − A) ZU − B = 0

Nous prenons le cas pratique qui nous intéresse :

A =
ZA + ZC

ZC
; D =

ZA + ZC

ZC
; B =

Z2
A + 2.ZAZC

ZC
; C =

1
ZC
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L’équation de second degré précédente devient : CZ2
U = B ce qui donne :

ZU = ±
√

B
C

= ±
√

Z2
A + 2 ZAZC

ZU = ±
√

Z2
A + 2 ZAZC = ±ZA

√
1 + 2ZC YA = ± 1

jCv
×
√

1 − 2 LCv2

Nous remarquons que, selon la valeur de la pulsation v, l’impédance ZU peut être
un imaginaire pur, autrement dit, l’impédance itérative est inductive ou capacitive.
L’impédance ZU peut aussi être strictement résistive.

Exercice 4.8 Etude d’une ligne à retard constitué de n quadripôles en T

Soit le montage d’une ligne à retard constitué de n quadripôles. Les valeurs ins-
tantanées des grandeurs d’entrée et de sortie de chaque quadripôle obéissent aux
relations suivantes :

vs (t) = ve (t − t) et is (t) = ie (t − t)

avec t qui représente le temps de retard.

VSn
Ve Z2

Z1

Q
1

I
e

I
Sn

Z1

Z2

Z1

Q
2

Z1

Z2

Z1

Q
n

Z1

VS1
VS2

I S1

Figure 4.38 Ligne à retard à n quadripôles en T.

1. On prend le premier quadripôle en forme de T constitué de Z1, Z2 et Z1. On
suppose le régime sinusoïdal : ve (t) = Ve cos (vt) , donner les expressions de
vS (t) , ie (t) et iS (t) . En déduire les grandeurs complexes VS et IS.

Quelle est la condition sur l’impédance de charge pour vérifier la condition du
retard t.

2. On prend le cas général de la ligne à retard. Déterminer la condition réelle que
doit satisfaire le montage précédent et qui permet d’écrire :

vS1

ve1
=

IS1

Ie1
=

vS2

ve2
=

IS2

Ie2
= ... =

vSn

vS(n−1)

Solution

1. Expression de vS(t), ie(t) et iS(t)
Si la tension d’entrée est sinusoïdale, dans le cas général d’impédances quelconques,
un déphasage f s’établit entre la tension et le courant qui circule dans le circuit. On
peut écrire :

ve (t) = Ve cos (vt) , ie (t) = Ie cos (vt − f)
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Le temps de retard impose :

vS (t) = Ve cos (vt − vt) et iS (t) = Ie cos (vt − f − vt)

On peut utiliser les relations en notation complexe :

VS = Vee
−jvt et IS = Iee

−jvt

Ce qui donne aussi :

VS

IS
=

Ve × e −jvt

Ie × e −jvt
=

Ve

Ie
et

VS

Ve
=

IS

Ie

Avec :
Ve = Vee

+jvt et Ie = Iee
+j(vt−f)

Les relations de l’énoncé doivent être vérifiées quelle que soit la forme du signal
d’entrée. Ceci n’est vrai que si le quadripôle est fermé sur son impédance caractéris-
tique (itérative). En plus, cette impédance caractéristique doit être indépendante de
la pulsation (résistive) et le déphasage doit être proportionnel en régime sinusoïdal à
la pulsation v.

La matrice Z du quadripôle en T est : [Z] =

[
Z1 + Z2 Z2

Z2 Z1 + Z2

]
=

[
Z11 Z12

Z21 Z22

]

L’impédance caractéristique est déterminée par : Z2
0 = Z11Z22 − Z12Z21

Soit : Z2
0 = (Z1 + Z2)2 − Z2

2 = Z2
1 + 2Z1Z2 + Z2

2 − Z2
2 = Z2

1 + 2Z1Z2

L’impédance caractéristique doit être un réel : Z0 =
√

Z2
1 + 2Z1Z2 ∈ R

2. Cas de la ligne à retard

Déterminons pour un quadripôle élémentaire en T le rapport du courant de sortie sur
le courant d’entrée. S nous utilisons le courant IS entrant dans le quadripôle, on a :

Ve = Z1Ie + Z2
(
Ie + IS

)
et VS = Z2

(
Ie + IS

)
− Z1IS

Ce qui donne aussi : Ve − VS = Z1
(
Ie + IS

)
On peut donc écrire :

Ve − VS

Ve
= 1 −

VS

Ve
= 1 −

IS

Ie
=

Z1
(
Ie + IS

)
(Z1 + Z2) Ie − Z2IS

On peut aussi mettre l’expression précédente sous la forme suivante :

1 −
IS

Ie
= 1 − x =

Z1

(
1 +

IS

Ie

)
(Z1 + Z2) − Z2

IS

Ie

=
Z1 (1 + x)

(Z1 + Z2) − Z2x
avec : x =

IS

Ie

Ce qui revient à obtenir une équation de second degré : x2 − 2
Z1 + Z2

Z2
x + 1 = 0
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Or, on souhaite avoir : x = e −jvt = e −ju, il suffit donc de déterminer la valeur de u

telle que e −ju soit une solution de l’équation de second degré. On écrit de nouveau
l’équation en remplaçant x par e −ju et on obtient :

e −2ju − a e −ju + 1 = 0 avec : a = 2
Z1 + Z2

Z2

On multiplie l’expression précédente par e +ju et on obtient : e −ju + e +ju = a. On en
déduit :

cos (u) =
a
2

=
Z1 + Z2

Z2
= 1 +

Z1

Z2

Or, la fonction cosinus est une fonction bornée, il vient alors :

−1 <

(
1 +

Z1

Z2

)
< 1.

Ce qui s’écrit aussi : −2 <
Z1

Z2
< 0.

Dans ce cas, la ligne à retard joue son rôle et retarde le signal d’un temps t. Si la
ligne contient n cellules (quadripôles), on a :

n × cos (u) = n × cos

(
Z1 + Z2

Z2

)
= vt,

soit : t =
n
v

× cos (u) = n × cos

(
Z1 + Z2

Z2

)

Exercice 4.9 Matrices admittances des quadripôles en T , en T ponté
et en double T

Soit le montage d’un quadripôle en T de la figure 4.39 (a).

R
C

Ve VS

Ie I S

C
R

C
Ve VS

Ie I S

C

R

R
C

Ve VS

Ie I S

C

R R

C

(a) (b) (c)

Figure 4.39 Quadripôle en T (a), en T ponté (b) et en double T (c).

1. Déterminer la matrice admittance du quadripôle de la figure (a).

2. En déduire la matrice admittance du montage (b) et (c).



Exercices 197

Solution

1. Matrice Y du quadripôle en T

On note respectivement YR et YC les admittances de la résistance et du condensateur :

YR =
1
R

, YC =
1

ZC
= jCv

On commence par écrire les lois des mailles :{
Ve = ZCIe + ZR (Ie + IS) = (ZC + ZR) Ie + ZRIS

VS = ZCIS + ZR (Ie + IS) = ZRIe + (ZC + ZR) IS

On en déduit la matrice Z du quadripôle en T :

[Z1] =

[
(ZC + ZR) ZR

ZR (ZC + ZR)

]

Le déterminant de la matrice Z est :

DZ1 = (ZC + ZR)2 − Z2
R = Z2

C + 2ZCZR

On utilise le tableau de la transformation d’une matrice Z en matrice Y :

[Y1] =
1

DZ1
×
[

Z22 −Z12

−Z21 Z11

]
=

1
Z2

C + 2ZCZR
×
[

ZC + ZR −ZR

−ZR ZC + ZR

]

[Y1] =
1

1
(jCv)2 + 2 R

jCv

×

⎡
⎢⎣

1
jCv

+ R −R

−R
1

jCv
+ R

⎤
⎥⎦

[Y1] =
(jCv)2

1 + 2jRCv
×

⎡
⎢⎣

1 + jRCv

jCv
−R

−R
1 + jRCv

jCv

⎤
⎥⎦ =

(jCv)
1 + 2jRCv

×
[

1 + jRCv −jRCv

−jRCv 1 + jRCv

]

2. Matrice Y du quadripôle en T ponté et en double T

Cas du T ponté

On utilise les résultas de la première question concernant le premier T formé par deux
condensateurs et une résistance et on calcule la matrice admittance du quadripôle
formé par la résistance R. Dans ce cas, la matrice admittance devient :

[Y2] = ×

⎡
⎢⎢⎣

1
R

− 1
R

− 1
R

1
R

⎤
⎥⎥⎦



198 4 • Quadripôles électriques et fonctions de transfert

Ce qui donne : Y11 = Y22 =
(jCv) (1 + jRCv)

1 + 2jRCv
+

1
R

Et : Y12 = Y21 = − (jRCv) (jCv)
1 + 2jRCv

− 1
R

Cas du double T
On utilise les résultas de la première question concernant le premier quadripôle en T
formé par deux condensateurs et une résistance et on calcule la matrice concernant
le deuxième quadripôle en T composé par deux résistances et un condensateur.

On commence par écrire les lois des mailles :{
Ve = ZRIe + ZC (Ie + IS) = (ZR + ZC) Ie + ZCIS

VS = ZRIS + ZC (Ie + IS) = ZCIe + (ZR + ZC) IS

On en déduit la matrice Z2 du quadripôle Q2 en T : [Z2] =

[
(ZR + ZC) ZC

ZC (ZR + ZC)

]

Le déterminant de la matrice Z est :

DZ2 = (ZR + ZC)2 − Z2
C = Z2

R + 2ZCZR = R2 + 2
R

jCv

On utilise le tableau de la transformation d’une matrice Z en matrice Y :

[Y2] =
1

DZ2
×
[

Z22 −Z12

−Z21 Z11

]
=

1

R2 + 2 R
jCv

×

⎡
⎢⎣R +

1
jCv

− 1
jCv

− 1
jCv

R +
1

jCv

⎤
⎥⎦

[Y2] =

⎡
⎢⎣

1 + jRCv

jCv
× (jCv)

R (2 + jRCv)
− 1

R (2 + jRCv)

− 1
R (2 + jRCv)

1 + jRCv

jCv
× (jCv)

R (2 + jRCv)

⎤
⎥⎦

[Y2] =
1

R (2 + jRCv)
×
[

1 + jRCv −1
−1 1 + jRCv

]

On connaît la matrice Y1 : [Y1] =
(jCv)

1 + 2jRCv
×
[

1 + jRCv −jRCv

−jRCv 1 + jRCv

]

La matrice totale est formée par la somme des deux matrices Y1 et Y2 :

[YTotale] = [Y1] + [Y2]

On trouve :

Y11 = Y22 =
(jCv) (1 + jRCv)

1 + 2jRCv
+

(1 + jRCv)
R (2 + jRCv)

Et :

Y12 = Y21 = − (jRCv) (jCv)
1 + 2jRCv

− 1
R (2 + jRCv)



Chapitre 5

Les réseaux linéaires
en régime quelconque

Dans un réseau constitué de dipôles passifs linéaires soumis à un régime de com-
mande quelconque e(t), qui représente soit une tension v(t) soit un courant i(t)), les
équations d’états du réseau sont des équations différentielles, c’est à dire faisant in-
tervenir les dérivés des grandeurs électriques. La relation qui relie la sortie s(t) à
l’entrée e(t) est :

a0s(t) + a1s′(t) + a2s′′(t) + · · · + ansn(t) = ke(t)

En effet pour une résistance R, un condensateur C et une inductance L nous avons
respectivement les relations qui lient la tension au courant :

u(t) = R.i(t); i(t) = C
du(t)

d t
; u(t) = L

d i(t)
d t

Si an est différent de zéro, le système est dit d’ordre n.

La première partie de l’équation (a0s (t) + a1s′ (t) + a2s′′ (t) + · · · + ansn (t)) consti-
tue le premier membre et la deuxième partie (k.e(t)) le second membre. Le second
membre est donc lié à la présence du générateur de commande. Nous allons étudier
uniquement les équations différentielles à coefficients constants.

5.1 RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

Pour résoudre une équation différentielle à coefficients constants, nous pouvons
montrer en analyse mathématique qu’il faut trouver deux solutions :
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– Solution générale s1(t) de l’équation sans second membre : le résultat obtenu est
appelé régime libre. Il correspond en fait à la réaction spécifique du système
lorsque le temps devient trop grand (le temps tend vers l’infini). Ceci revient à
dire que le système fonctionne en régime permanent indépendamment du début
de l’excitation appliquée au circuit.

– Solution particulière s2(t) de l’équation avec second membre : ce qui revient à dire
que cette solution, qui dépend de l’excitation, correspond au régime établi final.
La solution obtenue est appelée aussi régime forcé.

Le résultat est la somme de ces deux solutions : s(t) = s1(t) + s2(t)

Ensuite il reste à déterminer les valeurs des constantes d’intégration obtenues avec
la solution générale. Elles sont en général fixées par les conditions initiales de l’ex-
périence. En effet, les entrées ne sont pas nécessairement nulles à l’instant initial. Il
faut assurer la continuité des grandeurs physiques.

Pour résoudre une équation différentielle quelconque, nous dérivons souvent l’équa-
tion pour faire disparaître les intégrales, ce qui a comme effet néfaste, de faire dis-
paraître aussi les constantes u(0+) ou i(0+) qui constituent les conditions initiales
du réseau (courants dans les inductances et tensions aux bornes des condensateurs).
Nous appliquons ensuite les méthodes mathématiques de résolution tout en tenant
compte des conditions initiales.

5.1.1 Réponse d’un circuit de premier ordre

Prenons le cas d’un circuit électrique régi par une équation différentielle de premier
ordre, avec e(t) l’excitation d’entrée (tension ou courant) :

s(t) + ts′(t) = Ke(t) ou s(t) + t × ds(t)
d(t)

= Ke(t)

où t est la constante du temps du système, et K le gain statique (gain obtenu en
régime permanent).

a) Solution de l’équation sans second membre

Pour trouver la solution s1(t) de l’équation sans second membre, nous résolvons :

s(t) + ts′(t) = 0 soit : s(t) + t × ds(t)
d t

= 0

ds(t)
d(t)

= − d(t)
t

ce qui donne : ∫
ds(t)
s(t)

= −
∫

d t
t

La solution de l’équation précédente est : s1(t) = Ae−
t
t . A est une constante.
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b) Solution particulière

Pour trouver la solution particulière s2(t) de l’équation, il suffit de prendre la solution
qui correspond au régime permanent :

ds
d t

= 0 ⇒ s(t) + 0 = Ke(t)

ce qui permet de déduire :
s2(t) = Ke(t)

5.1.2 Exemple de la charge d’un condensateur

Nous cherchons à calculer en fonction du temps, la tension u(t) qui apparaît aux
bornes du condensateur si e(t) est un échelon unitaire de tension d’amplitude E.
Nous supposons que :

e(t) = E pour t = 0 et e(t) = 0 pour t < 0

i(t) A

B

u(t)e (t)

R

   avec : 

e (t)

E

Figure 5.1 Exemple d’un circuit RC.

L’équation de la maille donne : e(t) = u(t) + R i(t)

avec : i(t) = C
du(t)

d t
ce qui donne :

e(t) = RC
du(t)

d t
+ u(t)

La recherche de la solution se fait de la façon suivante.

a) Solution générale sans second membre

RC
du(t)

d t
+ u(t) = 0

d’où :
u(t) = A × e−

t
RC = A × e−

t
t

A étant une constante d’intégration et t la constante de temps exprimée en seconde.

b) Solution particulière

Elle est de la même forme que l’excitation e(t). En effet, e(t) est une tension constante
pour tout instant t > 0. Nous pouvons obtenir le résultat directement puisque la
dérivée d’une constante est nulle : u(t) = e(t) = E.
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c) Solution finale

En reportant les résultats trouvés dans l’équation initiale, cela donne :

u(t) = E + A × e−
t
t

la constante A dépend des conditions initiales.

Remarque : La tension aux bornes d’un condensateur ne peut pas varier brus-
quement, sinon l’intensité du courant devient infinie. Or, en général il y a tou-
jours une résistance (résistance de fuite ou externe) dans le circuit qui limite
l’intensité du courant.

De même, en utilisant un raisonnement analogue, le courant dans une induc-
tance ne peut pas varier brusquement.

Dans le cas de notre exemple : u(t) = 0 pour t < 0, puisqu’il n’y a pas de variation
brusque de tension aux bornes du condensateur C, il advient que u(t = 0+) = 0. Or
d’après le résultat précédent, nous savons que : u(t = 0) = E + A d’où A = −E.
La solution complète devient :

u (t) = E
(

1 − e−
t

RC

)
Connaissant u(t), il est alors facile de trouver le courant i(t) et de déduire la tension
aux bornes de la résistance R.

0 2 4 6 8 10
0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2
Sortie normalisée

Temps normalisé 

Pente à
l’origine

Figure 5.2 Courbe normalisée de la charge d’un condensateur.

Le résultat précédent permet de tirer les remarques suivantes :

– La tension de sortie est une fonction du temps qui est entièrement déterminée par
le produit RC, appelée constante de temps du circuit et notée souvent t .

– Lorsque t � RC, en notant x = t/RC et en développant l’exponentielle en série
limitée, nous trouvons, en négligeant les termes d’ordre supérieur ou égal à deux
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de la série :

u(t) = E ×
[

1 −
(

1 +
x

1 !
+

x2

2 !
+ · · · +

xn

n !

)]
≈ E x = E

t
RC

– La tension de sortie augmente donc d’abord linéairement, c’est-à-dire comme si
elle devait atteindre la tension finale après un temps RC. Il s’agit de la tangente
à l’origine. Ensuite, la tension augmente lentement pour atteindre après un temps
infini un niveau constant, égal à la tension appliquée.

– Nous pouvons calculer le temps de montée tm (rise time) qui est le temps que met
la sortie pour passer de 10 % à 90 % de sa valeur en régime permanent.

La sortie en régime permanent (lorsque t tend vers l’infini) vaut :

u (t) = E
(

1 − e−
t

RC

)
≈ E

La sortie atteint 10 % de sa valeur finale à l’instant t1 et 90 % à l’instant t2.

– 0,1 E = E
(

1 − e−
t1
RC

)
soit : 0,9 = e−

t1
RC ;

– 0,9E = E
(

1 − e−
t2
RC

)
soit : 0,1 = e−

t2
RC ;

Nous déduisons :
tm = t2 − t1 ≈ 2,2RC = 2,2t

5.1.3 Exemple de la décharge d’un condensateur

Supposons maintenant qu’après un certain temps td, l’entrée e(t) passe de sa va-
leur finale qui est pratiquement la valeur E, à 0 V, ce qui revient à considérer que
e(t) constitue une impulsion. Étudions de la même façon, le cas de la décharge du
condensateur. Nous supposons que td � RC.

Tension normalisée 

Temps normalisé 

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

td

Figure 5.3 Courbe normalisée de la charge et de la décharge d’un condensateur.
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Le condensateur se décharge dans la résistance R jusqu’à ce que la tension à ses
bornes soit de nouveau nulle.

Pour résoudre l’équation différentielle, nous procédons comme nous l’avons fait pour
le cas de la charge du condensateur. La seule différence consiste à envoyer un échelon
de tension −E. Nous trouvons en prenant comme origine des temps, l’origine de
l’impulsion :

u(t) = E ×
(

1 − e−
td
RC

)
× e

t−td
RC

La tension u(t) correspondant à la charge et à la décharge du condensateur est re-
présentée par la courbe de la figure 5.3. Nous avons résumé dans le tableau 1, les
principaux résultats concernant la charge et la décharge d’un condensateur. L’unité
du temps est prise volontairement égale à la constante de temps, ce qui permet d’uti-
liser ce tableau pour n’importe quel couple RC.

Tableau 5.1 Tableau récapitulatif de l’évolution en fonction du temps de la tension
et du courant pour la charge et la décharge d’un condensateur

Temps (unité : RC) Variation de u(t) en %
(charge du condensateur)

Variation de u(t) en %
(décharge du condensateur)

0 0 100

0,2 18,1 81,9

0,5 39,4 60,6

1 63,2 36,8

2 86,5 13,5

3 95 5

4 98,2 1,8

5 99,3 0,7

7 99,9 0,1

Discuter du cas RC � td
Nous avons supposé jusqu’ici que la durée de l’impulsion est très supérieure à la
constante de temps RC du circuit. Si nous prenons maintenant le cas inverse, la dé-
charge du condensateur commence avant que la tension aux bornes du condensateur
soit égale à la tension appliquée. Le passage de 0 V à +E et inversement revient à
supposer deux échelons d’amplitude +E et −E séparés par la durée td. Nous avons
montré que pour des instants faibles devant la constante du temps t = RC, en utili-
sant le développement limité, u(t) devient pratiquement égale à :

u(t) = E
t

RC
ce qui donne pour t = td :

u(t) = E
td

RC
L’évolution exponentielle est confondue avec la tangente à l’origine. Le condensa-
teur se charge proportionnellement à E pendant le temps td. La tension aux bornes
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du condensateur est proportionnelle à l’aire du signal d’entrée. Il s’agit d’une inté-
gration d’où le nom de circuit intégrateur donné à ce montage (même si la condition
d’intégration n’est pas toujours réalisée).

Lorsque nous désirons intégrer un signal, nous pouvons donc utiliser un circuit RC
avec une grande constante de temps, par exemple RC > 10 td. Mais l’emploi de
ces circuits fournit un signal de sortie de faible amplitude qui nécessite une amplifi-
cation. L’emploi des amplificateurs opérationnels (chapitre 6) permet d’obtenir des
intégrateurs de bonne qualité.

Tension normalisée 

Temps normalisé

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

Figure 5.4 Montage intégrateur : charge et décharge d’un condensateur lorsque RC � td.

5.1.4 Réponse d’un circuit de second ordre

Prenons le cas d’un circuit électrique, dont le fonctionnement est régi par une équa-
tion différentielle de second ordre, en supposant l’entrée e(t) une excitation quel-
conque qui correspond à une tension ou à un courant.

L’équation différentielle peut s’écrire sous la forme standard :

ou

v2
0s(t) + 2mv0s′(t) + s′′(t) = Kv2

0e(t)

v2
0s(t) + 2mv0

ds(t)
d(t)

+
d 2s(t)

d t2
= Kv2

0e(t)

où m est le coefficient d’amortissement,

v0 la pulsation propre du système non amorti,

K le gain statique obtenu pour des pulsations très faibles devant v0.
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L’étude de l’équation différentielle montre que la solution peut se mettre sous la
forme de la somme de deux solutions :

s(t) = s1(t) + s2(t)

– s1(t) représente la solution générale de l’équation sans second membre. Cette so-
lution correspond au régime transitoire du fonctionnement ;

– s2(t) représente la solution particulière de l’équation avec second membre. Cette
solution correspond au régime permanent.

La réponse d’un système de second ordre en régime permanent (régime sinusoïdal
forcé) a été vu au chapitre 4. L’étude du régime transitoire se fait en étudiant :

v2
0s(t) + 2mv0s′(t) + s′′(t) = 0 ou v2

0s(t) + 2mv0
ds(t)
d(t)

+
d 2s(t)

d t2
= 0

La solution de ce type d’équation s’écrit sous la forme : s1(t) = Ae−vt.

Nous dérivons l’équation deux fois de suite, nous trouvons :

Ae−vt
(
v2 − 2mv0v + v2

0

)
= 0

Il suffit donc de résoudre une équation différentielle d’ordre 2 :

v2 − 2mv0v + v2
0 = 0

La solution donne :

v1 = v0(m −
√

m2 − 1) et v2 = v0(m +
√

m2 − 1)

Nous retrouvons, comme pour l’étude harmonique, quatre régimes de fonctionne-
ment :

– m > 1, c’est le régime apériodique (amorti) ;

– m < 1, c’est le régime oscillatoire amorti ;

– m = 1, c’est le régime critique ;

– m = 0, c’est le régime oscillatoire pur.

L’étude de telles fonctions pour déterminer les réponses indicielles et les réponses
impulsionnelles en fonction de la valeur de m devient difficile. Il serait préférable
d’utiliser la transformée inverse de Laplace. Néanmoins, nous étudierons, dans
l’exemple qui suit, la résolution d’une équation de second degré sans utiliser la
transformée de Laplace .

5.1.5 Étude d’un circuit RLC série

Nous cherchons à calculer en fonction du temps, la tension u(t) qui apparaît aux
bornes de la résistance R, si le circuit fonctionne en régime libre. Ce régime, qui
donne la solution de l’équation sans second membre, permet de trouver toutes les
réponses, notamment la réponse indicielle et la réponse impulsionnelle. Nous suppo-
sons que la tension de sortie à l’instant t = 0 est : u(0) = uC(0) = 0.
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R

C
e(t)

u(t)

L

Figure 5.5 Exemple d’un circuit RLC.

L’équation de la maille donne :

e(t) = uR(t) + uL(t) + uC(t)

La grandeur commune aux trois éléments du circuit est le courant i(t). L’équation de
la maille devient :

R.i(t) + L
d i(t)
d t

+
1
C

∫ t

0
i(u) du = e(t) et i(t) = C

du(t)
d t

En dérivant par rapport au temps, nous mettons en évidence la grandeur qui nous
intéresse, c’est-à-dire le courant i(t), nous obtenons :

R
d i(t)
d t

+ L
d 2i(t)
d t2

+
1
C

i(t) =
de(t)

d t

Cette équation s’écrit aussi :

Ri′ + Li′′ +
1
C

i(t) = e′(t)

soit :
1

LC
i(t) +

R
L

i′(t) + i′′(t) =
1
L

e′(t)

Nous avons obtenu une équation qui se met sous la forme standard :

1
LC

i(t) +
R
L

i′(t) + i′′(t) = v2
0i(t) + 2mv0i′(t) + i′′(t) =

1
L

e′(t)

Par identification, nous obtenons les paramètres suivants à savoir, la pulsation, la
fréquence et la période propre du système :

v0 = 2pf0 =
1√
LC

v0 est la pulsation propre du circuit et f0 est sa fréquence propre.

La fréquence f0 caractérise le régime sinusoïdal. Le terme m, vu auparavant,
est le coefficient d’amortissement qui caractérise la forme de la réponse du
système.

Nous pouvons définir le facteur de qualité Q tel que :

Q =
1

2m
=

Lv0

R
=

1
RCv0
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Pour résoudre l’équation : v2
0i(t) + 2mv0i′(t) + i′′(t) = 0, nous calculons le discrimi-

nant réduit de cette équation : D′ = v2
0(m2 − 1). Les racines de l’équation sont les

complexes notés p1 et p2.

p1 = −mv0 + jv0

√
1 − m2 et p2 = −mv0 − jv0

√
1 − m2

La solution de l’équation précédente est une combinaison linéaire qui s’écrit :

s1(t) =
2∑

i=0

Aie
pit,

soit :
s1(t) = A1ep1t + A2ep2t = A1e(−mv0+jva)t + A2e(−mv0−jva)t

s1(t) = e−mv0t
(
A1e jvat + A2e−jvat

)

0 1 2 3

-1,0

-0,5

0,0

0,5

1,0

Tension normalisée

Temps normalisé

0,5

Figure 5.6 Réponse libre d’un circuit RLC : cas du régime oscillatoire amorti.

Nous avons vu que, pour m < 1, le système fonctionne en régime oscillatoire amorti.
Nous définissons une pseudo-période Ta qui correspond à l’intervalle de temps sépa-
rant deux maximums ou deux minimums successifs :

Ta =
2p

v0

√
1 − m2

soit : va = v0

√
1 − m2

et :

fa =
1
Ta

=
v0

√
1 − m2

2p
= f0

√
1 − m2

Le terme entre parenthèses de s1(t) peut s’écrire sous la forme d’un cosinus ou d’un
sinus. Il résulte :

s1(t) = Ae−mv0t cos (vat + w)

avec : w = Arctan

√
1 − m2

m
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Si nous notons la quantité : a = mv0, qui est homogène à une pulsation ou à l’inverse
du temps, la solution précédente devient :

s1(t) = Ae−mv0t cos (vat + w) = Ae−at cos
(

v0t
√

1 − m2 + w
)

s1(t) est une courbe sinusoïdale amortie, qui est enveloppée par deux exponen-
tielles d’équation : ±Ae−at.

Les points de contact de s1(t) avec l’enveloppe d’équation : +Ae−at correspondent à
+1 du cosinus. Les points de contact de s1(t) avec l’enveloppe d’équation : −Ae−at

correspondent à −1 du cosinus.

L’instant de l’apparition du premier maximum est :

TM =
p

v0

√
1 − m2

=
Ta

2

s(t) correspond à une tension ou à un courant. Un exemple de représentation de la
tension en fonction du temps est donné à la figure 5.6, en prenant le cas particulier
d’un coefficient m = 0,2.

5.2 UTILISATION DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE

Les équations des réseaux peuvent se résoudre par la méthode classique de réso-
lution des équations intégro-différentielles, mais cette méthode est assez lourde à
utiliser. Il vaut mieux alors faire appel à la transformation de Laplace qui présente
l’intérêt majeur de conserver les conditions initiales tout au long de la résolution du
problème. Cette méthode est quelquefois appelée méthode opérationnelle ou calcul
opérationnel.

5.2.1 Définition

La transformation de Laplace fait correspondre à une fonction f (t) de la variable
réelle temps t, une fonction F( p) de la variable complexe p définie par :

L [f (t)] = F(p) =
∫ ∞

0+
f (t)e−pt d t avec p = s + jv

En analyse des systèmes, la variable réelle est bien souvent le temps t. Pour assurer la
convergence de l’intégrale, la fonction f (t) doit être bornée dans tout intervalle fini ;
il doit exister un réel a tel que |f (t)|e−at tend vers zéro lorsque t tend vers l’infini. Par
la suite, toutes les fonctions f (t) que nous étudierons, satisferont aux conditions des
convergences des intégrales.

Souvent, les notations suivantes sont les plus utilisées :

L [f (t)] = F(p) et L−1 [F(p)] = f (t)
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5.2.2 Propriétés de la transformée de Laplace

a) Linéarité

La transformée de Laplace est une transformation linéaire.

∀ (a,b) ∈ R2, nous avons : L [af (t) + bg(t)] = aL [f (t)] + bL [g(t)]

La démonstration découle directement des propriétés des intégrales.

b) Changement de l’échelle des temps

Cherchons la transformée de Laplace de la fonction : f (kt).

Par définition, nous avons : L [f (kt)] =
∫ ∞

0
f (kt) × e−pt d t

L [f (kt)] =
1
k

∫ ∞

0
f (kt) × e−

p
k
×kt d(kt)

Si nous supposons k > 0, nous posons : u = kt, ce qui donne :

L [f (kt)] =
1
k

∫ ∞

0
f (u) × e−

1
k
×pu d (u)

a est supposé positif, nous reconnaissons l’intégrale comme étant la transformée de
Laplace : F( p/k) .

L [f (kt)] =
1
k

F
(p

k

)

c) Dérivation

Nous voulons déterminer la transformée de Laplace de la dérivée de f (t) : L
[

f
′
(t)
]

L
[

f
′
(t)
]

= L

[
d
d t

f (t)

]
= pL [f (t)] − f (0+)

Si nous posons : u = f (t) et v =
1
p

e−pt, nous aurons dv = e−pt d t

L [f (t)] = F(p) =
∫ ∞

0+
f (t)e−pt d t =

∫ ∞

0+
u dv

La transformée de Laplace de f (t) est :

F(p) =
[
−1

p
e−ptf (t)

]∞
0+

+
1
p

∫ ∞

0+
f ′(t)e−pt d t

F(p) =
f (0+)

p
+

1
p

∫ ∞

0+
f ′(t)e−pt d t

ce qui donne :
L
[
f ′(t)

]
= p F(p) − f (0+)
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La dérivation par rapport au temps se traduit sur la transformée par une multiplication
par p et par le retrait de la limite lorsque le temps tend vers 0+.

d) Intégration

Nous déterminons la transformée de Laplace de l’intégrale de f (t) : L

[∫ t

0
f ′ (t) d t

]

Si nous posons : u = e−pt et v =
∫ t

0
f (t) d t, la transformée de f (t) est :

L [f (t)] = F(p) =
[

e−pt
∫ t

0
f (t) d t

]∞

0+

+
1
p

∫ ∞

0+
e−pt

[∫ t

0
f (t) d t

]
d t

soit : L

[∫ t

0+
f (t) d t

]
=

1
p

L [f (t)]

L’intégration par rapport à la variable temps t, se traduit sur la transformée de Laplace
par une division par p.

5.2.3 Théorèmes des valeurs initiale et finale

a) Théorème de la valeur initiale

Le théorème de la valeur initiale s’énonce :

Si F(p) = L [f (t)], alors lim
p→∞

pF(p) = lim
t→0

f (t) = f (0+).

Nous utilisons le théorème de la dérivation :∫ ∞

0+
f ′(t)e−pt d t = pF(p) − f (0+)

Or, lim
p→∞

[
pF(p) − f (0+)

]
= lim

p→∞

∫ ∞

0+
f ′(t)e− pt d t

puisque l’intégration se fait par rapport au temps, nous pouvons écrire :

lim
p→∞

∫ ∞

0+
f ′(t) e− pt d t =

∫ ∞

0
f ′(t) lim

p→∞

[
e−pt

]
d t

Or, lim
p→∞

e−pt = 0, nous obtenons donc :

lim
p→∞

pF(p) =f (0+) = lim
t→0

f (t)

b) Théorème de la valeur finale

Le théorème de la valeur finale stipule que :

Si F( p) = L[f (t)] et si les pôles de pF( p), c’est-à-dire les zéros de son dénominateur,
appartiennent strictement au demi-plan des réels négatifs :

lim
p→0

p F(p) = lim
t→∞

f (t) =f (∞)
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Nous utilisons le théorème de la dérivation :
∫ ∞

0+
f ′(t)e−pt d t = pF(p) = f (0+)

Or : lim
p→0

[
pF(p) − f (0+)

]
=
∫ ∞

0+
f ′(t) lim

p→0

[
e−pt

]
d t =

∫ ∞

0+
f ′(t) d t

et :
∫ ∞

0+
f ′(t) d t = f (∞) − f (0+) = lim

t→∞
f (t) − f (0+)

Il vient : lim
p→0

[
pF(p) − f (0+)

]
= lim

p→0
pF(p) -f (0+) = lim

t→∞
f (t) − f (0+)

soit : lim
p→0

pF(p) = lim
t→∞

f (t)

5.2.4 Autres théorèmes

a) Translation dans le domaine complexe

Considérons une fonction quelconque f (t) dont la transformée de Laplace est notée
F( p). Si nous appliquons une translation complexe notée : F( p + a) = G( p), nous
obtenons :

G(p) =
∫ ∞

0
g(t).e−pt d t =

∫ ∞

0
g(t).e−(p+a)t.eat d t

Or : F(p + a) =
∫ ∞

0
f (t).e−(p+a)t d t = G(p)

d’où : L [e−at f (t)] = F [p + a] ou bien : g(t) = e−at f (t)

Une translation de « a » dans le domaine complexe appliquée à une transformée de
Laplace F( p) revient à multiplier par e−at la fonction f (t) associée à F( p).

b) Théorème du retard

Considérons un système qui, à une fonction entrée f (t), fait correspondre une fonc-
tion sortie s(t), telle que : s(t) = f (t − T).g(t)

– g(t) = 0 si la variable temps t est comprise entre 0 et T ;

– g(t) = 1 si la variable temps t est supérieure ou égale à T .

S(p) = L [s(t)] =
∫ ∞

0
e−ptg(t).f (t − T) d t =

∫ ∞

T
e−ptf (t − T) d t

Si, nous posons : u = t − T , nous déduisons : du = d t, ce qui donne :

S(p) =
∫ ∞

0
e−p(u+T)f (u) du = e−pT

∫ ∞

0
e−puf (u) du

Soit : S(p) = e−pTF (p), ce qui revient à dire :

L [f (t − T)] = e−pT L [f (t)]

Un retard de la quantité T appliqué à une fonction f (t), permet de multiplier sa trans-
formée par la quantité e−pT .
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5.2.5 Exemples de transformations de Laplace

a) Échelon unitaire

La fonction u(t) est définie comme suit :

➤ u(t) = 1 pour t > 0,

➤ u(t) = 0 pour t < 0.

U(p) =
∫ ∞

0+
u(t)e−pt d t =

∫ ∞

0+
e−pt d t

Si nous notons : p = s + jv, pour s positif, l’équation précédente devient :

U(p) = L [u(t)] =
1
p

b) Impulsion de Dirac

Une étude rigoureuse fait intervenir la théorie des distributions. Néanmoins, nous
pouvons utiliser le raisonnement suivant. Nous considérons la fonction f (t) :

➤ f (t) = 0 pour t � 0,

➤ f (t) =
t
t

pour 0 � t � t,

➤ f (t) = 1 pour t � t.

t

f(t)

1/τ

τ0

Figure 5.7 Représentation temporelle de f(t).

t

f '(t)

1/τ

τ0

Figure 5.8 Représentation temporelle de la dérivée de f(t).
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La dérivée de la fonction f (t) est représentée à la figure 5.8.

Pour t → 0, f ′(t) → d(t) avec
∫ +∞

−∞
d(t) d t = 1

Si t tend vers zéro, la fonction f (t) tend vers l’échelon unité u(t). La fonction f ′(t)
tend vers l’impulsion de Dirac, qui est notée d(t).

L’intégrale
∫ +∞

−∞
d(t) d t = 1. Ce qui montre que d(t) peut être considérée comme la

dérivée de l’échelon unité. Il en résulte : L [d (t)] = 1.

c) Fonction exponentielle

Pour f (t) = e−at u(t), la transformation de Laplace devient :

F(p) =
∫ +∞

0+
e−pte−at d t =

∫ ∞

0+
e−( p+a)t d t

pour s > a : L [f (t)] = F(p) =
1

p + a

Cette transformation joue un rôle important en analyse de système.

d) Fonction sinusoïdale

Pour : f (t) = cos(vt).u(t)=
1
2

[
e jvt + e−jvt

]
, il vient :

F(p) = L [f (t)] =
1
2

[
1

p − jv
+

1
p + jv

]
=

p
p2 + v2

Pour : f (t) = sin(vt).u(t) , il vient :

F( p) =
v

p2 + v2

5.3 TRANSFORMATION INVERSE

Le passage de la transformation F( p) à la fonction f (t) s’obtient en utilisant la rela-
tion intégrale suivante :

f (t) =
1

2pj

∫ C+jv

C−jv
F(p) e pt dp avec : p = s + jv.

Le contour de l’intégration est une droite d’abscisse C positive ou nulle.
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Dans le cadre de ce livre, nous supposons que les fonctions f (t) possèdent des fonc-
tions inverses F( p). Nous supposons aussi que :

• F( p) est un quotient de deux fonctions : le numérateur noté N( p) et le dénomina-
teur noté D( p) :

F(p) =
N(p)
D(p)

où N(p) et D(p) sont deux polynômes en p de degré m et de degré n ;

• le degré du numérateur est inférieur d’au moins une unité à celui du dénominateur ;

• nous appelons zéros de la fonction F( p) les m racines réelles ou complexes du
numérateur N( p) que nous pouvons noter zi avec i qui varie entre 1 et m.

• nous appelons pôles de F( p) les n racines réelles ou complexes du dénominateur
D( p) que nous pouvons noter pi avec i qui varie entre 1 et n.

5.3.1 Première méthode

Une méthode classique pour trouver f (t) consiste à décomposer la fonction ration-
nelle en éléments simples et, compte tenu de la linéarité de la transformée de Laplace,
à utiliser un dictionnaire de transformées.

Nous pouvons distinguer trois cas.

a) Les pôles de F(p) sont simples et distincts

F(p) =
N(p)
D(p)

=
N(p)

(p − p1)(p − p2) . . . (p − pn)
Nous décomposons directement F( p) en éléments simples :

F(p) =
N(p)
D(p)

=
A1

(p − p1)
+

A2

(p − p2)
+ · · · +

An

(p − pn)

La détermination des coefficients A1, A2, . . . , An s’effectue par identification. Il suffit
de réduire la somme des éléments simples au même dénominateur et d’identifier le
numérateur obtenu à N( p).

Connaissant l’original de
Ai

(p − pi)
, soit Aie

pit, et compte tenu de la propriété de li-

néarité de la transformée de Laplace, nous trouverons :

f (t) = A1ep1t + A2ep2t + · · · + Anepnt

Exemple : Soit la transformée de la place F( p) correspondant à une fonction f (t) :

F(p) =
p2 + 5

p3 + 6 p2 + 11p + 6
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Le dénominateur D( p) est un polynôme admettant trois pôles simples qui sont :

p1 = −1; p2 = −2; p3 = −3

F(p) =
N(p)
D(p)

=
A1

(p + 1)
+

A2

(p + 2)
+

A3

(p + 3)

F(p) =
A1(p + 2)(p + 3) + A2(p + 2)(p + 3) + A3(p + 2)(p + 3)

(p + 1)(p + 2)(p + 3)

F(p) =
A1
(

p2 + 5p + 6
)

+ A2
(

p2 + 4p + 3
)

+ A3
(

p2 + 3p + 2
)

(p + 1)(p + 2)(p + 3)

F(p) =
(A1 + A2 + A3) p2 + (5A1 + 4A2 + 3A3) p + (6A1 + 3A2 + 2A3)

(p + 1)(p + 2)(p + 3)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

A1 + A2 + A3 = 1

5A1 + 4A2 + 3A3 = 0

6A1 + 3A2 + 2A3 = 5

La résolution du système d’équation précédent peut se faire en utilisant la méthode
de Cramer ou par substitution. Le résultat donne : A1 = 3,A2 = −9 et A3 = 7.

La transformée de Laplace devient :

F(p) =
N(p)
D(p)

=
3

(p + 1)
+

−9
(p + 2)

+
7

(p + 3)

L’original de
Ai

(p − pi)
est : Aie

pit.

La fonction f (t) devient en appliquant les résultats précédents :

f (t) =
[
3e−t

]
+
[
−9e−2t

]
+
[
7e−3t

]
= 3e−t − 9e−2t + 7e−3t

Nous remarquons la lourdeur de cette méthode qui nécessite une décomposition en
éléments simples.

b) Les pôles de F( p) sont réels multiples

Lorsque F( p) possède un ou plusieurs pôles réels multiples, les règles de la décom-
position d’une fraction rationnelle en éléments simples donnent :

F(p) =
N(p)
D(p)

=
N(p)

r∏
i=1

(p + li).(p + m)s
avec : r + s = n
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Nous décomposons directement F( p) en éléments simples :

F(p) =
N(p)
D(p)

=
r∑

i=1

Ri

(p + li)
+

bn

(p + m)s
+

bn−1

(p + m)s−1
+ · · · +

b1

(p + m)

➤ Ri = [(p + li) × F(p)]p=−li

➤ bs =
[
(p + mi)

s × F(p)
]

p=−m

➤ bs−j =
1
j !

[
d J

d p j
(p + mi)

s × F(p)

]
p=−m

➤ b1 =
1

(n − 1) !

[
d n−1

d pn−1
(p + mi)

s × F(p)

]
p=−m

c) Les pôles de F( p) sont complexes

Lorsque F( p) possède des pôles complexes, ceux-ci sont deux à deux conjugués
puisque les coefficients sont réels :

pi = ai + jvi et p∗i = ai − jvi

Nous décomposons F( p) en éléments simples en utilisant :

• une décomposition de F( p) sur le corps des complexes, ce qui donne des coeffi-
cients complexes conjugués ;

• une décomposition de F( p) sur le corps des réels.

5.3.2 Deuxième méthode

Une autre méthode connue sous le nom de formule de développement de Heavside
est applicable uniquement lorsque H( p) ne possède que des pôles simples. Cette
méthode permet de trouver f (t) sans décomposer F( p) en éléments simples. Si le
dénominateur de degré m possède m pôles, nous aurons le résultat suivant :

L’original de F(p) =
N(p)
D(p)

s’écrit alors sous la forme :

f (t) =
m∑

i=1

N(pi)epit

D’(p)

Exemple : Reprenons l’exemple précédent de la transformée de Laplace F( p) cor-
respondant à une fonction f (t) :

F(p) =
p2 + 5

p3 + 6 p2 + 11p + 6
Le dénominateur D( p) est un polynôme admettant trois pôles simples qui sont :

p1 = −1; p2 = −2; p3 = −3
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La dérivée du dénominateur est : D′( p) = 3 p2 + 12p + 11

Nous pouvons donc remplacer dans le numérateur, la variable p successivement par :
−1, −2 ou par −3. Le résultat dans chaque cas donne :

N(pi = −1) = 6; N(pi = −2) = 9; N(pi = −3) = 14

En remplaçant de la même façon dans la dérivée du dénominateur, la variable p par :
−1, −2 ou par −3, nous obtenons :

D′(pi = −1) = 2; D′(pi = −2) = −1; D′(pi = −3) = 2

La fonction f (t) devient en appliquant les résultats précédents :

f (t) =
N(pi = −1)
D′(pi = −1)

e−t +
N(pi = −2)
D′(pi = −2)

e−2t +
N(pi = −3)
D′(pi = −3)

e−3t

f (t) =
[
3e−t

]
+
[
−9e−2t

]
+
[
7e−3t

]
= 3e−t − 9e−2t + 7e−3t

Nous remarquons la rapidité de cette méthode par rapport à la première méthode qui
nécessite une décomposition en éléments simples.

5.4 MÉTHODES DE CALCUL

5.4.1 Recherche pratique des transformées

Pour trouver la transformée de Laplace d’une fonction f (t), nous utilisons les tables
des transformées et les propriétés associées à cette fonction telles que linéarité et
retard pur. Pour trouver une transformée inverse, il est nécessaire ou bien de dé-
composer F( p) en éléments simples avant d’utiliser la propriété de linéarité, ou bien
d’utiliser la deuxième méthode indiquée au paragraphe précédent.

Appliquons les notions précédentes aux réseaux et circuits électriques que nous uti-
lisons et qui sont supposés être linéaires. La fonction de transfert d’un réseau étant
décrite par une équation différentielle, sa transformée de Laplace est une fraction
rationnelle en fonction de p : appliquons à un élément de circuit les relations élé-
mentaires rencontrées auparavant :

– résistance pure : u(t) = R.i(t) → U(p) = R.I(p) ;

– capacité pure : i(t) = C
du(t)

d t
→ I(p) = Cp.U(p) − C.u(0+) ;

– inductance pure : u(t) = L
d i(t)
d t

→ U(p) = Lp.I(p) − L.i(0+).

De ce qui précède, il résulte que pour travailler avec le calcul opérationnel qui utilise
la transformée de Laplace, il faut utiliser des schémas symboliques d’admittances et
d’impédances tenant compte de l’état initial de l’élément considéré.
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U(p)

I(p)

Y(p) = CpC.u(0+)U(p)

I(p)

Z(p) = 
1
Cp

u(0+)
p

(a) (b)

Figure 5.9 Schémas symboliques impédance (a)
et admittance (b) d’un condensateur initialement chargé.

I(p)

L.i(0+)
Z = LpU(p)

I(p)

i(0+)

LpU(p) p
Y =

1

(a)              (b)

Figure 5.10 Schémas symboliques impédance (a)
et admittance (b) d’une inductance initialement chargée.

Prenons par exemple le cas déjà rencontré d’un circuit RLC en série, nous trouvons
en utilisant les notions précédentes appliquées à la loi d’Ohm :

I(p)
L.i(0+)

Z = Lp

E(p)
Z(p) = 

1

Cp

e(0+)

p

R

Figure 5.11 Schéma symbolique impédance d’un circuit RLC série.

E(p) =
(

R + Lp +
1

Cp

)
I(p) − L.i(0+) +

e(0+)
p

Supposant le cas particulier pour lequel les conditions initiales sont nulles, la quan-
tité :

E(p)
I(p)

= R + Lp +
1

Cp
donne le rapport d’une sortie à une entrée. Elle porte le nom d’impédance isomorphe.
Cette impédance donne en régime permanent sinusoïdal l’impédance classique (dite
aussi isochrone) rencontrée au long de ce livre. En effet, il suffit de considérer comme
nulle la partie réelle du complexe p. Nous remplaçons donc p par jv.
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Nous pouvons aussi définir la fonction de transfert du circuit en prenant comme sortie
la tension qui apparaît aux bornes du condensateur, de la bobine ou de la résistance.

Si par exemple nous prenons la tension aux bornes du condensateur, nous obtenons :

H(p) =
S(p)
E(p)

=

1
Cp

× I( p)(
R + Lp +

1
Cp

)
× I( p)

=
1

1 + RCp + LC p2

où E( p) et S( p) sont respectivement les transformées de Laplace des signaux d’ex-
citation e(t) et de sortie s(t) du réseau. Il est alors facile de calculer la réponse s(t)
d’un réseau soumis à l’excitation e(t) en calculant la transformée inverse du produit
E( p) H( p).

5.4.2 Exemple : Charge d’un condensateur

i(t) A

B

u(t)e (t)

R

   avec : 

e (t)

E

t

Figure 5.12 Exemple du circuit RC.

Supposons que le circuit RC est attaqué à l’instant « t = 0 » par une source de ten-
sion continue de force électromotrice E. La mise sous tension revient à appliquer au
réseau un échelon de tension comme indiqué à la figure 5.12. Deux cas se présentent.

a) Condition initiale nulle : u(0+) = 0

Ceci revient à supposer le condensateur déchargé. L’équation de la maille donne :

e(t) = R.i(t) +
1
C

∫ t

0
i(t) d t

dont la transformée de Laplace est :

E(p) = R.I(p) +
1

Cp
I(p) =

(
R +

1
Cp

)
I(p) avec : E(p) =

E
p

.

L’impédance isomorphe du circuit RC étant : R +
1

Cp
, la résolution en I( p) donne :

I(p) =
E(

R +
1

Cp

)
p

=
E
R

1

p +
1

RC

soit : i(t) =
E
R

e−
t

RC
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L’évolution de la tension u(t) aux bornes du condensateur s’obtient par :

U(p) =
I(p)
Cp

=
E

RC
1

p

(
p +

1
RC

) = E

⎡
⎢⎣1

p
− 1

p +
1

RC

⎤
⎥⎦

soit :

u(t) = E
(

1 − e−
t

RC

)
Nous pouvons constater sur cet exemple, qu’il n’y a plus de détermination des
constantes d’intégration par l’étude des conditions initiales.

b) Condition initiale non nulle : u(0+) �= 0

Ceci revient à supposer qu’à l’instant t = 0, le condensateur est déjà chargé avec une
tension u(0+) supposée inférieure à E. Nous avons alors l’équation de la maille :

e(t) = E = R.i(t) +
1
C

∫ t

0
i(t) d t + u(0+)

dont la transformée de Laplace donne :

E
p

=
(

R +
1

Cp

)
I(p) +

u(0+)
p

et : I(p) =
E − u(0+)

p

(
R +

1
Cp

)

Nous voyons donc que ce résultat ne diffère du précédent que par le changement de
E en E − u(0+), le courant i(t) devient :

i(t) =
E − u(0+)

R
e−

t
RC

soit :

U(p) =
I(p)
Cp

+
u(0+)

p
=

E
p
− R . I(p)

L’allure de l’évolution de la tension u(t) aux bornes du condensateur devient :

U(p) =
u(0+)

p
+

E − u(0+)

RCp

(
p +

1
RC

)

ce qui donne :

u(t) = u(0+) +
(
E − u(0+)

)
.
(

1 − e−
t

RC

)
Nous pouvons constater sur cet exemple que la condition initiale u(0+) intervient
comme une source en échelon de tension. Les figures 5.13 et 5.14 sont données avec
une tension u(0+) égale au cinquième de la tension échelon E.
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Figure 5.13 Évolution de la tension u(t).
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Figure 5.14 Évolution du courant i(t).

5.4.3 Relation entre régime harmonique et régime quelconque

Nous avons indiqué précédemment au chapitre 3 qu’en régime harmonique par

exemple, pour un condensateur pur, nous avons : ZC =
1

jCv
et qu’en régime quel-

conque le courant et la tension sont liés par : i = C
du
dt

.

En prenant la transformée de Laplace de cette dernière équation, il résulte :

I( p) = CpU( p)

Si nous introduisons la notion de transformée de Laplace d’une impédance Z( p), il
advient :

Z(p) =
U(p)
I(p)

=
1

Cp
Lorsque : p = jv, nous obtenons :

Z(jv) =
1

jCv

Nous remarquons alors facilement que le remplacement de p par jv, permet le pas-
sage du régime harmonique en régime quelconque et inversement.

Souvent, nous nous intéressons au rapport entre une tension de sortie notée s(t) et
la tension d’entrée notée e(t). Généralement ces deux tensions sont variables dans le
temps suivant des lois différentes. Nous appelons fonction de transfert du quadripôle,
la quantité définie par :

H( p) =
S(p)
E(p)

où p représente la variable de Laplace.
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Dans la plupart des cas H( p) est donnée par un rapport de deux polynômes en p :

H(p) =
b0 + b1p + · · · + bm pm

a0 + a1p + · · · + an pn

Pour un système physiquement réalisable, les coefficients ai/bi sont réels et m est
inférieur ou égal à n. De plus, la condition de stabilité du quadripôle implique que
les racines du dénominateur soient toutes à parties réelles négatives.

En régime sinusoïdal permanent, établi depuis un temps suffisamment long pour que
les régimes transitoires soient devenus négligeables, la variable de Laplace p devient :
p = jv et la fonction de transfert devient une grandeur complexe qui permet de
déterminer le gain et le déphasage pour toutes les fréquences f .

si : e(t) = Em sin(vt), alors : s(t) = Sm sin{(vt + f(v)}
Le gain en amplitude est donné par le module de la fonction de transfert :

G (v) =
Sm

Em
= |H (jv)|

et le déphasage par la différence des phases de s(t) et de e(t).

f(v) = phase de s(t) − phase de e(t)

Nous avons étudié au chapitre 4, les réponses des circuits élémentaires à une excita-
tion sinusoïdale. Il s’agissait de la réponse harmonique qui nous permettait de tracer
les diagrammes de Bode. Étudions maintenant les réponses des circuits de base à
une fonction échelon et à l’impulsion de Dirac. Nous supposons par la suite que les
entrées sont des tensions.

a) Filtre passe-bas de premier ordre

La fonction de transfert d’un filtre passe-bas de premier ordre simple est :

H(p) = H(jv) =
K

1 + tp
=

K

1 + j
v

v0

avec : v0 =
1
t

|H(jv)| =
K√

1 + v2t2
et w = −Arctan(vt)

➤ Réponse impulsionnelle

La tension d’entrée e(t) = d(t) représente l’impulsion de Dirac dont la transformée
de Laplace est : E( p) = 1.

H(p) =
S(p)
E(p)

=
K

1 + tp
⇒ S(p) = H(p)E(p) =

K
1 + tp

En utilisant la table des transformées de Laplace, nous obtenons :

S(p) =
K

1 + tp
=

K
t

.
1

1
t

+ p
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qui donne :

s(t) =
K
t

e−t/t

0 2 4 6 8 10
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Sortie normalisée s(t) 

Temps normalisé 
0 2 4 6 8 10

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2
Sortie normalisée s(t) 
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(a) (b)

Figure 5.15 Réponse impulsionnelle (a) et réponse indicielle (b) d’un filtre passe-bas de premier
ordre.

➤ Réponse indicielle

La tension d’entrée est un échelon de tension : e(t) = E dont la transformée est :
E
p

.
La transformée de la sortie est :

S(p) =
K

1 + tp
E
p

En décomposant S( p) en fraction rationnelle et en utilisant la table des transformées
de Laplace, nous trouvons :

S(p) =
K

1 + tp
E
p

= KE

(
A

1 + tp
+

B
p

)
= KE

(
Ap + B(1 + tp)

p(1 + tp)

)

S(p) = KE

(
B + p(A + tB)

p(1 + tp)

)
qui donne par identification : B = 1 et A = −t.

S(p) = KE

(
−t

(1 + tp)
+

1
p

)
⇒ s(t) = KE(1 − e−t/t)

b) Filtre passe-bas de second ordre

Nous avons étudié au chapitre 4 la réponse harmonique d’un filtre polynomial passe-
bas de second ordre, dont la fonction de transfert est donnée par :

H(p) =
K

1 + 2m
p

v0
+

p2

v2
0
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avec v0 qui représente la pulsation propre et m est le coefficient d’amortissement. K
est le gain statique obtenu pour des pulsations : v � v0. Le coefficient de qualité Q

du filtre est donné par Q =
1

2m
.

Pour simplifier le calcul, nous supposons E = 1 et K = 1. Le dénominateur est un
polynôme de second degré en p. Quatre cas se présentent selon le signe du discrimi-
nant.

➤ Régime apériodique ou régime amorti : m > 1

Le discriminant est positif, le dénominateur possède deux racines réelles. La fonction
de transfert est alors décomposable en deux facteurs de premier ordre.

H(p) =
1

1 + t1p
1

1 + t2p
=

1

1 + j
v

v1

1

1 + j
v

v2

avec : v1 = v0(m −
√

m2 − 1) et v2 = v0(m +
√

m2 − 1)
Le système revient à la mise en cascade de deux filtres du premier ordre.

• Réponse indicielle

La tension d’entrée est un échelon de tension : e(t) = E dont la transformée est :

E(p) =
E
p

=
1
p

La transformée de la sortie devient :

S(p) =
v2

0

p
(
(p + mv0)2 − a2

)
La réponse indicielle qui est représentée à la figure 5.16 (a) dans le cas particulier
d’un coefficient d’amortissement m = 3, donne :

s(t) = 1 − e−mvot

shw
sh(at + w)

ou en développant :

s(t) = 1 − 1
2

[
(1 + b) e

−v0

(
m−

√
m2−1

)
t + (1 − b)e−v0

(
m+

√
m2−1

)
t
]

avec b =
m√

m2 − 1
. La sortie s(t) s’écrit aussi sous une forme plus simple :

s(t) = 1 +
1

v2 − v1

[
v1e−v2t − v2e−v1t

]
avec : v1 = v0(m −

√
m2 − 1) ; v2 = v0(m +

√
m2 − 1)

Si m � 1, l’une des racines des deux facteurs de premier ordre l’emporte sur l’autre
et la réponse indicielle ressemble à celle d’un filtre de premier ordre.
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• Réponse impulsionnelle

La tension d’entrée e(t) = d(t) représente l’impulsion de Dirac dont la transformée
de Laplace est : E( p) = 1. Si nous notons a2 = v2

0(m2 − 1), la fonction de transfert
devient :

H(p) =
v2

0

(p + mv0)2 − a2
=

v2
0

a
a

(p + mv0)2 − a2

Cette forme d’écriture de la fonction de transfert permet d’utiliser directement la
table des transformées et de déduire la réponse impulsionnelle :

s(t) =
v2

0

a
e−mv0tsh(at)

Sachant que :

sh(at) =
eat − e−at

2
, a2 = v2

0(m2 − 1)

v1 = v0

(
m −

√
m2 − 1

)
, v2 = v0

(
m +

√
m2 − 1

)
Le développement de l’équation précédente de s(t) donne :

s(t) =
v2

0

v1 − v2

(
e−v2t − e−v1t

)

➤ Régime à faible amortissement : m < 1

Pour ce régime à faible amortissement ou oscillatoire amorti (nous disons aussi sys-
tème pseudo-périodique), le discriminant est négatif. Le polynôme possède donc
deux racines complexes conjuguées, p = −mv0 ± jv0

√
1 − m2. La fonction de

transfert est :

H(p) =
v2

0

(p + mv0)2 + v2
0

(
1 − m2

)
• Réponse indicielle

La réponse indicielle est donnée par :

s(t) = 1 − e−mv0t

√
1 − m2

cos

(
v0t

√
1 − m2 − arctan

(
3√

1 − m2

))

Le système est en régime très peu amorti ou régime oscillatoire amorti. Nous définis-
sons une pseudo-période Ta qui correspond à l’intervalle du temps qui sépare deux
maximums ou deux minimums successifs :

Ta =
2p

v0

√
1 − m2
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La réponse indicielle peut alors s’écrire sous la forme :

s(t) = 1 − 1√
1 − m2

e−mv0t sin (vat + w)

avec : va = v0

√
1 − m2 et w = arctan

(√
1 − m2

m

)

L’instant de l’apparition du premier maximum est :

TM =
p

v0

√
1 − m2

=
Ta

2

Le dépassement transitoire noté D représente l’écart entre l’amplitude du premier
maximum et la valeur finale à l’équilibre obtenue après un temps infini. Son expres-
sion est :

D =
e−mv0TM

√
1 − m2

× 100 %
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Figure 5.16 Réponses indicielle (a) et impulsionnelle (b) d’un filtre passe-bas d’ordre 2 pour
trois cas du coefficient m.

Le dépassement est de 100 % pour m = 0. Il s’agit du cas particulier d’un système
oscillant à la pulsation vM = v0.

• Réponse impulsionnelle

La réponse impulsionnelle est donnée par :

s(t) =
v0√

1 − m2
e−mv0t sin (vat)
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➤ Régime critique : m = 1

Les deux racines du dénominateur de la fonction de transfert sont réelles confon-
dues :

H(p) =
v2

0

(p + v0)2

• Réponse indicielle
La réponse indicielle est donnée par :

s(t) = 1 − (1 + v0t)e−v0t

• Réponse impulsionnelle
La réponse impulsionnelle est donnée par :

s(t) = v2
0te−v0t

➤ Régime oscillatoire pur : m = 0

• Réponse indicielle
La réponse indicielle est donnée par :

s(t) = 1 − sin
(

v0t +
p

2

)
= 1 − cos (v0t)

• Réponse impulsionnelle
La réponse impulsionnelle est donnée par :

s(t) = v0 sin (v0t)
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Figure 5.17 Réponses indicielle (a) et impulsionnelle (b) d’un filtre passe-basd’ordre 2 pour
m = 1 et pour m = 0.
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Tableau 5.2 Tableau des transformées de Laplace de fonctions usuelles.

Fonction f(t) F( p) Fonction f(t) F( p)

Constante a
a
p

e−at cos(vt)
p + a

(p + a)2 + v2

u(t) : fonction unité
1
p

e−at sh (vt)
v

( p + a)2 − v2

d(t) : fonction de Dirac 1 e−at ch (vt)
p + a

(p + a)2 − v2

d′(t) p t sin(vt)
2pv

( p2 + v2)2

d′′(t) p2 t cos(vt)
p2 − v2

( p2 + v2)2

1√
t

√
p

p
t sh (vt)

2pv

( p2 − v2)2

√
t

√
p

2p
√

p
t ch (vt)

p2 + v2

( p2 − v2)2

t
√

t
3
√

p

4 p2√p
sin(vt)

t
arctan

(
v

p

)

1
t
√

t
−2

√
pp

1 − cos(vt)
t

ln

(√
p2 + v2

p

)

1
1 + t

e−p
∫ -p

-∞

ex

x
dx

1 − ch(vt)
t

ln

(√
p2 − v2

p

)

cos(vt)
p

p2 + v2 sin2 (vt)
2v2

p
(

p2 + 4v2
)

sin(vt)
v

p2 + v2 cos2 (vt)
p2 + 2v2

p
(

p2 + 4v2
)

ch (vt)
p

p2 − v2 cos(vt) sin(vt)
v

p2 + 4v2

sh (vt)
v

p2 − v2 et 1
p − 1

e−at sin(vt)
v

(p + a)2 + v2 e−at 1
p + a
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CE QU’IL FAUT RETENIR

➤ L’équation différentielle qui régit un circuit de premier ordre est :

s (t) + ts′ (t) = Ke (t) ou s (t) + t × ds (t)
d t

= Ke (t)

t est la constante du temps du système, et K le gain statique (gain en régime perma-
nent).

La solution de l’équation précédente est : s(t) = Ke (t) + Ae−
t
t . A et K sont des

constantes.

➤ L’équation différentielle qui régit un circuit de second ordre est :

v2
0s (t) + 2mv0s′ (t) + s′′(t) = Kv2

0e (t)

ou : v2
0s (t) + 2mv0

ds (t)
d t

+
d 2s (t)

d t2
= Kv2

0e (t)

m est le coefficient d’amortissement ; v0 est la pulsation propre du système non
amorti

K est le gain statique obtenu pour le continu ou pour des pulsations très faibles de-
vant v0.

Q =
1

2m
���������� �	
���� �� �	�����

La solution peut se mettre sous la forme de la somme de deux solutions :

s(t) = s1(t) + s2(t)

s1(t) est la solution générale de l’équation sans second membre (régime transitoire) ;

s2(t) est la solution particulière de l’équation avec second membre (régime perma-
nent).

La réponse en régime permanent (régime sinusoïdal forcé) a été vue au chapitre 4.
L’étude du régime transitoire donne une solution qui s’écrit sous la forme :

s1 (t) = Ae−vt

avec :

v1 = v0

(
m −

√
m2 − 1

)
et v2 = v0

(
m +

√
m2 − 1

)
, soit quatre régimes de fonc-

tionnement :

m > 1 représente le régime amorti ; m < 1 représente le régime oscillatoire amorti ;

m = 1 représente le régime critique et m = 0 représente le régime oscillatoire pur.

s1 (t) = A1e(−mv0+jva)t + A2e(−mv0−jva)t = e−mv0t
(
A1ejvat + A2e−jvat

)
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m < 1, le système fonctionne en régime oscillatoire amorti, on définit Ta qui corres-
pond à l’intervalle de temps séparant deux maximums ou deux minimums succes-
sifs :

Ta =
2p

v0

√
1 − m2

soit : va = v0

√
1 − m2

et : fa =
1
Ta

=
v0

√
1 − m2

2p
= f0

√
1 − m2

Si on note a = mv0, on a :

s1 (t) = Ae−mv0t cos (vat + w) = Ae−at cos
(

v0t
√

1 − m2 + w
)

➤ La transformation de Laplace fait correspondre à une fonction f (t) une fonction

F(p) de la variable complexe p définie par : L [f (t)] = F(p) =
∫ ∞

0+
f (t)e−pt d t avec :

p = s + jv
L [f (t)] = F(p) et L−1 [F(p)] = f (t)

➤ Théorème de la valeur initiale :

si F (p) = L [f (t)]
p→∞

, alors lim pF (p) = lim
t→0

f (t) = f
(
0+
)
.

➤ Théorème de la valeur finale :

si F(p) = L[f (t)], alors lim
p→0

pF(p) = lim
t→∞

f (t) = f (∞).

➤ On donne les transformées de Laplace des principales fonctions :

Fonction f(t) F(p) Fonction f(t) F(p)

Constante a
a
p cos(vt)

p

p2 + v2

u(t) : fonction unité
1
p

sin(vt)
v

p2 + v2

d(t) : fonction
de Dirac

1 sin2(vt)
2v2

p
(
p2 + 4v2

)

d′(t) p cos2(vt)
p2 + 2v2

p
(
p2 + 4v2

)

d′′(t) p2 ch (vt)
p

p2 − v2

➤ La fonction de transfert d’un passe-bas de premier ordre est :

H(p) =
K

1 + tp
=

K
1 + j v

v0

.
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➤ Si l’entrée e(t) = d(t) représente l’impulsion de Dirac, on a : E(p) = 1, la fonction
de transfert du filtre passe bas devient :

H(p) =
S(p)
E(p)

=
K

1 + tp
⇒ S(p) = H(p)E(p) =

K
1 + tp

En utilisant la table des transformées de Laplace, on obtient :

S(p) =
K

1 + tp
=

K
t
× 1

1
t

+ p
.

Soit la réponse impulsionnelle du passe bas de premier ordre : s (t) =
K
t

e−t/t.

➤ Si l’entrée e(t) = E qui représente un échelon de tension, on a : E (p) = E/p, la
fonction de transfert du filtre passe bas devient :

S (p) =
K

1 + tp
× E

p
= KE

(
A

1 + tp
+

B
p

)
= KE

(
Ap + B(1 + tp)

p(1 + tp)

)

Par identification, on a : B = 1 et A = −t.

S(p) = KE

(
−t

(1 + tp)
+

1
p

)

Soit la réponse indicielle du passe pas de premier ordre : s (t) = KE
(
1 − e−t/t

)
.

EXERCICES

Exercice 5.1 Filtre passe-haut de premier ordre en régime transitoire

Calculer, en fonction du temps, la tension u(t) qui apparaît aux bornes de la résis-
tance du filtre passe-haut si e(t) est une impulsion de durée td et d’amplitude E.

Nous supposons que : e(t) = E pour 0 < t < td et e(t) = 0 pour t > td.

Nous supposons aussi que td � RC.

i(t) A

B

u(t)e (t) R

t

e(t)

E

td0

Figure 5.18 Filtre passe-haut en régime transitoire.
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Solution L’équation de la maille donne : e(t) = u(t) + uC(t).

Or, la tension aux bornes du condensateur uC(t) est déjà connu grâce à l’étude du
circuit intégrateur paragraphe 5.1.2. Nous obtenons donc :

• pour le début de l’impulsion (front montant) :

u(t) = e(t) − uC(t) = E − E
(

1 − e−
t

RC

)
= Ee−

t
RC

• pour la fin de l’impulsion (front descendant) :

u(t) = e(t) − uC(t) = −Ee−
t

RC

En prenant l’origine des temps au début de l’impulsion, nous obtenons :

• pour 0 < t < td : u(t) = Ee−
td
RC ;

• pour t > td : u(t) = −E
(

1 − e−
td
RC

)
e−

t−td
RC .

Les signaux d’entrée et de sortie sont représentés à la figure 5.19. L’interprétation
physique consiste à considérer le condensateur comme un court-circuit pour les va-
riations rapides (fréquences très élevées).

Cette propriété importante est très souvent utilisée dans l’étude des circuits. Le front
abrupt des impulsions est transmis intégralement par le condensateur et apparaît in-
tégralement à la sortie aux bornes de la résistance.

La réponse se rapproche de la dérivée du signal d’entrée par rapport au temps. Pour
cette raison, le circuit est connu sous le nom de circuit de différentiation ou circuit
de dérivation.

0 0,4 0,8 1,2 1,6 2

-1,0

-0,6

-0,2

0,2

0,6

1,0

Sortie normalisée

Temps normalisé 

td

Figure 5.19 Tension de sortie normalisée en fonction du temps.
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Exercice 5.2 Réponse indicielle d’un circuit RL

Soit le montage du circuit RL donné à la figure 5.20.

R

e(t) u(t)L

Figure 5.20 Circuit RL.

Utiliser deux méthodes pour calculer en fonction du temps, le courant i(t) qui
s’établit dans le circuit si e(t) est un échelon de tension d’amplitude E :

e(t) = E pour t � 0 e(t) = 0 pour t < 0

Solution

Première méthode :

L’équation de la maille donne :

E = R.i(t) + L
d i(t)
d t

Appliquons la méthode de la résolution d’une équation différentielle d’ordre 1. Nous
cherchons la solution générale sans second membre, ainsi que la solution particu-
lière :
• Solution générale sans second membre

Ri(t) + L
d i(t)
d t

= 0

d’où :
d i(t)
i(t)

= −R
L

d t

Nous intégrons les deux membres de l’égalité et nous obtenons :

Ln

(
i(t)
k

)
= −R

L
t

d’où : i(t) = K.e−
R
L
.t

avec : K qui est une constante d’intégration.
• Solution particulière

Elle est de la même forme que l’excitation e(t) qui est une tension constante. Nous
obtenons le résultat directement :

i(t) =
E
R
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• Solution finale

La solution finale s’obtient en additionnant la solution particulière et la solution de
l’équation sans second membre. Il vient :

i(t) = ke−
R
L

t +
E
R

K dépend des conditions initiales. Nous savons que pour t = 0, le courant i(t) est nul.

i(t = 0) = 0 = K.e−
R
L
×0 +

E
R

= K +
E
R

soit : K = −E
R

.

Finalement, nous pouvons déduire l’expression du courant en fonction du temps :

i(t) = −E
R

e−
R
L

t +
E
R

=
E
R

(
1 − e−

t
t

)

avec : t =
L
R

.

Deuxième méthode :

La deuxième méthode utilise la transformation de Laplace. L’équation de la maille
s’écrit dans ces conditions :

E = R i(t) + L
d i(t)
d t

d’où :
E
p

= RI(p) + L (pI(p) − 0)

donc :

I(p) =
E

p (R + Lp)
=

E
L

⎛
⎜⎝A

p
+

B

p +
R
L

⎞
⎟⎠

Nous déterminons par identification :

A =
L
R

et B = −L
R

ce qui donne :

I(p) =
E
R

⎛
⎜⎝1

p
− 1

p +
R
L

⎞
⎟⎠

En utilisant la table des transformées de Laplace, nous obtenons :

i(t) =
E
R

(
1 − e−

R
L

t
)

=
E
R

(
1 − e−

t
t

)
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Exercice 5.3 Réponse d’un circuit de premier ordre à une rampe

Nous étudions la réponse d’un circuit d’ordre 1 à une rampe e(t) = at.

Supposons un circuit électrique de premier ordre, soumis à l’instant t = 0 à une
excitation d’entrée sous forme d’une rampe, qui s’écrit sous la forme : e(t) = at.

1. Déterminer la solution générale de l’équation de sortie s(t).

2. Tracer e(t) et s(t).

Solution

1. L’équation différentielle d’un circuit électrique de premier ordre soumis à une
excitation sous forme d’une rampe e(t) = at, s’écrit sous la forme :

s(t) + ts′(t) = at ou s(t) + t × ds(t)
d t

= at

t étant la constante du temps du système. Nous cherchons les deux solutions s1(t) et
s2(t).

• Solution de l’équation sans second membre

Pour trouver la solution générale s1(t) de l’équation sans second membre, nous ré-
solvons :

s(t) + ts′(t) = 0

ce qui donne : s1(t) = Ae−
t
t

A étant la constante d’intégration.

• Solution particulière

Pour trouver la solution particulière s2(t) de l’équation, il suffit de prendre la solution
qui correspond au régime permanent. L’excitation d’entrée étant de la forme :

e(t) = a0 + a1t

avec : a0 = 0 et a1 = a.

La solution doit avoir la même forme que l’excitation, soit :

s2(t) = b0 + b1t

ce qui donne en régime permanent :

ds2(t)
d t

= b1

L’équation : s(t) + ts′(t) = s2(t) + ts′2(t) = at donne : b0 + b1t + tb1 = at.

Nous pouvons donc en déduire par identification :

b1 = a , b0 + tb1 = 0 soit : b0 = −tb1 = −at

La solution finale devient :

s(t) = s1(t) + s2(t) = Ae−
t
t + at − at



Exercices 237

La condition initiale permet de déterminer la constante A. En effet, à t = 0, la sortie
est :

s(0) = Ae−
t
t + at − at = A − at = 0

ce qui donne : A = at.

La solution finale est donc :

s(t) = ate−
t
t + a (t − t)

2. Nous traçons en premier lieu la droite représentant l’excitation e(t) = at. Nous re-
marquons que lorsque le temps t devient assez élevé, la sortie s(t) tends vers l’asymp-
tote s(t) = a(t−t). Il s’agit d’une droite parallèle à la droite e(t) = at. Les différentes
courbes sont données à la figure 5.21.

0 2 4 6 8 10
0

5

10

15

20

25

30
Sortie normalisée

Temps normalisé  

e(t)

s(t)

Figure 5.21 Allure de e(t) et s(t) pour a = 1,5 et t = 2.

Exercice 5.4 Réponse d’un circuit de premier ordre à une excitation
sinusoïdale

Nous étudions la réponse d’un circuit d’ordre 1 à l’établissement d’un régime
sinusoïdal. Supposons un circuit électrique de premier ordre, soumis à l’instant
t = 0 à une excitation d’entrée sous forme d’un signal sinusoïdal :

e(t) = E sin(vt + f)

1. Déterminer la solution générale de l’équation de sortie.

2. Tracer e(t) et s(t) en supposant f = 0 et vt = 1.
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Solution

L’équation différentielle d’un circuit électrique de premier ordre soumis à une exci-
tation sous forme d’une sinusoïde : e(t) = E sin(vt + f), s’écrit sous la forme :

s(t) + ts′(t) = E sin(vt + f) ou s(t) + t
ds(t)

d t
= E sin(vt + f)

t étant la constante du temps du système. Nous recherchons les deux solutions s1(t)
et s2(t).
• Solution de l’équation sans second membre

Pour trouver la solution générale s1(t) de l’équation sans second membre, nous ré-
solvons : s(t) + ts′(t) = 0 ce qui donne :

s1(t) = Ae−
t
t

où A est la constante d’intégration.
• Solution particulière

Pour trouver la solution particulière s2(t) de l’équation, il suffit de prendre la solution
qui correspond au régime permanent, l’excitation d’entrée étant de la forme :

e(t) = E sin(vt + f)

La solution doit avoir la même forme que l’excitation, soit :

s2(t) = E2 sin(vt + f + w)

ce qui donne en régime permanent :

s2(t) + t
ds2(t)

d t
= E2 sin(vt + f + w) + vtE2 cos(vt + f + w) = E sin(vt + f)

Nous déduisons donc que :
tan(w) = vt

ce qui donne :

s2(t) =
E√

1 + v2t2
sin(vt + f + w)

La solution finale devient :

s(t) = Ae−
t
t +

E√
1 + v2t2

sin(vt + f + w)

La condition initiale permet de déterminer la constante A. En effet, à l’instant t = 0,
la sortie est nulle.

Si nous prenons le cas particulier pour lequel f = 0, nous trouvons : s(0) = 0, soit :

s(0) = A +
E√

1 + v2t2
sin(w) = 0

soit :

A = − E√
1 + v2t2

sin(w)
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La solution finale est donc :

s(t) =
E√

1 + v2t2

[
sin(vt + w) − e−

t
t

]
2. Nous traçons en premier lieu la courbe sinusoïdale de l’excitation e(t) = E. sin(vt).
Nous remarquons que la sortie est une courbe qui est la somme de deux parties.
Lorsque le temps t devient assez élevé, la sortie s(t) tend vers une courbe sinusoïdale

d’amplitude
E√

1 + v2t2
.

0 10 20

0

Tension normalisée

Temps normalisé  

e(t)

s(t)

Figure 5.22 Allure de e(t) et réponse transitoire s(t) pour un premier ordre.

Exercice 5.5 Etude du principe d’un filtre simple à capacités commutées

Pour réaliser des filtres à capacités commutées, on utilise le principe suivant. On
charge un condensateur C1 avec une charge Q1 et on ferme ensuite l’interrupteur
K pour transférer une partie de la charge accumulée dans C1 vers C2 (Q1 > Q2).

1. On suppose une charge initiale Q1 accumulée dans C1 et une charge Q2 accu-
mulée dans C2. Déterminer l’expression en fonction du temps du courant i(t) et
tracer cette courbe.

2. Déterminer l’état d’équilibre final lorsque le temps tend vers l’infini. En dé-
duire les expressions en fonction du temps de u1(t) et de u2(t). Tracer les courbes
u1(t) et u2(t).

3. Déterminer le bilan des différentes énergies du montage avant et après la fer-
meture de l’interrupteur.

Application numérique : C1 = 10 nF, C2 = 90 nF, R = 11 kV et on suppose que
les charges accumulées à l’instant t = 0 sont : Q1 = 100 × 10−9C et Q2 = 0 C.
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R

C
1

u
1
(t) C

2
u
2
(t)

iK

Figure 5.23 Montage simple à capacités commutées.

Solution
1. Evolution dans le temps du courant i(t)
Lorsque l’interrupteur K est ouvert, le condensateur C1 à emmagasiné une quantité
de charges Q1 et le condensateur C2 à emmagasiné une quantité de charges Q1 :

Q1 = C1U1 et Q2 = C2U2

A l’instant t = t0, on ferme l’interrupteur. Puisque la charge Q1 est supérieure à la
charge Q2, un courant circule dans la résistance R de gauche à droite.

Or, ce courant est un courant qui augmente la charge du condensateur C2 et baisse la
charge du condensateur C1. Il vient :

i (t) = − dQ1

d t
= −C1

du1 (t)
d t

= +
dQ2

d t
= +C2

du2 (t)
d t

On applique la loi des mailles, on trouve :

u1 (t) = Ri (t) + u2 (t) soit : − u1 (t) + Ri (t) + u2 (t) = 0

Si on dérive cette équation, on obtient :

− du1 (t)
d t

+ R
d i (t)

d t
+

du2 (t)
d t

= 0 soit :
i

C1
+ R

d i (t)
d t

+
i

C2
= 0

Après simplification, on trouve : RCéq
d i (t)

d t
+ i = 0, avec :

1
Céq

=
1

C1
+

1
C2

Il s’agit d’une équation différentielle de premier ordre dont la solution est :

i (t) = Ke −t/t,

avec :

t = RCéq = R
C1C2

C1 + C2
= 11 × 103 × 10 × 10−9 × 100 × 10−9

110 × 10−9
= 100mS

La valeur de la constante K est déterminée en utilisant les conditions initiales
(t = t0 = 0) :

i (t = 0) = Ke −0/t = K,

or à l’origine du temps on à : i (t = 0) =
U1 − U2

R
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Finalement, on détermine l’expression du courant i(t) :

i (t) =
1
R
× (U1 − U2) × e −t/t =

1
R
×
(

Q1

C1
− Q2

C2

)
× e −t/t,

avec : t = 100 mS.

i (t) =
1

11 × 103
×
(

100 × 10−9

10 × 10−9
− 0

C2

)
× e −t/t = 0,9 × 10−3 × e −t/t A

L’allure de i(t) est donnée à la figure 5.24.

0 2τ 4τ 6τ 8τ 10τ

0
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0,4
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1

I (mA)

temps

Figure 5.24 Allure du courant i(t).

2. Expressions de u1(t) et de u2(t)

Lorsque le temps tend vers l’infini, le condensateur C1 ne peut plus donner une quan-
tité d’énergie. Le courant i(t) s’annule et la chute de tension sur la résistance R est
nulle.

i (t = ∞) = 0 , u1 (t = ∞) = u2 (t = ∞) = u (t = ∞)

et
Q1 (t = ∞)

C1
=

Q2 (t = ∞)
C2

= u (t = ∞)

On sait que le courant s’écrit :

i (t) = −C1
du1 (t)

d t
ou bien : i (t) = +C2

du2 (t)
d t

Si on intègre l’une ou l’autre des équations précédentes, l’expression de la tension
u1(t) ou u2(t) est obligatoirement sous forme d’exponentielle :

u1 (t) = A1 + K1e −t/t, avec : t = RCéq = R
C1C2

C1 + C2
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On sait d’après la conservation de la charge électrique totale que :

Q1 (t = 0) + Q2 (t = 0) = 100 × 10−9 = Q1 (t = ∞) + Q2 (t = ∞)

Autrement dit, on peut écrire :

100 × 10−9 = C1 × u (t = ∞) + C2 × u (t = ∞) = (C1 + C2) × u (t = ∞)

u (t = ∞) =
100 × 10−9

10 × 10−9 + 100 × 10−9
≈ 0,9 V

La valeur de A1 et de K1 sont déterminées en utilisant les conditions initiales (t = 0)
et le régime permanent (t = ∞) :

u1 (t = 0) = A1+K1e −0/t = A1+K1 = U1 = 10 V et u1 (t = ∞) = A1 ≈ 0,9 V

Finalement, on détermine l’expression de la tension u1(t) :

u1 (t) = u1 (t = ∞) + (u1 (t = 0) − u1 (t = ∞)) × e −t/t = 0,9 + 9,1 × e −t/t

L’expression de la tension u2(t) devient :

u2 (t) = 0,9
[
1 − e −t/t

]

0 2τ 4τ 6τ 8τ 10τ

0

2

4

6

8

10

tension en volts

temps
0,9

u
1
(t)

u
2
(t)

Figure 5.25 Allure de u1(t) et de u2(t).

3. Bilan énergétique

A l’instant t = 0, aucun courant ne circule, le condensateur C1 a accumulée une
énergie électrostatique initiale Ei1 et le condensateur C2 a accumulée une énergie
électrostatique initiale Ei2 :

Ei 1 (t = 0) =
1
2

C1U2
1 , Ei 2 (t = 0) =

1
2

C2U2
2 = 0
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L’énergie initiale totale accumulée par les deux condensateurs est :

EiT (t = 0) =
1
2

(
C1U2

1 + C2U2
2

)
=

1
2

C1U2
1

A l’état final qui correspond au régime déterminé à l’instant t = ∞, aucun courant
ne circule, le condensateur C1 a accumulée une énergie électrostatique finale Ef 1 et
le condensateur C2 a accumulée une énergie électrostatique finale Ef 2 :

Ef 1 (t = ∞) =
1
2

C1U2
1 (t = ∞) , Ef 2 (t = ∞) =

1
2

C2U2
2 (t = ∞)

L’énergie finale totale accumulée par les deux condensateurs est :

EfT (t = ∞) =
1
2

(
C1U2

1 (t = ∞) + C2U2
2 (t = ∞)

)
=

1
2

(C1 + C2) U2 (t = ∞)

On peut donc calculer la variation de l’énergie entre l’état initial (t = 0) et l’état final
(t = ∞) :

EfT (t = ∞) − EiT (t = 0)

=
1
2

(C1 + C2) U2 (t = ∞) − 1
2

(
C1U2

1 (t = 0) + C2U2
2 (t = 0)

)
DE = EfT (t = ∞) − EiT (t = 0)

=
1
2

(C1 + C2) U2 (t = ∞) − 1
2

(
C1U2

1 (t = 0) + C2U2
2 (t = 0)

)
DE =

1
2

[(
110 × 10−9

)
× (0.9)2 −

(
10 × 10−9

)
× (10)2

]
= −455,45 × 10−9 J

Or, l’expression de l’énergie dissipée par la résistance R est :

ER =
∫ ∞

0
Ri2 (t) d t = R ×

∫ ∞

0
i2 (t) d t

= R × (U1 (t = 0) − U2 (t = 0))2

R2

∫ ∞

0

[
e −t/t

]2
d t

ER =
(U1 (t = 0) − U2 (t = 0))2

R
×
[
−t

2
× e −2t/t

]+∞

0

=
1
2

t × (U1 (t = 0) − U2 (t = 0))2

R
On injecte l’expression de tdans cette équation et on trouve :

ER =
1
2
× R

C1C2

C1 + C
× (U1 (t = 0) − U2 (t = 0))2

R

=
1
2
× C1C2

C1 + C
× (U1 (t = 0) − U2 (t = 0))2

ER =
1
2
× R

C1C2

C1 + C
× (U1 (t = 0) − U2 (t = 0))2

R
=

1
2
× C1C2

C1 + C
× (U1 (t = 0))2
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ER =
1
2
× 10 × 10−9 × 100 × 10−9

10 × 10−9 + 100 × 10−9
× 102 = 454,5 × 10−9 J

On retrouve bien que la quantité d’énergie dissipée par la résistance est égale à la
quantité d’énergie cédée par les deux condensateurs (la petite différence est due aux
approximations de calcul). Comme quoi, rien ne se gagne, rien ne se perd, tout se
transforme.

Exercice 5.6 Méthode de mesure de la valeur d’une résistance élevée

On souhaite mesurer la valeur d’une résistance élevée (figure 5.26). La résistance
interne du voltmètre vaut : RV = 10 MV. La capacité du condensateur vaut :
C = 22 mF. L’interrupteur K peut être relié au générateur (position 1), à la charge
(position 2) ou rester non relié (position 0).

1. L’interrupteur K est en position 1. Le voltmètre affiche au bout d’un temps
t = 50 s la valeur mesurée Vm1 = 12 volts. On commute l’interrupteur en position
0 à l’instant t = 0, le voltmètre indique au bout d’un temps t = 50 s la valeur
mesurée Vm0 = 9 volts.

Calculer la valeur de la résistance de fuite Rf du condensateur C.

2. On remet l’interrupteur K est en position 1. On commute maintenant l’inter-
rupteur en position 2 à l’instant t = 0, le voltmètre indique au bout d’un temps
t = 50 s la valeur mesurée Vm2 = 7,5 volts.

Calculer la valeur de la résistance R.

C
E
g

R
V

R
g

Position 1 Position 2

Interrupteur K

Position 0

Figure 5.26 Montage de mesure de grandes résistances.

Solution

1. Calcul de la résistance de fuite Rf

L’interrupteur K est en position 1 (figure 5.27). Le voltmètre affiche au bout d’un
temps t = 50 s la valeur mesurée VC1 = Vm1 = 12 volts. Cette tension représente la
tension de charge du condensateur.
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On commute l’interrupteur en position 0 à l’instant t = 0 (figure 5.27), le voltmètre
indique au bout d’un temps t = 50 s la valeur mesurée VC0 = Vm0 = 9 volts. Or,
le condensateur qui était chargé avec VC1 = Vm1 = 12 volts se décharge en position
zéro dans sa résistance de fuite Rf qui se trouve en parallèle avec la résistance du
voltmètre RV .

La tension instantanée vC(t) est :

vC (t) =
QC (t)

C
=
(
Rf //RV

)
× i1 (t) avec : i1 (t) =

− dQC (t)
d t

Ce qui donne : vC (t) × 1(
Rf //RV

)
C

+
dvC (t)

d t
= 0

Il s’agit d’une équation différentielle dont la solution est :

vC (t) = VC1e −t/Réq0 = Vm1e −t/Réq0 avec : Réq0 = Rf //RV =
Rf RV

Rf + RV

Le condensateur C commence à se décharger d’une façon exponentielle à partir de
sa valeur d’origine qui est Vm1. Or, après t = 50 s, la tension devient :

vC (t = 50) = vm0 = 9 = Vm1e −50/Réq0

On en déduit :

Réq0 =
50

C × ln

(
Vm1

vm0

) =
50

22 × 10−6 × ln

(
12
9

) = 7,9 × 10 6V = 7,9 MV

On tire facilement la valeur de la résistance de fuite du condensateur :

Réq0 = 7,9 × 106 =
RVRf

RV + Rf
=

10 × 106 × Rf

10 × 106 + Rf

Soit :
(
7,9 × 106

)
Rf +

(
7,9 × 106

)
×
(
10 × 106

)
= 10 × 106 × Rf

Finalement on trouve : Rf = 37,6 × 106V = 37,6 M V

CEg
R

Rg

Position 1

VC
RV Rf

C

Position 0

VC
RV Rf

I0 I1

C

Position 2

VC
RV Rf

I2

Figure 5.27 Montages équivalents selon les positions.
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1. Calcul de la résistance R
L’interrupteur K est de nouveau en position 1 (figure 5.27). Le voltmètre affiche au
bout d’un temps t = 50 s la valeur mesurée VC1 = Vm1 = 12 volts.

On commute l’interrupteur en position 2 à l’instant t = 0 (figure 7), le voltmètre
indique au bout d’un temps t = 50 s la valeur mesurée VC2 = Vm2 = 7,5 volts. Or, le
condensateur qui était chargé avec VC1 = Vm1 = 12 volts se décharge en position 2
dans la résistance équivalente Réq2 formée de la mise en parallèle de la résistance de
fuite Rf de la résistance interne du voltmètre RV et de la résistance R.

La tension instantanée vC(t) devient :

vC (t) =
QC (t)

C
=
(
Rf //RV//R

)
× i2 (t) avec : i2 (t) =

− dQC (t)
d t

Ce qui donne :

vC (t) × 1(
Rf //RV//R

)
C

+
dvC (t)

d t
= vC (t) × 1

Réq2C
+

dvC (t)
d t

= 0

Il s’agit d’une équation différentielle dont la solution est :

vC (t) = VC1e −t/Réq2 = Vm1e −t/Réq2 , avec :
1

Réq2
=

1
Rf

+
1

RV
+

1
R

Le condensateur C commence à se décharger d’une façon exponentielle à partir de
sa valeur d’origine qui Vm1. Or, après t = 50 s, la tension devient :

vC (t = 50) = vm2 = 7,5 = Vm1e −50/Réq2

On en déduit :

Réq2 =
50

C × ln

(
Vm1

vm2

) =
50

22 × 10−6 × ln

(
12
7,5

)
= 4,835 × 10 6V = 4,8359 MV

On tire facilement la valeur de la résistance à mesurer R :
1

Réq2
=

1
RV

+
1
Rf

+
1
R

=
1

10 × 106
+

1
37,65 × 106

+
1
R

Soit :
1

4,835 × 106
− 1

10 × 106
− 1

37,65 × 106
=

1
R

Finalement on trouve :

R = 12,458 × 106V = 12,458 MV



Chapitre 6

Circuits à transistors
et à amplificateurs opérationnels

Les montages utilisés jusqu’à présent dans ce livre sont constitués exclusivement
d’éléments passifs : résistances, condensateurs, inductances et de sources de ten-
sions ou de courants. Mais, généralement en électronique, en électrotechnique et en
automatique, nous sommes amenés à utiliser des composants actifs en vue de réaliser
une fonction particulière telle que l’amplification ou l’adaptation d’impédance. Pour
étudier ce genre de circuit, les composants actifs doivent être remplacés par leurs
modèles équivalents, valables souvent uniquement en dynamique à petits signaux. Il
s’agit souvent de modèles sous formes de quadripôles donnés avec un choix judi-
cieux de leurs paramètres.

Nous étudions dans ce chapitre quelques montages qui utilisent des transistors bipo-
laires, des transistors à effet de champ ou bien des amplificateurs opérationnels.

6.1 LES TRANSISTORS BIPOLAIRES

6.1.1 Classification sommaire des transistors

Les transistors sont réalisés par la jonction de différentes zones de semi-conducteurs
de types N et P. Il existe actuellement deux grandes classes de transistors :

• D’une part les transistors bipolaires constitués de trois zones de semi-conducteurs :
une zone N, une zone P et une zone N, pour un transistor NPN, (ou bien une zone P,
une zone N et une zone P, pour un transistor PNP). Ces trois zones sont reliées aux
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trois électrodes appelées : émetteur (E), base (B) et collecteur (C). Une jonction est
polarisée dans le sens direct, la jonction émetteur-base, l’autre dans le sens inverse, la
jonction collecteur-base. Ces transistors sont appelés « bipolaires » car les deux types
de porteurs de charges qui sont les électrons et les trous, participent à la conduction
électrique.

• D’autre part, les transistors unipolaires dans lesquels un seul type de porteurs de
charge est responsable du passage du courant. Ce sont les transistors à effet de champ
(TEC), ou transistors FET. (Field Effect Transistors). Les trois électrodes sont la
source (S), la grille ou porte, appelée aussi en anglais gate (G), et le drain (D). L’em-
placement des zones de semi-conducteurs est variable suivant les technologies, mais
les zones extrêmes sont toujours reliées l’une à la source, l’autre au drain.

Les transistors à effet de champ se répartissent eux-mêmes en deux groupes, les
J-FET pour lesquels la grille est directement en contact avec une zone de semi-
conducteur et les MOS-FET pour lesquels la grille est isolée d’une zone de semi-
conducteur par une couche isolante, par exemple SiO2, d’où l’appellation MOS
(Metal-Oxide-Semi-conducteur). Les MOS-FET se subdivisent encore en MOS-FET
à enrichissement et MOS-FET à enrichissement-appauvrissement, suivant l’absence
ou la présence d’une couche de semi-conducteur sous l’isolant de la grille, en l’ab-
sence de tensions de polarisations.

La figure 6.1 donne un aperçu des différents types de transistors : un transistor bipo-
laire NPN et des transistors FET dits à « canal N » car le courant drain-source passe
par des zones N, avec leurs représentations symboliques et les sens de polarisation.
Pour leurs homologues PNP et « canal P », il suffit d’inverser le sens des flèches, de
remplacer les « + » par des « − » et les « − » par des « + », les N par des P et les P
par des N.

E N P N

B

(0)

P

P

(+)

S
G

D

substrat

P
N N

(0)
(+)

(++)

SiO2

S
G

D

substrat
P

N N

(0)
(++)

SiO2

B

C

E

G

D

S

G

D
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S

����������������������

����������������������

à enrichissement à enrichissement - appauvrissement

MOS-FETJ-FET

Transistors FET

Bipolaire

G
(–)

D
(+)

C
(++)

N NS
(0)

Figure 6.1 Aperçu des différents types de transistors.
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6.1.2 Les transistors bipolaires

Un transistor bipolaire est constitué d’un monocristal de semi-conducteur (principa-
lement le silicium) dopé pour obtenir deux jonctions, disposées en série et de sens
opposé. Il existe donc deux types fondamentaux de transistors bipolaires, dits com-
plémentaires :

– les transistors NPN dans lesquels une mince couche de type P est comprise entre
deux zones de type N (figure 6.2 (a)) ;

– les transistors PNP dans lesquels une mince couche de type N est comprise entre
deux zones de type N (figure 6.2 (b)).

N NP

Émetteur CollecteurBase

P PN

Émetteur CollecteurBase

C

E

B

C

E

B

(a)                   (b)

Figure 6.2 Représentations schématiques et symboles des transistors bipolaires.

6.1.3 Définitions

La couche intermédiaire est appelée base. Cette couche est très mince et légèrement
dopée. Les porteurs majoritaires sont donc en quantité assez faible.

L’une des deux autres zones est appelée émetteur. Il s’agit de la zone la plus dopée
du transistor. Son rôle consiste à injecter des porteurs (électrons dans le cas d’un
transistor NPN) dans la base.

La dernière zone qui est de même type que l’émetteur est appelée collecteur. Son
dopage est plus faible que celui de l’émetteur et sa géométrie est différente. Le rôle
principal du collecteur est de recueillir les porteurs.

Le transistor est donc un composant à trois bornes (tripôle) reliées respectivement
à l’émetteur, à la base et au collecteur. Sa représentation schématique, ainsi que les
symboles normalisés sont donnés en figure 6.2 pour les deux types.
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6.1.4 Fonctionnement du transistor NPN

L’étude sera menée sur un transistor bipolaire de type NPN qui est le plus utilisé
et le plus facile à réaliser. Le fonctionnement d’un transistor de type PNP se déduit
facilement en échangeant les rôles des électrons ainsi que des trous et en inversant
les signes des tensions d’alimentation et des courants.

a) L’effet transistor

Parmi les différentes façons de polariser un transistor de type NPN, une seulement
présente un intérêt primordial. Si nous polarisons la jonction émetteur-base en direct
et la jonction collecteur-base en inverse, nous obtenons la configuration suivante (fi-
gure 6.3) :

Émetteur Base Collecteur

N P N

– + – +

Flux  
d'électrons

V VCCEE

Figure 6.3 Polarisation directe et principe de l’effet transistor.

En premier lieu, supposons que seule la jonction BC soit polarisée et qu’elle le soit
en inverse. Elle est traversée par un courant très faible dû aux porteurs minoritaires
appelé ICB0.

Polarisons maintenant la jonction base-émetteur en direct. Les électrons qui sont ma-
joritaires dans la région de l’émetteur (type N) diffusent en grande quantité à travers
la jonction émetteur-base, polarisée en direct, créant ainsi un courant émetteur IE.

Les électrons de l’émetteur traversent en majorité la base et arrivent jusqu’au collec-
teur. Ainsi l’émetteur « injecte » ou « émet » des porteurs majoritaires et le collecteur
les collecte.

b) Gain en courant b

Nous appelons a la proportion des électrons dans le cas du transistor NPN émis
par l’émetteur, qui parviennent jusqu’au collecteur ; a est généralement proche de
l’unité. Le courant total sera donné par la formule suivante :

IC = −a IE + ICB0 ≈ −a IE ≈ −IE
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À l’équilibre, nous n’avons pas de variation de charges à l’intérieur du transistor.
En choisissant les sens des courants conformément à la convention des réseaux (tout
courant qui arrive à un nœud est positif et tout courant qui en sort est négatif), nous
pouvons écrire la loi de Kirchhoff :

IE + IB + IC = 0

En éliminant IE nous obtenons :

IC = a (IB + IC) + ICB0

IC =
aCC

1 − aCC
IB +

1
1 − aCC

ICB0

Nous posons b =
a

1 − a
, d’où :

IC = bCC IB + ICE0

Cette dernière relation caractérise l’effet transistor : en injectant un courant IB très
faible dans la base, nous commandons un courant de collecteur IC beaucoup plus
intense. b varie dans de grandes proportions d’un transistor à l’autre. En effet, b

dépend surtout de la différence de dopage entre l’émetteur et la base ainsi que de
celle-ci. Mais à une température fixe, b reste à peu près constant pour un transistor
donné et pour une large variation du courant IC.

6.1.5 Schéma équivalent en petits signaux

Le transistor bipolaire sert souvent à amplifier un courant ou une tension variable
en fonction du temps (donc non continus) : pour simplifier l’étude, cette tension
(ou courant) est souvent considérée comme étant sinusoïdale. Le transistor doit être
polarisé correctement avec un point de fonctionnement (IC0, VCE0), l’indice « 0 »
désigne le continu.

Pour un point de fonctionnement bien déterminé, lorsque nous superposons une ten-
sion (ou un courant) alternative, le transistor peut être modélisé par un schéma équi-
valent sous forme d’un quadripôle valable en petits signaux. Ce schéma est donné à
la figure 6.4. La matrice qui s’y attache est la matrice hybride [h].

h11

v1
h12v2

h21I1

i1

h22 v2

i2B C

E

Figure 6.4 Schéma équivalent d’un transistor en utilisant les paramètres
[
h
]
.
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Ces paramètres permettent de calculer par exemple le gain en tension, l’impédance
d’entrée et l’impédance de sortie. Mais, les paramètres universels sont plus signi-
fiants en changeant juste les noms des paramètres hybrides (figure 6.5).

ve

μvS

gmvBE

iB

ρ vS

iCB C

E

rBE

ou
βiB

RB

vBE RC

Figure 6.5 Schéma équivalent d’un transistor en utilisant les paramètres universels.

– rBE = h11 : résistance d’entrée à sortie fermée ;

– m = h12 : coefficient de réaction interne, souvent négligeable ;

– b = h21 = gain en courant à sortie fermée ;

– gm : pente ou transconductance à sortie fermée ;

– r = h22 : résistance de sortie à entrée fermée.

À moins de les considérer comme grandeurs complexes, ces paramètres universels
ne sont valables qu’en basses fréquences. Ce schéma équivalent peut être complété
en ajoutant les condensateurs internes qui correspondent aux différentes jonctions du
transistor.

6.2 LES TRANSISTORS À EFFET DE CHAMP

6.2.1 Principe de fonctionnement

Considérons un transistor à effet de champ à jonction canal N (J - FET) tout à fait
schématique, constitué d’un barreau cylindrique de semi-conducteur de type N en-
touré d’une zone de semi-conducteur de type P. Les extrémités de la zone centrale
N sont reliées l’une au drain, l’autre à la source. La zone P est reliée à la grille
(figure 6.6).

Si toutes les électrodes sont au même potentiel, la zone N centrale et la zone P pé-
riphérique forment une jonction PN non polarisée et, au voisinage de la jonction, il
existe une zone de déplétion dépourvue de porteurs de charges : figure 6.6 (a).

Si la grille est au même potentiel que la source (UGS = 0), et que l’on porte le drain à
un potentiel positif par rapport à la source (UDS > 0), les électrons sont attirés de la
source vers le drain, ils se déplacent dans la zone N en évitant la zone de déplétion et
en empruntant une sorte de « canal » constitué par la zone N au voisinage de l’axe du
barreau. Un courant ID circule du drain vers la source (sens inverse du déplacement
des électrons).
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Figure 6.6 Principe de fonctionnement d’un transistor à effet de champ.

En augmentant la tension UDS , la largeur de la zone de déplétion au niveau du drain
atteint un maximum qu’elle ne dépasse plus. La section du canal devient minimale,
le canal est dit « pincé » : figure 6.6 (b). Ceci se produit pour une tension grille-drain,
particulière, appelée tension de pincement UP, (UP < 0). Nous avons :

UDS = UDG + UGS = −UGD + UGS

Ici, avec UGS = 0 :

UDS = −UP + 0 = −UP (UDS > 0)

Le courant ID devient maximal et prend la valeur particulière notée IDSs.

Portons maintenant la grille à un potentiel négatif par rapport à la source, en fixant
par exemple UGS = −1V. La zone de déplétion au départ, pour UDS = 0 est déjà plus
large qu’elle ne l’était avec la caractéristique précédente à UGS = 0. Lorsque UDS

croît, la zone de déplétion croît comme précédemment mais, comme nous sommes
partis d’une zone de déplétion déjà plus large, nous atteignons plus rapidement la
tension qui provoque le pincement au niveau du drain : figure 6.2 (c). Il suffit que :

UDS = −UGD + UGS = UP − 1 V

Lorsque la tension UDS dépasse la tension de pincement UP, l’évolution du courant
ID est donnée par l’équation suivante :

ID = IDSs

(
1 − UGS

Up

)2

6.2.2 Grandeurs caractéristiques et schéma équivalent

Dans la zone de pincement qui est la zone de fonctionnement normal du transistor à
effet de champ, nous définissons :

➤ La transconductance ou pente gm :

gm =
(

DID

DUGS

)
UDS = cte soit :
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gm =
d ID

dUGS
= −2IDSs

Up

(
1 − UGS

Up

)
Cette pente est maximale lorsque UGS = 0, elle est alors égale à :

gmo = −2IDSs

Up

d’où :
gm = gmo

(
1 − UGS

Up

)
= gmo

√
ID√

IDSs

➤ La résistance drain-source rds :

rds =
(

DUDS

DID

)
UGS= cte

La résistance d’entrée d’un transistor à effet de champ est la résistance d’une jonc-
tion PN polarisée en inverse. Cette résistance est donc très élevée et nous pouvons
la considérer comme infinie. Le schéma équivalent en alternatif est celui de la fi-
gure 6.7.

ve gmvGS

iG = 0

rDS vS

iDG D

S

vGS

Figure 6.7 Schéma équivalent d’un transistor à effet de champ.

6.3 CIRCUITS À TRANSISTORS

Nous allons prendre deux exemples pour expliquer la méthode de calcul sur les cir-
cuits qui utilisent des transistors bipolaires ou à effet de champ.

6.3.1 Réponse en fréquence d’un montage émetteur commun découplé

D’une manière schématique, il convient de retenir que le comportement vers les
basses fréquences d’un étage d’amplification est lié à la présence de condensateurs
de liaison ou de découplages tandis que le comportement en haute fréquence est lié
aux capacités parasites inter-électrodes des composants actifs (transistors).

Considérons le montage émetteur commun de la figure 6.8.
R1 = 10 kV, R2 = 50 kV, RE = 1 kV, RC = 3 kV, Rg = 3 kV

CE = 1 mF, C1 = 10 mF, VCC = 12 V



6.3 Circuits à transistors 255

vS

RC

RE CER1

R2

VCC

ve

C1
Rg

Figure 6.8 Montage émetteur commun découplé.

Nous supposons aussi que : b = 100, que la tension de la jonction base-émetteur :
VBE0 = 0,7 V et que le condensateur de liaison C1 est un court-circuit pour la gamme
de fréquence utilisée.

a) Schéma équivalent

Nous définissons :

ZE =
RE

1 + jRECEv
et Rp = R1//R2 =

R1 × R2

R1 + R2

Si nous notons ZE l’impédance équivalente vue côté émetteur (ZE = RE // CE ), la
figure 6.9 (a) présente le schéma équivalent de ce montage. Le schéma équivalent est
obtenu en appliquant le théorème de superposition. En effet pour l’alternatif petits
signaux, nous passivons la source de tension continue VCC, ce qui revient à la rem-
placer par un court-circuit. Le théorème de Thévenin nous permet de simplifier le
schéma équivalent de la figure 6.9 (a) pour obtenir la figure 6.9 (b). Les expressions
suivantes permettent de passer de la figure 6.9 (a) à la figure 6.9 (b).

e′ = e = ve ×
Rp

Rp + Rg
, R′

éq =
Rp · Rg

Rp + Rg
et Réq = R′

éq + rBE

R2 R1

Rg

ve

B

rBE

RC

βiB

C

E

ZE

vS e

B

Réq

RC

βiB

C

E

ZE

vS

iBiB

(a) (b)

Figure 6.9 Schéma équivalent (a) et schéma équivalent simplifié (b).
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b) Gain en tension

Sur le schéma de la figure 6.9 (b), nous avons :

vs = −RCbiB et e = RéqiB + ZE(b + 1) iB

soit :
vs

e
=

−bRC

Réq + (b + 1) · ZE

en remplaçant ZE par son expression , nous déterminons l’amplification :

vs

e
=

−bRC

Réq + (b + 1) ×
(

RE

1 + jRECEv

) =
−bRC(1 + jRECEv)

Réq(1 + jRECEv) + (b + 1)RE

vs

e
=

−bRC

Réq + (b + 1)RE
× 1 + jRECEv

1 + (jRECEv) × Réq

Réq + (b + 1)RE

vs

e
=

−bRC

Réq + (b + 1)RE
×

1 + j
v

v1

1 + j
v

v2

Les deux pulsations caractéristiques v1 et v2 sont :

v1 = 2pf1 =
1

RECE
et v2 = 2pf2 =

1
RECE

× Réq + (b + 1)RE

Réq

= v1 ×
(

1 +
(b + 1)RE

Réq

)

En tenant compte de l’expression de la tension e en fonction de l’entrée ve, nous
obtenons :

vs

ve
=

RP

RP + Rg
× −bRC

Réq + (b + 1)RE
×

1 + j
f
f1

1 + j
f
f2

Le gain peut donc se mettre sons la forme :

AV =
vs

ve
= −Am ×

1 + j
f
f1

1 + j
f
f2

avec Am réel positif indépendant de la fréquence et f2 > f1.
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c) Diagramme de Bode du gain

En l’absence du condensateur CE , nous pouvons établir l’expression de l’amplifica-
tion :

vS

ve
=

−bRC

rBE + (b + 1) RE
× RP

RP + Rg

vs

ve
=

−b

rBE
· RC

1 +
b

rBE
· RE

× Rp

Rp + Rg
=

−gmRC

1 + gmRE
× Rp

Rp + Rg

où gm est la pente ou transconductance du transistor. Nous pouvons trouver une va-
leur approchée de gm : à la température ambiante, gm = 36 IC0 ; IC0 représente le
courant de polarisation du transistor ou courant du point de fonctionnement.

Si nous considérons maintenant le condensateur comme un court-circuit, l’expres-
sion de l’amplification devient :

vs

ve
=

−bRC

h11
= −gmRC

Dans la pratique, pour des fréquences supérieures à une fréquence minimale, le
condensateur pourra être considéré comme idéal et la deuxième expression sera
valide ; au contraire pour des fréquences inférieures à une fréquence maximale, le
condensateur est considéré comme un circuit ouvert et la première expression est
valide.

Pour tracer le diagramme asymptotique, nous distinguons 3 zones :

➤ f � f1 ⇒ vs

eg
≈ −Am

➤ f1 � f � f2 ⇒ vs

ve
≈ −Am × j

f
f1

➤ f � f2 ⇒ vs

ve
≈ −Am × f2

f1
= AM avec : AM > Am

Nous pouvons calculer le courant de polarisation IC0. Nous appliquons à l’entrée le
théorème de Thévenin équivalent.

ETH =
R1

R1 + R2
× VCC = 2 V ; RTH =

R1.R2

R1 + R2
= 8,33 kV

Nous appliquons le générateur de Thévenin équivalent à l’entrée du transistor, nous
trouvons :

ETH = RTH × ICO

b
+ VBE0 + REIC0

soit :
IC0 = 1,2 mA
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La résistance rBE de la jonction base-émetteur est la résistance dynamique d’une
diode.

rBE ≈ 26
IB0

× 10−3 =
26
IC0

× 10−3 × b = 2,16 kV

Réq = 2,16 kV +
3 × 8,33
3 + 8,33

kV = 4,56 kV

f1 =
1

2pRECE
= 159 Hz et f2 = f1 ×

(
1 +

(b + 1)RE

Réq

)
= 3680 Hz
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Figure 6.10 Courbe de Bode du gain en fonction de la fréquence.

Le gain obtenu en utilisant les formules précédentes donne une première asymp-
tote horizontale à 6,4 dB et une deuxième asymptote horizontale à 33,7 dB. Il est à
remarquer que le gain Am est le gain obtenu en l’absence du condensateur de décou-
plage CE et que AM est obtenu en remplaçant le condensateur de découplage par un
court-circuit. Nous remarquons également que :

AM

Am
=

f2
f1

Il s’agit d’un système de premier ordre. La détermination de la fréquence de coupure
à −3 dB devient simple dans le cas où f2 � f1, la fréquence pour laquelle le gain
chute de 3 décibels est voisine de f2.

Bien que R et C soient en parallèle, nous remarquons que l’expression de la fréquence
de coupure à −3 dB n’est pas : 1/2pRC

6.3.2 Transistor FET en drain commun

Nous supposons que les condensateurs de liaison C1 et C2 ont des valeurs de capaci-
tés très élevées, et se comportent de ce fait comme des courts-circuits à la fréquence
de travail considérée. RG = 1 MV, Rg = 3 kV,
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vS
RG RS RU

VDDC2

C1
Rg

eg

G D

S

Figure 6.11 Transistor FET en drain commun

Nous cherchons à déterminer le gain en tension à vide AV0, le gain en tension en
charge AV , l’impédance d’entrée Ze et l’impédance de sortie ZS.

a) Schéma équivalent

Nous remplaçons le transistor par son schéma équivalent et nous court-circuitons la
source de tension VDD. Nous obtenons le schéma équivalent du montage donné à la
figure 6.12.

RG

Rg

eg

G

rDS

S

D

vS

uGS

gmuGS RS RU

iD

Figure 6.12 Schéma équivalent du montage drain commun.

Le schéma équivalent est valable aux fréquences faibles et moyennes. Les conden-
sateurs de liaison C1 et C2 sont considérés comme des courts-circuits à la fréquence
de travail. Le drain qui est relié a la borne positive (+) de l’alimentation se trouve à
la masse en alternatif (l’alimentation est remplacée par un court-circuit).

b) Gain en tension à vide

Nous notons la conductance de source GS et la conductance drain-source gds :

GS =
1

RS
et gds =

1
rds

À vide, la résistance d’utilisation RU est infinie, le courant iD est le même courant qui
passe dans la résistance de source RS. En effet, l’impédance d’entrée étant considérée



260 6 • Circuits à transistors et à amplificateurs opérationnels

comme infinie, le courant de grille ig est nul :

id = GSusd = gmugs − gdsusd = gm(ugd − usd) − gdsusd

(GS + gm + gds)usd = gmugd

Av0 =
usd

ugd
=

gm

GS + gm + gds
=

gmRS

1 + (gm + gds)RS

La résistance RG étant de 1 MV, et Rg de 3 kV, toute la tension se trouve pratique-
ment à l’entrée : ve = uGD , l’amplification à vide AV0 devient :

id = GSusd = gmugs − gdsusd = gm(ugd − usd) − gdsusd

(GS + gm + gds)usd = gmugd

Av0 =
usd

ugd
=

gm

GS + gm + gds
=

gmRS

1 + (gm + gds)RS

Généralement, gDS est nettement plus petit que gm et que GS, l’amplification AV0

devient :
AV0 =

gm

GS + gm
=

gmRS

1 + gmRS

Nous retrouvons le résultat d’un amplificateur en drain commun qui est l’équivalent
du collecteur commun pour les transistors bipolaires. AV0 est d’autant plus proche de
1 que gmRS est grand devant 1, c’est-à-dire que gm est élevé (point de repos proche
de UGS = 0, IDSs) et (ou) que RS est élevée.

c) Impédance d’entrée

L’impédance d’entrée du transistor seul étant considérée comme infinie, nous voyons
que l’impédance d’entrée du montage est simplement égale à RG.

d) Impédance de sortie

RGRg

G

rDS

S

D

uSD = vS

uGS

gmuGS RS

iS

uGD = 0

Figure 6.13 Principe du calcul de l’impédance de sortie.

La résistance entre G et S étant infinie, il n’y a aucune réaction de la sortie sur
l’entrée et la tension entre la grille et le drain est nulle : uGD = 0, ce qui fait que :
uGS = −uSD.

Le courant is débité par un générateur alternatif mis en sortie est :

is = GSusd + gdsusd − gmugs = (GS + gds + gm)usd
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L’admittance de sortie est :

Ys =
is

usd
= GS + gds + gm ≈ GS + gm

Dans le cas particulier : gmRS � 1, soit gm � GS , alors Ys = gm.

e) Gain en charge

L’amplificateur se met sous la forme d’un quadripôle avec une impédance d’entrée
Ze, une impédance de sortie ZS et une source de tension commandée en tension
AV0uGS.

Ze

Rg

eg

D

vSAV0uGS

ZS

RU
uGS

G S

Figure 6.14 Schéma équivalent de l’amplificateur.

Le gain en charge devient :

AV =
vS

uGS
× uGS

eg
=

RU

RU + ZS
× AV0 ×

Ze

Ze + Rg

AV =
RU

RU + ZS
× Ze

Ze + Rg
× gmRS

1 + gmRS

6.4 L’AMPLIFICATEUR OPÉRATIONNEL

L’amplificateur opérationnel est devenu un composant de base utilisé pratiquement
partout en électronique. Souvent, nous utilisons une description idéale de l’amplifi-
cateur opérationnel en le supposant parfait.

6.4.1 Structure d’un amplificateur opérationnel

La structure interne de la plupart des amplificateurs opérationnels peut se ramener au
schéma simplifié de la figure 6.15.

– Le premier étage a une structure différentielle, c’est-à-dire qu’il délivre en sortie
une grandeur proportionnelle à la différence des potentiels des entrées.

– Le second étage amplifie et adapte en impédance la grandeur fournie par le premier
étage. Il assure de plus une translation des niveaux continus de façon à ne pas
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Étage 
différentiel

Étage 
amplificateur

Amplificateur 
de sortie

V –

V +
VS

Figure 6.15 Schéma de principe d’un amplificateur opérationnel.

limiter l’excursion des signaux, et imposer une tension Vs nulle lorsque l’écart
(V+ −V−) est nul. Cette translation est indispensable puisque les liaisons entre les
différents étages laissent passer les signaux continus.

– Enfin l’étage de sortie permet de fournir VS avec une impédance de sortie faible.

Cette présentation va nous permettre de comprendre la signification physique de cer-
tains paramètres qui permettent généralement de caractériser les performances d’un
amplificateur opérationnel. Citons par exemple :

– l’amplification en boucle ouverte Av0 ;

– l’impédance d’entrée Ze et l’impédance de sortie ZS ;

– le taux de réjection en mode commun ;

– la fréquence de transition fT ;

– le slew-rate qui caractérise la vitesse maximale de l’évolution de la sortie.

L’amplificateur opérationnel est un composant de l’électronique qui résulte de l’inté-
gration de plusieurs étages amplificateurs dans un même boîtier. Il comporte généra-
lement deux entrées, appelées respectivement entrées inverseuse (-) et non inverseuse
(+), et une seule sortie.

+

–

V –

V + VS

(a)            (b)

+

–

V –

V + VS

Figure 6.16 Symbole d’un amplificateur opérationnel.

Du point de vue fonctionnel, la tension est proportionnelle à la différence de potentiel
qui existe entre les deux bornes d’entrée, ce qui s’exprime par la relation :

VS = Ad
(
V+ − V−)
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Ad est appelé amplification différentielle. En pratique la valeur de ce coefficient mul-
tiplicatif est de plusieurs centaines de milliers.

Si l’une des entrées sert de référence de potentiel, la sortie est en phase (si V− = ré-
férence) ou en opposition de phase (si V+ = référence). Le signe « – » qui peut
affecter le gain indique une opposition de phase entre la sortie et l’entrée.

Remarque : Afin de permettre l’obtention des tensions de sortie positive et
négative, l’alimentation en énergie de l’amplificateur opérationnel s’effectue
souvent de façon symétrique (+VCC et −VCC).

L’étude des applications de l’amplificateur se fait très simplement à partir d’un mo-
dèle idéalisé. En cas de nécessité, des corrections peuvent ensuite être apportées afin
de tenir compte des caractéristiques réelles de l’amplificateur opérationnel.

6.4.2 Schéma équivalent en petits signaux

VSV –

V +

ε

+ Vcc

– Vcc

+

−I –

I +
Ze Adε

ZS

Figure 6.17 Amplificateur opérationnel sous forme d’un quadripôle.

L’amplificateur opérationnel est assimilé à un quadripôle, ce dernier étant introduit
dans un réseau linéaire de préférence (mais il n’en va pas toujours ainsi). Les mé-
thodes générales d’études des réseaux s’appliquent donc.

Pour l’amplificateur opérationnel idéal, les équations obtenues sont en général
simples du fait de ses propriétés.

Le modèle de l’amplificateur opérationnel idéal se décrit à l’aide des relations :

Ad → ∞ ; Ze → ∞ ; Zs → 0 et une bande passante infinie

– l’amplification différentielle étant infinie (infiniment grande en réalité), si la ten-
sion de sortie Vs reste dans la zone linéaire de fonctionnement (Vs comprise entre
les tensions d’alimentation +Vcc et −Vcc), il en résulte que la différence de poten-
tiel : ´ = 0. À la limite, nous supposons que : V+ = V− ;
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– l’impédance d’entrée Ze infinie implique que les courants : I+ = I− = 0 ;

– une impédance de sortie nulle permet de placer en sortie une charge de valeur
quelconque sans que la tension VS soit affectée par la valeur de la charge en sortie.

6.4.3 Caractéristiques de l’amplificateur opérationnel

a) La tension de décalage

Souvent la tension de sortie VS est nulle lorsque ´ est différent de 0. Cette valeur
particulière est appelée tension de décalage. Elle correspond à la tension d’entrée
qu’il faut appliquer pour que la sortie soit nulle.

La tension de décalage résulte soit d’un défaut de symétrie dans l’étage différentiel,
soit d’un défaut dans les étages amplificateurs. En pratique, la tension de décalage
est de quelques millivolts.

b) Les courants de polarisation d’entrée

L’étage différentiel d’entrée nécessite pour son fonctionnement des courants d’entrée
circulant, en général, dans le même sens pour les deux entrées (à cause de la symétrie
de l’étage).

L’importance de ces courants dépend principalement de la nature des transistors uti-
lisés. Les courants d’entrées doivent être les plus faibles possibles. C’est pour cette
raison que nous utilisons une paire différentielle en Darlington ou mieux des transis-
tors à effet de champ qui sont connus pour avoir des résistances d’entrée trop élevées
et des courants d’entrée quasi nuls. Le constructeur indique toujours la différence
entre les courants de base pour une tension nulle.

c) Résistance d’entrée et résistance de sortie

La résistance d’entrée différentielle est la résistance vue du côté entrée. Cette ré-
sistance est assez élevée, de l’ordre du MV. Une capacité parasite des jonctions se
trouve aussi à l’entrée et sa valeur est de l’ordre du pF.

La résistance de sortie de l’amplificateur opérationnel qui est la résistance de sortie
du dernier étage peut être calculée : son ordre de grandeur est la dizaine de V.

d) Amplification différentielle

L’amplification différentielle Ad de l’amplificateur opérationnel est de l’ordre de cen-
taines de mille. Comme dans tous les systèmes physiques, l’amplification Ad est li-
mitée en fréquence. La loi d’évolution de l’amplification différentielle en fonction
de la fréquence est une caractéristique importante des amplificateurs opérationnels.

L’amplificateur opérationnel est généralement utilisé avec une contre-réaction. Une
fraction de la tension de sortie est alors injectée à l’entrée ; le montage risque d’os-
ciller.
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Pour éviter l’instabilité, nous modifions la courbe de réponse comme indiquée à la
figure 6.18, en introduisant un condensateur C à l’entrée du premier étage, ou entre le
premier et le second étage. C’est ce que nous appelons la compensation en fréquence.

La courbe de l’amplification en fonction de la fréquence coupe l’axe des fréquences
à fT . Cette fréquence pour laquelle l’amplification devient égale à l’unité, s’appelle
la fréquence de transition fT .

Il existe donc deux grandes familles d’amplificateurs opérationnels :

– Ceux qui disposent de circuit dit « de compensation interne ». La loi d’évolution
correspond alors à celle d’un circuit du premier ordre.

– Ceux dont la loi d’évolution en fréquence est modifiable par un réseau externe.
Pour ces amplificateurs, il faut optimiser le circuit externe en fonction de l’appli-
cation.

f

Ad (dB)

f f f1 2 3

Sans compensation

avec compensation

fC Tf

Figure 6.18 Réponse en fréquence sans compensation et avec compensation.

6.4.4 Réponse indicielle en petits signaux

Dans le cas de l’amplificateur opérationnel, grâce au condensateur de compensation,
nous avons un filtre du premier ordre. Le temps de montée devient :

tr =
2,2

2pfC0
= 2,2 RC

fC0 est la fréquence de coupure du montage avec contre-réaction. Pour un gain égal
à 10 par exemple, nous obtenons fC0 égale à 100 kHz et le temps de montée est de
3,5 ms.

6.4.5 Réponse indicielle en grands signaux

En grands signaux, la réponse indicielle est très différente de la réponse précédente.
Après un temps de retard, la tension Vs évolue linéairement vers sa valeur finale. La
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pente représente sa vitesse maximale d’évolution. C’est une caractéristique très im-
portante des amplificateurs opérationnels. La tension de sortie présente des portions
sensiblement linéaires dont la pente dVS /dt est indépendante du gain du montage. La
caractéristique la plus importante est la vitesse maximale de variation de la tension
de sortie en réponse à un échelon de tension. Son nom est souvent donné en anglais :
« slew rate ».

    

t

V e

5

0

t

VS

0

- 5

Figure 6.19 Réponse indicielle en grands signaux : cas d’un montage inverseur de gain « –1 ».

6.4.6 Rapport de réjection en mode commun

Si l’amplificateur était parfait lorsque V+ = V−, la sortie devrait être nulle.

+

-
Ve

VS

Figure 6.20 Méthode de mesure de la réjection en mode commun.

En pratique, si nous réalisons le montage Ve = V+ = V−, nous observons une tension
de sortie Vs proportionnelle à Ve. Nous définissons alors une amplification en mode
commun (puisque V+ est commun à V−).

En fonctionnement normal, la sortie Vs dépend donc de deux termes :

– le terme différentiel : Vs = Ad (V+ − V−) ;

– le terme de mode commun : Vs = AmcVe.
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Une caractéristique importante de l’amplificateur est le rapport de ces amplifications
appelé rapport de réjection en mode commun (RRMC). En pratique, nous exprimons
souvent ce rapport en décibels soit :

RRMC = 20 log

(
Amc

Ad

)

L’ordre de grandeur du RRMC est de 100 dB.

6.5 APPLICATIONS DE L’AMPLIFICATEUR OPÉRATIONNEL

Les amplificateurs opérationnels sont de plus en plus utilisés dans les domaines les
plus variés. Nous pouvons classer leurs applications en deux familles de montage qui
se subdivisent suivant les grands thèmes de l’électronique : Les montages linéaires
comme les amplificateurs, les filtres ou encore les convertisseurs, et les montages
non linéaires.

Seuls, les montages linéaires sont étudiés dans ce chapitre. L’amplificateur opéra-
tionnel n’est jamais utilisé seul. Il est toujours associé à un réseau qui introduit une
réaction comme dans les systèmes bouclés. Dans la suite de ce chapitre nous n’utili-
serons que des amplificateurs opérationnels idéaux qui sont caractérisés par :

– un gain en tension différentiel infini : Ad = ∞ ;

– une impédance d’entrée infinie : ZE = ∞ ;

– une impédance de sortie nulle : ZS = 0 ;

– une bande passante infinie : BP = ∞.

6.5.1 L’amplificateur inverseur

Considérons le montage de la figure 6.21, le potentiel V+ étant nul, comme ´ = 0,
le potentiel V− est également nul aussi (masse virtuelle). Le courant I1 qui passe
dans la résistance R1 est égal au courant I2 qui passe dans la résistance R2 puisque le
courant I− qui entre dans l’entrée « – » de l’amplificateur opérationnel est nul.

Il en résulte : {
VE = R1I1

VS = −R2I2

⇒ AV = −R2

R1

Nous remarquons que l’amplification est fixée par un rapport de deux résistances
externes dans le cas d’un amplificateur opérationnel idéal. L’impédance d’entrée est
donnée par Ze = R1 et l’impédance de sortie est nulle.

Ce montage avec contre-réaction de tension en courant donne les résultats suivants :
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+

-

Ve
VS

R1

R2

Figure 6.21 Montage amplificateur inverseur.

L’amplification AV =
VS

VE
= −R2

R1

l’impédance d’entrée Ze = R1 +
Z0 + R2

A0
≈ R1

L’impédance de sortie ZS = Z0
A
A0

très faible

Pour équilibrer les courants d’entrée, nous plaçons généralement une résistance R3

dans l’entrée non inverseuse, de valeur telle que chaque entrée soit attaquée par la
même impédance : R3 = R1//R2.

Le signe « – » de la formule du gain indique une opposition de phase entre la tension
de sortie et celle d’entrée d’où le nom donné à ce montage.

6.5.2 L’amplificateur non inverseur

Considérons maintenant le montage de la figure 6.22.

+

-

Ve

VS

R1

R2

Figure 6.22 Montage amplificateur non inverseur.

Nous appliquons le diviseur de tension sur l’entrée « – » et nous avons directement
la tension vE sur l’entrée « + ».

Or

V+ =
R1

R1 + R2
VS (i+ = i− = 0)
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et

V− = VE

d’où

AV =
VS

VE
= 1 +

R2

R1

Il s’agit d’une contre-réaction de tension en tension. Nous obtenons :

L’amplification AV =
VS

VE
= 1 +

R2

R1

l’impédance d’entrée Ze = Zi
A0

A
très grande

L’impédance de sortie ZS = Z0
A
A0

très faible

Nous remarquons que la tension de sortie et la tension d’entrée sont en phase et
que l’amplification est toujours supérieure à l’unité. Le montage se comporte donc
comme un véritable amplificateur.

Un cas particulier de ce montage consiste à annuler la résistance R, ce qui permet
d’avoir une amplification égale à l’unité. C’est le montage suiveur qui est souvent
utilisé comme adaptateur d’impédance avec une résistance d’entrée très élevée (infi-
nie) et une résistance de sortie très faible (nulle).

Avec ce montage, le gain est toujours supérieur à l’unité et l’impédance d’entrée
est infinie. Pour obtenir un gain inférieur à un, il suffit de placer à l’entrée un pont
atténuateur.

6.5.3 Montage sommateur non inverseur : additionneur

Nous disposons de deux tensions V1 et V2 et considérons le montage de la figure 6.23.
Le théorème de superposition donne :

V
′
=

R2

R1 + R2
V1 +

R1

R1 + R2
V2 = k1V1 + k2V2

V ′ est la somme pondérée des tensions V1 et V2 avec des coefficients de pondération
k1 et k2 qui sont positifs.

V2

V'

R1

R2

V1

Figure 6.23 Principe de l’addition.
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En associant le montage précédent à un amplificateur opérationnel monté en non
inverseur d’amplification G comme indiquée à la figure 6.24, la tension de sortie
devient :

VS =
(

R2

R1 + R2
V1 +

R1

R1 + R2
V2

)(
1 +

R
R′

)
= G (k1V1 + k2V2)

Cas particulier : R1 = R2 et R′ = R, nous avons : VS = V1 + V2.

+

–

VS

R'

R

V2

R1

R2

V1

Figure 6.24 Cas du montage additionneur.

6.5.4 Le montage soustracteur

Avec le même montage que précédemment, en injectant une tension à travers R′

comme indiquée sur figure 6.25, et grâce au théorème de superposition on peut
écrire :

VS =
(

R2

R1 + R2

)
×
(

1 +
R
R′

)
× V1 +

(
− R

R′

)
× V2 = k1V1 − k2V2

La tension de sortie est égale à la différence pondérée de V1 et V2.

Cas particulier : R1 = R2 et R′ = R, nous avons : VS = V1 − V2

+

–

VSVS

R'R'

RR

V1V

R
1

R2R2

VV2

Figure 6.25 Montage soustracteur.
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6.5.5 Le montage intégrateur

Si nous remplaçons la résistance R2 par un condensateur dans le montage amplifica-
teur inverseur, nous obtenons un montage appelé intégrateur.

Le courant d’entrée de l’amplificateur opérationnel étant nul, le courant I qui passe
dans la résistance R est le même qui parcourt le condensateur. Il en résulte :⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
I =

Ve(t)
R

= − C
dVS

d t

VS(t) = − 1
RC

∫ t

-∞
Ve(t) d t

La tension de sortie est proportionnelle à l’intégrale de la tension d’entrée. Nous
disons que le montage est intégrateur. En régime établi, la fonction de transfert de-
vient :

VS

Ve
= − 1

jRCv

+

–

Ve
VS

R

C

Figure 6.26 Montage intégrateur.

Le diagramme de Bode en amplitude devient :

log(ω)

pente –20 dB/décade

RC
1

G (dB)

Figure 6.27 Diagramme de Bode en amplitude d’un intégrateur.
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Remarque : Ce montage est en boucle ouverte pour le continu et il risque de
ne pas fonctionner correctement. Généralement, nous ajoutons une résistance
de forte valeur aux bornes du condensateur (R′ = 1 MV par exemple). Le
diagramme de Bode en amplitude devient comme indiqué à la figure 6.28.

log(ω)

pente –20 dB/décade

RC
1

G (dB)

R'C
1

20 log(R'/R)

Figure 6.28 Diagramme de Bode d’un pseudo-intégrateur.

6.5.6 Le montage dérivateur

Pour le montage dérivateur, nous procédons de la même façon que pour le montage
intégrateur, d’où :

VS = −RC
dVe

d t

+

–

Ve
VS

R

C

Figure 6.29 Montage dérivateur.

6.5.7 Les filtres actifs

L’une des applications les plus importantes des amplificateurs opérationnels consiste
à réaliser des filtres actifs en utilisant uniquement des résistances et des condensa-
teurs. Cette façon de réalisation permet d’éviter d’avoir recours à des bobines qui
sont encombrantes et de prix de revient élevé.
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Il existe quatre principaux types de filtre selon les fréquences éliminées : nous trou-
vons des filtres passe-bas, des filtres passe-haut, des filtres passe-bande et des filtres
coupe-bande.

Plusieurs fonctions mathématiques permettent d’obtenir une courbe de réponse
proche de la courbe idéale. Ce sont les approximations de Butterworth, Tcheby-
cheff, Cauer, etc.

Un filtre peut être obtenu en associant des circuits simples d’ordre 1 ou d’ordre 2.
Parmi les structures les plus intéressantes, nous pouvons étudier à titre d’exemple, la
structure de Rauch et la structure de Sallen-Key.

a) Circuit à réaction multiple ou structure de Rauch

Soit le montage de la figure 6.30.

+

–

VS

Y3

Y5

UB Y2
Ve

UA

B A

Y4

Y1

Figure 6.30 Structure de Rauch.

En appliquant le théorème de Millman au nœud B, nous avons :

VB =
Ve.Y1 + VS.Y4 + VA.Y3 + 0.Y2

Y1 + Y2 + Y3 + Y4

Puisque l’entrée + de l’amplificateur opérationnel est à la masse, le potentiel du point
A qui est le même potentiel que celui de l’entrée – est donc nul.

VA = 0 =
VSY5 + VBY3

Y2 + Y5

VSY5 + VBY3 = 0 donne : VB = −VSY5

Y3

En remplaçant dans la première équation VB par sa nouvelle expression, nous trou-
vons :

VS

Ve
= − Y1Y3

Y5(Y1 + Y2 + Y3 + Y4) + Y3Y4

Cette formule est tout à fait générale et nous pouvons fixer les admittances suivant le
type de la fonction de transfert à réaliser. Si nous désirons par exemple un filtre passe
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bas, du second ordre dont la fonction de transfert s’écrit sous la forme suivante à une
constante multiplicatrice près :

H(p) =
1

a p2 + bp + c

Le numérateur doit être indépendant de p, ce qui revient à imposer Y1 et Y3 comme
des conductances pures de valeurs Y1 = 1/R1 et Y3 = 1/R3. Pour le dénominateur,
le terme en p2 ne peut être Y3Y4 puisque Y3 est indépendant de p. Les seuls produits
qui restent font intervenir Y5 qui doit être forcément dû à un condensateur. Dans ce
cas, seul le produit Y3Y4 permet de retrouver le terme c qui représente une constante
indépendante de p, Y4 est forcément une conductance et on peut déduire que Y2 est
dû à un condensateur. Nous arrivons à Y1,Y3 et Y4 des conductances et Y2 = C1p et
Y5 = C2p.

b) Filtre à amplificateur commandé ou structure de Sallen et Key

Cette structure nécessite très peu de composants. Nous utilisons une source de ten-
sion commandée en tension et nous supposons que le gain k est positif. Nous pouvons
par exemple choisir k égal à l’unité ce qui aura comme avantage une augmentation
de la fréquence limite utilisable par l’amplificateur opérationnel.

Dans le montage ci-dessous, l’amplificateur de gain K a une impédance d’entrée
infinie. Il est réalisé, par exemple avec un amplificateur opérationnel monté en am-
plificateur non inverseur. Les tensions au nœud A et au nœud B se calculent comme
dans le montage précédent à l’aide du théorème de Millman ou en utilisant les lois
des nœuds.

VS

Y3

UB

Y2

Ve
UA

B

A

Y4

Y1
k

Figure 6.31 Structure de Sallen et Key.

En notant UA et UB les tensions par rapport à la masse du nœud A et du nœud B,
puisque l’amplificateur a un gain K et une impédance d’entrée infinie, il advient :

➤ au nœud B : Y1 (Ve − UB) + Y2

(
VS

K
− UB

)
+ Y3 (VS − UB) = 0 ;

➤ au nœud A : Y2

(
UB − VS

K

)
+ Y4

(
0 − VS

K

)
= 0 ;
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dont il résulte :

VS

Ve
= K

Y1Y2

Y1Y2 + Y2Y4 + Y2Y3 (1 − K) + Y3Y4 + Y1Y4

6.6 CONTRE RÉACTION APPLIQUÉE À L’AMPLIFICATEUR
OPÉRATIONNEL

6.6.1 Définition

Un système de contrôle par réaction négative ou par contre réaction est un système
qui comporte trois organes :

• Une chaîne directe ou chaîne d’action de fonction de transfert A. Il s’agit souvent
d’un quadripôle amplificateur.

• Une chaîne de retour ou boucle de réaction de fonction de transfert B. Il s’agit
souvent d’un circuit passif composé de résistances.

• Un comparateur négatif qui réalise la différence entre la grandeur d’entrée externe
xe et la grandeur de sortie xr et la grandeur de sortie : ´ = xe − xr

Cette combinaison qui modifie les performances du montage est représentée par :

A

B

+ -
xe xS

xr

xe xr-

Figure 6.32 Schéma de principe de la contre réaction.

En régime linéaire, la fonction de transfert du système bouclé est : H =
xs

xe
=

A
1 + AB

6.6.2 Types de contre réaction

Quatre modes de contre réaction sont possibles selon qu’on prélève la tension vs

(prélèvement en parallèle) ou le courant is (prélèvement en série). On réinjecte la
grandeur de sortie de la chaîne de retour vr (en parallèle) ou ir (en série). On suppose
que la chaîne de retour ne charge pas la chaîne directe, ce qui revient à négliger le
courant qui passe dans B pour une tension prélevée et négliger la tension d’entrée de
B pour un courant prélevé.

Comparé aux caractéristiques de l’amplificateur A seul, la contre réaction modifie le
gain, l’impédance d’entrée, l’impédance de sortie et la bande passante.
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A

B

A

B

A

B

A

B

vS
ve v

iS
ve v vS

ie i
ir

iSie i
ir

(a) (b) (c) (d)

Figure 6.33 Schéma de principe des quatre types de contre réaction.

Type
de contre
réaction

Série-parallèle
tension-tension

Série-série
tension-courant

Parallèle-
parallèle

courant-tension

Parallèle-série
Courant-courant

Schéma 6.33 (a) 6.33 (b) 6.33 (c) 6.33 (d)

Signal
prélevé

vs is vs is

Signal
réinjecté

vr = BvS vr = BiS ir = BvS ir = BiS

erreur ´ = ve − vr ´ = ve − vr ´ = ie − ir ´ = ie − ir
Fonction
réalisée

Amplificateur
de tension

Convertisseur
tension-courant

Convertisseur
courant-tension

Amplificateur
de courant

Impédance
d’entrée Z

′
e ≈ Ze (1 + AB) Z

′
e = Ze (1 + AB) Z

′
e ≈ Ze

1 + AB
Z
′
e =

Ze

1 + AB
Impédance

d’entrée
Z
′

S =
ZS

1 + AB
Z
′

S ≈ ZS (1 + AB) Z
′

S =
ZS

1 + AB
Z
′

S ≈ ZS (1 + AB)

Gain H =
A

1 + AB
H =

A
1 + AB

H =
A

1 + AB
H =

A
1 + AB

Bande
passante B

′

P = BP (1 + AB) B
′

P = BP (1 + AB) B
′

P = BP (1 + AB) B
′

P = BP (1 + AB)

6.6.3 Applications à l’amplificateur opérationnel

Nous pouvons prendre comme exemples, les deux cas de la figure 6.34.

– On prélève dans le premier cas (6.34 a) une tension VS et on injecte en entrée une
tension Vr qui n’est autre que la tension prélevée et réinjectée à travers le diviseur de
tension R1, R2.

Vr =
R1

R1 + R2
× VS

La contre réaction est donc de type tension-tension.

– On prélève dans le deuxième cas (6.34 b) une tension VS et on injecte en entrée
un courant Ir qui n’est autre que le rapport de la tension prélevée par la résistance de
retour R2. En réalité on a :

Ir = − 1
R2

× 1 + A0

A0
≈ − 1

R2

Souvent nous pouvons considérer logiquement que 1 � le gain propre de l’amplifi-
cateur opérationnel A0.
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+

– VSVS

R2

R1

VVe

+

–

VSVS

R2

R1

VVe

(a) (b)

Figure 6.34 Amplificateur avec contre réaction tension-tension (a) et avec contre réaction
tension-courant (b).

CE QU’IL FAUT RETENIR

➤ Les transistors sont des tripôles (trois électrodes) qui se divisent en deux grandes
familles :

– les transistors bipolaires constitués d’une zone N (ou P) appelée émetteur, une
zone P (ou N) appelée Base et une zone N (ou P) appelée collecteur.

– les transistors à effet de champ (TEC), ou transistors FET. Les trois électrodes sont
la source (S), la grille ou porte, appelée aussi en anglais gate (G), et le drain (D).

 

E N P N

B

P

P

S

G

D

substrat

P

N N

SiO2

S

G

D

substrat

P

N N

SiO2

B

C

E

G

D

S

G

D

S

G

D

S

1444444444244444444443

1444444444244444444443

à enrichissement à enrichissement - appauvrissement

MOS-FETJ-FET

Transistors FET

Bipolaire
1444444444244444444443

1444444444244444444443

à enrichissement à enrichissement - appauvrissement

MOS-FETJ-FET

Transistors FET

Bipolaire

G

DC N NS

Figure 6.35 Aperçu des différents types de transistors.

➤ Pour un transistor bipolaire NPN ou PNP on a : IC ≈ bIB.
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➤ Le schéma équivalent en petits signaux d’un transistor bipolaire est :

v
e

μv
S

g
m
v
BE

i
B

ρ v
S

i
CB C

E

r
BE

ou

βi
B

R
B

v
BE R

C

Figure 6.36 Schéma équivalent d’un transistor en utilisant les paramètres universels.

rBE = h11 : résistance d’entrée à sortie fermée ; m = h12 : coefficient de réaction
interne ;

b = h21 = gain en courant à sortie fermée ; gm : pente (transconductance) à sortie
fermée ;

r = h22 : résistance de sortie à entrée fermée.

➤ Pour un FET à canal N, lorsque UDS dépasse la tension de pincement UP, le cou-
rant ID est maximum (ID = IDSs) pour UGS = 0, lorsque UGS < UP, l’évolution du
courant ID est :

ID = IDSs

(
1 − UGS

Up

)2

➤ Dans la zone de fonctionnement normal du FET (zone de pincement), nous défi-
nissons :

– la pente gm : gm =
d ID

dUGS
= −2IDSs

Up

(
1 − UGS

Up

)
, pour UGS = 0, gm est maxi-

male : gm0 = −2IDSs

Up

– la résistance drain-source rds : rds =
(

DUDS

DID

)
UGS=cte

v
e g

m
v
GS

i
G

= 0

r
DS v

S

i
DG D

S

v
GS R

C

Figure 6.37 Schéma équivalent d’un transistor à effet de champ.
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➤ Un amplificateur opérationnel idéal est un quadripôle qui est décrit par :

– une amplification différentielle infinie (infiniment grande en réalité Ad → ∞). Il
en résulte que la différence de potentiel : ´ = 0 (V+ = V−) ;

– une impédance d’entrée Ze infinie (en réalité Ze → ∞) ce qui implique : I+ = I−=0 ;

– une impédance de sortie nulle (en réalité Zs → 0) et une bande passante infinie.

V
S

V
S

V
–

V
–

V
+

V
+

ε

+ Vcc+ Vcc

– Vcc– Vcc

+

−
I –

I +
Z
e

A
d
ε

Z
S

Figure 6.38 Amplificateur opérationnel sous forme d’un quadripôle.

➤ Un système de contrôle par réaction négative (contre réaction) comporte trois or-
ganes : une chaîne directe de fonction de transfert A, une chaîne de retour (réaction)
de fonction de transfert B et un comparateur négatif qui réalise la différence entre
la grandeur d’entrée externe xe et la grandeur de sortie xr et la grandeur de sortie :
´ = xe − xr

A

B

+ -xe xS

xr

xe xr-

Figure 6.39 Schéma de principe de la contre réaction.

En régime linéaire, la fonction de transfert du système bouclé est : H =
xs

xe
=

A
1 + AB

Quatre modes de contre réaction sont possibles selon qu’on prélève la tension vs ou
le courant is. On réinjecte une tension vr ou un courant ir.

EXERCICES

Exercice 6.1 Étude d’un émetteur-commun non découplé

Soit le circuit d’un transistor bipolaire NPN polarisé à sa base par deux résis-
tances R1 et R2 (RP = R1//R2), de résistance de collecteur RC et de résistance
d’émetteur RE non découplée. Le schéma équivalent en petits signaux est donné
à la figure 6.40.
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iB

iBβrBE

R E

RC

vS1

ve
vS2

RP

ie
iP

B C

E

Figure 6.40 Schéma équivalent du montage à transistor bipolaire.

1. Calculer l’impédance d’entrée du quadripôle (vue de la source ve), la sortie
étant ouverte.

2. Calculer les gains en tension A1 =
vS1

ve
et A2 =

vS2

ve
du quadripôle, la sortie

étant ouverte.

3. Calculer l’impédance de sortie du quadripôle lorsque la sortie est vS1 et lors-
qu’elle est vS2.

Solution

1. L’impédance d’entrée est donnée par l’expression suivante :

Ze =
ve

ie
ou Ye =

ie
ve

=
iB
ve

+
iP
ve

En alternatif, la tension ve peut s’écrire :

ve = RP.iP et ve = rBE.iB + RE (iB + biB) = (rBE + (b + 1) RE) iB

Nous déduisons l’expression de l’admittance d’entrée :

Ye =
1

RP
+

1
rBE + (b + 1) RE

ou Ze = RP// (rBE + (b + 1) RE)

2. Le calcul du gain A1 est déterminé en utilisant le schéma équivalent de la fi-
gure 6.40.

A1 =
vS1

ve
=

RE (b + 1) iB
rBE.iB + RE (b + 1) iB

=
(b + 1) RE

rBE + (b + 1) RE

Lorsque la résistance rBE est très faible devant (b + 1)RE, le gain en tension A1 se
simplifie :

A1 =
vS1

ve
==

(b + 1) RE

rBE + (b + 1) RE
=

1
1 + ´

≈ 1
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De la même façon, nous utilisons le schéma équivalent de la figure 6.40 pour déter-
miner A2.

A2 =
vS2

ve
=

−RC.biB
rBE.iB + RE × (b + 1) iB

=
−bRC

rBE + (b + 1) RE

Lorsque la résistance rBE est très faible devant (b + 1)RE, et en négligeant 1 devant
b, le gain en tension A2 se simplifie :

A2 =
vS2

ve
≈ −bRC

rBE + bRE
≈ −bRC

bRE
= −RC

RE

3. Pour calculer l’impédance de sortie, nous transformons le schéma équivalent du
montage.

➤ Lorsque la sortie est vS2, nous obtenons le schéma de la figure 6.41. Nous simpli-
fions davantage le schéma pour aboutir à celui de la figure 6.42.

Le générateur de courant bIB est supposé idéal, sa résistance interne est de ce fait
infinie, l’impédance de sortie devient :

ZS =
vS2

iS2
= RC

➤ Lorsque la sortie est vS1, le schéma équivalent est celui de la figure 6.43. Nous
pouvons simplifier le circuit pour obtenir la figure 6.44 :

iBβrBE

R E

RC
vS2RP

B C

E

iS2

iE

iC

Figure 6.41 Transformation du schéma équivalent du montage.

La tension entre la base et l’émetteur étant : vBE = rBEiB, le générateur de courant
biB a une résistance infinie, la tension à ses bornes est la même tension que celle qui
se trouve aux bornes de rBE. Or, le courant débité par ce générateur est biB, le circuit
se comporte comme si cette branche possèdait une résistance r′.

vEB = −rBE.iB = −r′.b.iB

la résistance r′ est : r′ =
rBE

b
.
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iBβ

rBE//RE RC

vS2

B

CE iS2iC

Figure 6.42 Schéma équivalent simplifié du montage.

iBβ

rBE

R E

RC
vS1

RP

B C

E

iE

iB

Figure 6.43 Schéma équivalent lorsque la sortie est vS1.

iS1

β
rBE R E

RC

vS1

B

C

E

iE iB

iB

Figure 6.44 Transformation du schéma simplifié du montage.

Nous pouvons donc remplacer cette branche par une résistance :
rBE

b
. L’impédance

vue du côté de la sortie est dans ce cas :

ZS = rBE//

(
rBE

b

)
//RE
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Souvent la valeur de RE est très grande par rapport à
rBE

b
. Dans ce cas, l’impédance

de sortie est pratiquement égale à :

ZS ≈
(

rBE

b

)
//RE ≈ rBE

b

Exercice 6.2 Étude d’un montage base-commune

Soit le montage de la figure 6.45, représentant un transistor bipolaire qui fonc-
tionne en montage base commune.

vS
R1 RE

RU

VCCC2

C1

eg

R2 RC
C3

Rg

Figure 6.45 Montage base commune d’un transistor bipolaire.

Le signal d’entrée eg attaque l’émetteur du transistor, la sortie du montage se
trouve au niveau du collecteur. Nous supposons que tous les condensateurs se
comportent comme des courts-circuits à la fréquence de travail.
Nous donnons :
VCC = 15 V, VBE0 = 0,7 V, b = 100, R1 = 10 kV, R2 = 40 kV, RE = 1 kV,
RC = 2 kV, RU = 10 kV, Rg = 100 V.

1. Calculer le point de fonctionnement de coordonnées : (IC0 , VCE0).

2. Donner le schéma équivalent en petits signaux

3. Calculer le gain en tension, la résistance d’entrée en sortie ouverte et la résis-
tance de sortie.

Solution

1. Pour déterminer le point de fonctionnement, nous calculons en continu le généra-
teur de Thévenin au niveau de la base du transistor, nous négligeons le courant IB par
rapport au courant IC :

R1

R1 + R2
× VCC =

R1 × R2

R1 + R2
× IC0

b
+ VBE0 + RE × IC0

10
50

× 15 =
400
50

× 103 × IC0

100
+ 0,7 + 103 × IC0

soit :
IC0 = 2,13 mA
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Nous déduisons la tension VCE0 :

VCC = (RC + RE) IC0 + VCE0

VCE0 = 15 −
(
3 × 103 × 2,13 × 10−3

)
= 5,61 V

2. Le schéma équivalent s’obtient en faisant les remarques suivantes :

– les condensateurs sont remplacés par des courts-circuits ;

– le schéma équivalent du transistor ne comporte pas les condensateurs inter-
électrodes.

La résistance de la jonction base-émetteur est notée rBE et rCE est la résistance vue
entre le collecteur et l’émetteur. La valeur de cette dernière résistance est très élevée.

3. Calcul des paramètres du quadripôle équivalent à l’amplificateur :

➤ Gain en tension

Nous transformons le schéma équivalent de la figure 6.46, en remplaçant la source
de courant par une source de tension. Le schéma équivalent devient celui de la fi-
gure 6.47.

rBE

Rg

RC RU
eg

RE

iB

ie

ve

βiB

rCE

vS

Figure 6.46 Schéma équivalent du montage base commune.

rBE RCRE

iB

ie

ve

βiB.rCE rCEE

M

RU
ve

Rg

eg

vSv’

C

Figure 6.47 Schéma équivalent modifié.
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Nous écrivons les équations suivantes :

ve = −iB.rBE et vS =

(
RU//RC

)(
RU//RC

)
+ rCE

v′

ve = (biB.rCE) + v’

soit :

vS =

(
RU//RC

)(
RU//RC

)
+ rCE

(ve − (biB.rCE)) vS =

(
RU//RC

)(
RU//RC

)
+ rCE

(
ve +

(
b × rCE

rBE

)
.ve

)

Le gain en tension devient dans ce cas :

AV =
vS

ve
=

(
RU//RC

)(
RU//RC

)
+ rCE

(
1 +

(
b.rCE

rBE

))

Les ordres de grandeurs donnent une valeur de rCE très élevée (nous supposons sa
valeur infinie). L’expression précédente du gain se simplifie pour donner :

AV =
vS

ve
≈ RC//RU

rCE

(
b.rCE

rBE

)
≈ RC

rCE

(
b × rCE

rBE

)
≈ b

rBE
.RC

sachant que la valeur approchée de la résistance de la jonction rBE est :

rBE ≈ 26 mV
IB0

=
26 mV

IC0
× b

ce qui donne :

AV ≈ 1
26 × 10−3

IC0.RC ≈ 38 × IC0.RC

L’expression du gain est identique à celle trouvée pour un émetteur commun, mais
la tension de sortie et la tension d’entrée sont en phase.

➤ Résistance d’entrée

Nous commençons par transformer le générateur de courant biB et la résistance rCE

en un générateur équivalent de tension. Lorsque nous appliquons une tension d’entrée
entre l’émetteur et la masse, en sortie ouverte, nous obtenons le schéma équivalent
donné à la figure 6.48.

rBE RCRE

iB

ie

ve

βiB.rCE rCEE

M

C

Figure 6.48 Transformation du générateur de courant en générateur de tension.
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rBE RéqRE

iB

ie

ve iéq

E

M

Figure 6.49 Schéma équivalent simplifié du montage après transformation.

Nous transformons de nouveau le générateur de Thévenin formé par la source idéale
de tension biB .rCE et sa résistance interne formée par la mise en série de rCE et RC en
un nouveau générateur de courant comme indiqué à la figure 6.49.

iéq =
biB.rCE

rCE + RC
et Réq = rCE + RC

La tension qui apparaît aux bornes du générateur de courant est : vME = rBE.iB ce qui
revient à remplacer ce générateur par une résistance :

R =
rBE × (rCE + RC)

brCE

La résistance d’entrée résulte de la mise en parallèle de quatre résistances : RE, rBE, Réq

et R :

Re = RE//rBE// (rCE + RC) //

(
rBE × (rCE + RC)

brCE

)
L’ordre de grandeur de rCE est très élevé (nous la supposons infinie). Si nous consi-
dérons la valeur de b � 1 l’expression de la résistance d’entrée se simplifie :

Re ≈ RE//rBE//

(
rBE

b

)
≈ rBE

b

L’ordre de grandeur de la résistance d’entrée est de quelques dizaines d’ohms. Ce
montage ne peut être utilisé que pour avoir une adaptation d’impédance et sert pour
la haute fréquence. Dans ce cas, le gain total en tenant compte de la résistance Rg

devient :

AV(total) ≈ 38 × IC0 ×
(
RC//RU

)
× Re

Re + Rg

➤ Résistance de sortie

Nous commençons par transformer le schéma équivalent en court-circuitant la source
eg et en déconnectant la charge RU. Le schéma est donné à la figure 6.50.

La tension v peut s’écrire de différentes façons, ce qui nous permet de déterminer les
différents courants qui circulent dans RE et dans Rg.

v = rBE.iB = RE.iE = Rg.ig
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rBE RCRE

iB

βiB.rCE rCEE

M

vRg
vS

iS

Figure 6.50 Méthode de calcul de la résistance de sortie en court-circuitant l’entrée.

RC

βiB.rCE rCE

Réq
vS

iS
iéq

Figure 6.51 Schéma équivalent simplifié du montage après transformation.

ce qui donne :

iE =
rBE

RE
iB et ig =

rBE

Rg
iB

Le schéma équivalent se simplifie davantage pour donner le schéma de la figure 6.51.

Réq = rBE//RE//Rg et iéq = rBE.iB

(
1

rBE
+

1
RE

+
1

Rg

)
Nous pouvons maintenant remplacer le générateur de tension biB.rCE. Ce générateur
qui est parcouru par le courant iq, peut être remplacé par une résistance R :

R =
b.rCE

rBE

(
rBE//RE//Rg

)
= b.rCE

(
rBE//RE//Rg

rBE

)
rBE, RE et Rg sont des résistances de faibles valeurs comparées à la valeur de brCE.
La résistance R est donc très élevée, d’ordre de grandeur brCE. La résistance vue en
sortie est :

RS = b.rCE//RC ≈ RC

Exercice 6.3 Filtre passe-bas d’ordre 3 à amplificateurs opérationnels

Pour réaliser un filtre passe-bas d’ordre 3, nous associons en cascade la cellule
d’ordre un donnée à la figure 6.52 et la cellule d’ordre 2 donnée à la figure 6.53.
Nous supposons que les amplificateurs opérationnels sont idéaux.
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+

-

Ve1
VS1

R

C1 = αC

R

Figure 6.52 Montage-intégrateur.

VS2

C3 = γC

UA

R

Ve2

BA
R

+

C2 = βC
-

Figure 6.53 Structure de Sallen-Key.

La fonction de transfert normalisée s’écrit sous la forme :

H(s) =
1

1 + 2s + 2s2 + s3
=

1
1 + s

× 1
1 + s + s2

Nous choisissons des résistances identiques : R = 10 kV et C = 3,18 nF.

1. Calculer les fonctions de transfert H1 et H2 En déduire H.

H1 =
VS1

Ve1
; H2 =

VS2

Ve2
; H = H1 × H2

2. Calculer les valeurs de a, b et g

3. Tracer les courbes du gain en fonction de la fréquence.

Solution

1. Nous reconnaissons, à la figure 6.52, le schéma d’un intégrateur. Le calcul de sa
fonction de transfert est :

H1(p) =
VS1

Ve1
= −Z1

R
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avec

Z1 =
R

1 + RC1p
soit :

H1(p) = − 1
1 + R1Cp

Pour le deuxième montage, nous remarquons que VB = VS2 (l’amplificateur opéra-
tionnel est idéal). Nous appliquons au point A le théorème de Millman.

VA =

Ve2

R
+

VS2

R
+ VS2C3p

1
R

+
1
R

+ C3p
=

Ve2 + VS2 (1 + RC3p)
2 + RC3p

Au point B, nous avons un diviseur de tensions. Si nous notons ZC2 l’impédance du
condensateur C2, la tension de sortie devient :

VS2 = VB = VA
ZC2

ZC2 + R
=

VA

1 + RC2p

soit :
VA = VS2 (1 + RC2p)

H2(p) =
VS2

Ve2
=

1
(1 + RC2p) (2 + RC3p) − (1 + RC3p)

=
1

1 + 2RC2p + R2C2C3 p2

La fonction de transfert du filtre total devient :

H(p) = H1(p) × H2(p) = − 1
1 + RC1p

× 1
1 + 2RC2p + R2C2C3 p2

2. Si nous notons s = RCp, la fonction de transfert devient :

H = H1×H2 =
1

1 + as
× 1

1 + 2bs + bgs2
=

1
1 + (a + 2b) s + b (2a + g) s2 + abgs3

L’identification donne :
1

1 + as
=

1
1 + s

1
1 + 2bs + bgs2

=
1

1 + s + s2

nous en déduisons :
a = 1, b = 0,5 et g = 2

Nous pouvons déterminer les valeurs des condensateurs du montage final :

C1 = aC = 3.18 nF, C2 = bC = 1.59 nF et C3 = gC = 6.36 nF.

3. Pour tracer les courbes du gain en fonction de la fréquence, nous remplaçons dans
chaque fonction de transfert, les valeurs de R, aC, bC et gC.

La fréquence de coupure et la fréquence caractéristique sont identiques : fC = f0 = 5 kHz.

La courbe du gain de H1 est la courbe classique d’un intégrateur (filtre d’ordre 1).

La courbe du gain de H2 est la courbe d’un filtre de second ordre. Son coefficient m
étant égal à 0,5 donc inférieur à 0,7, nous obtenons une surtension.
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La fonction de transfert finale est :

H(s) =
1

1 + 2s + 2s2 + s3
=

1
1 + s

× 1
1 + s + s2

H(s) = − 1

1 + 2j
v

v0
− 2

(
v

v0

)2

− j

(
v

v0

)3

avec :

v0 =
1

RC
ou f0 =

1
2pRC

= 5 kHz.

Pour f = f0, la fonction de transfert devient :

H(p) = − 1
1 + 2j − 2 − j

=
1

1 − j
soit : |H(jv0)| =

1√
2

Cette fréquence correspond donc à la fréquence de coupure.

H1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

-60

-50
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-20

-10
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10
Gain (dB)

Fréquence (Hz)

H2

H3

Figure 6.54 Courbes du gain en fonction de la fréquence.

Exercice 6.4 Étude comparée d’un filtre de Wienn simple et d’un filtre
de Wienn amélioré

Soit le montage d’un filtre de Wienn donné à la figure 6.55 et le montage de la
figure 6.56 représentant un autre filtre de Wienn, amélioré grâce à l’utilisation
d’un amplificateur opérationnel.

1. Pour le montage de la figure 6.55, calculer la fonction de transfert du filtre.
Tracer la courbe du gain en fonction de la fréquence dans le cas particulier :

R1 = R2 = R et C1 = C2 = C.

Déterminer le coefficient de qualité Q1.

2. Refaire le même travail pour le montage de la figure 6.56. Conclure.
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VSVe

R1

R2 C2

C1

Figure 6.55 Filtre de Wienn.

+-

VS

R R

Ve

R1

R2 C2

C1

Figure 6.56 Filtre de Wienn amélioré.

Solution

1. Nous commençons par étudier le premier montage.

➤ Calcul de la fonction de transfert du premier filtre

Notons :

Z1 = R1 +
1

jC1v
et Z2 =

R2

1 + jR2C2v
.

VS1

VE
=

Z2

Z1 + Z2
=

1
1 + Z1Y2

=
1

1 +

(
R1 +

1
jC1v

)(
1 + jR2C2v

R2

)
En développant le dénominateur, nous obtenons :

VS1

VE
=

jR2C1v

jR2C1v + (1 + jR1C1v ) ( 1 + jR2C2v)
VS1

VE
=

jR2C1v

1 + jv (R2C1 + R1C1 + R2C2) − (R1R2C1C2 ) v2
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Il s’agit d’un filtre passe-bande (filtre de Wienn). Sa fonction de transfert peut se
mettre sous une forme standard :

H1 (jv) =
VS1

VE
= A

j
v

v01

1 + 2jm
v

v02
−
(

v

v03

)2

avec :

v01 =
1

R2C1
; v02 =

1
R2C1 + R1C1 + R2C2

; v03 =
1√

R1R2C1C2

Cas particulier :
R1 = R2 = R et C1 = C2 = C

soit :

v01 = v02 = v03 = v0 =
1

RC

H1 (jv) =
VS1

VE
=

jRCv

1 + 3jRCv − (RCv)2 =
j

v

v0

1 + 3j
v

v0
−
(

v

v0

)2

Par identification, nous trouvons A = 1 et m = 1,5.

La fonction de transfert devient :

H1 (jv) =
VS1

VE
=

jx
1 + 3jx − x2

=
1

3 + j

(
x − 1

x

)
avec : x =

v

v0
qui représente la pulsation normalisée

➤ Tracé de la courbe du gain en fonction de la fréquence

Le module de la fonction de transfert est :

|H1 (v)| =
∣∣∣∣VS1

VE1

∣∣∣∣ =
1√

9 +

(
x − 1

x

)2

Ce résultat montre que pour x = 1, le module est maximal et vaut |H1|Max = 1/3.
Nous avons toujours un amortissement. Nous déterminons les courbes asympto-
tiques :⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
x � 1 H1(jx) ≈ jx (nous trouvons une pente de + 20 dB/décade)

x � 1 H1(jx) ≈ 1/jx (nous trouvons une pente de − 20 dB/décade)

x = 1 H1 (jx) = H1Max

Le tracé de l’amplitude en fonction de la fréquence est donné à la figure 6.57.
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➤ Calcul du coefficient de qualité Q1

Pour déterminer le coefficient de qualité Q1, nous calculons les fréquences de cou-
pures fC1 et fC2 pour lesquelles l’amplitude est égale à l’amplitude maximale divisée
par

√
2.

|H1| =
|H1Max|√

2
=

1

3
√

2
=

1√
9 +

(
x − 1

x

)2

soit :
9 +

(
x − 1

x

)2

= 18

Nous obtenons une équation de second degré : x2 −3x−1 = 0 dont les deux racines
sont :

x1 =
+3 +

√
9 + 4

2
; x2 =

−3 +
√

9 + 4
2

ce qui donne les pulsations vC1 et vC2.

vC2 =
+3 +

√
9 + 4

2
v0 ; vC2 =

−3 +
√

9 + 4
2

v0

Le coefficient de qualité est :

Q1 =
v0

vC1 − vC2
=

1
3

2. Étude du deuxième montage.

➤ Calcul de la fonction de transfert

L’amplificateur opérationnel est supposé idéal, nous avons des courants entrants
nuls : {

VA = VB = VS2 = −Z2IS

VE − VA = VE − VS2 = Z1IE

VE − VS2

Z1
= −VS2

Z2

ce qui donne :
VE

Z1
= VS2

(
1
Z1

− 1
Z2

)

H2 (jv) =
VS2

VE
=

Z1Z2

Z1 (Z2 − Z1)
=

Z2

Z2 − Z1
=

1
1 − Z1Y2

H2 (jv) =
VS2

VE
=

1

1 −
(

1 + jR1C1v

jC1v

)(
1 + jR2C2v

R2

)

H2 (jv) = − jR2C1v

1 + jv (R1C1 + R2C2 − R2C1) + j2R1R2C1C2v2
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➤ Tracé de la courbe du gain en fonction de la fréquence

Il s’agit de la fonction de transfert d’un filtre passe-bande dont le tracé est donné à la
figure 6.57 dans le cas particulier R1 = R2 = R et C1 = C2 = C.

H2 =
VS2

VE2
= − jx

1 + jx − x2
= − 1

1 + j

(
x − 1

x

)

dont le module est :

|H2| =
1√

1 +

(
x − 1

x

)2

Ce résultat montre que pour x = 1, le module est maximal et vaut |H1|Max = 1. Nous
avons toujours un amortissement. Nous déterminons les mêmes courbes asympto-
tiques :⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
x � 1 H1(jx) ≈ jx (nous trouvons une pente de + 20 dB/décade)

x � 1 H1(jx) ≈ 1/jx (nous trouvons une pente de − 20 dB/décade)

x = 1 H1 (jx) = H1MAX

10-2 10-1 100 101 102

-40

-30

-20

-10

0

G
ai

n 
(d

B
)

Fréquence normalisée

H1

H2

Figure 6.57 Courbes du gain en fonction de la fréquence.

➤ Calcul du coefficient de qualité Q2

Nous pouvons calculer le coefficient de qualité comme précédemment, mais nous
pouvons aussi identifier la fonction obtenue par l’expression standard d’un filtre
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passe-bande.

H2 =
VS2

VE2
= − 1

1 + j

(
x − 1

x

) =
1

1 + jQ

(
x − 1

x

) =
1

1 + jQ

(
v

v0
− v0

v

)
Nous trouvons donc le coefficient de qualité : Q2 = 1.

Ce coefficient de qualité est plus élevé que le coefficient déterminé précédemment
(Q2 = 3Q1). L’introduction de l’amplificateur opérationnel permet d’améliorer la
sélectivité du filtre.

Remarque : Le choix d’une résistance R1 < R2 et C1 > C2 permet d’amélio-
rer d’avantage la sélectivité en augmentant davantage le coefficient de qualité.

Exercice 6.5 Source de courant commandée en tension à amplificateur
opérationnel

Soit le montage de la figure 6.58. Nous supposons que l’amplificateur opération-
nel est idéal.

+

-
R

Rg

kR1

R

R1

R1

RU

iS

eg

ie i-

i+

i2

i1

i3

i4 vS2

vS1

ve

Figure 6.58 Exemple de réalisation d’une source de courant commandée en tension.

Montrer que le courant de sortie débité dans la charge RU est indépendant de
celle-ci, ce courant s’écrit sous la forme : is = Yve

Solution
Le courant de sortie est donné par :

iS = i2 − i3 =
vS1 − vS2

R1
− vS2 − v+

R1

L’amplificateur opérationnel étant idéal, les courants entrants sont nuls : i+ = i− = 0.
Les courants i3 et i4 sont identiques : i3 = i4. Nous pouvons donc appliquer le divi-
seur de tension :

v+ = v− =
R

R + R1
vS2
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Le courant d’entrée ie et le courant i1 sont identiques : ie = i1 . Or :

ie =
ve − v−

R
=

v− − vS1

k.R1
=

v+ − vS1

k.R1

Nous pouvons donc déduire la tension de sortie :

vS1 = kR1

(
v−

kR
+

v−

R
− ve

R

)
=
(

1 + k
R1

R

)
v− − k

R1

R
ve

En remplaçant v− par son expression en fonction de vS1, nous obtenons :

vS1 =
(

1 + k
R1

R

)(
R

R + R1

)
vS2 − k

R1

R
ve

soit :

vS1 =
(

R + kR1

R + R1

)
vS2 − k

R1

R
ve

En utilisant les équations précédentes, le courant de sortie devient :

iS =
(

R + kR1 − (R + R1) − R1

R1 (R + R1)

)
vS2 −

k
R

ve

Pour obtenir une source de courant commandée en tension, la première quantité entre
parenthèses doit être nulle. Nous obtenons :

iS = − k
R

ve et

(
R + kR1 − (R + R1) − R1

R1 (R + R1)

)
vS2 = 0

k = 2 et is = − 2
R

ve

Le convertisseur tension-courant possède un coefficient de transfert égal à : Y = −2/R .
Ce coefficient est indépendant de la résistance de charge RU .

Exercice 6.6 Circuit raisonnant permettant une surintensité

Soit le montage de la figure 6.59. Nous supposons que l’amplificateur opération-
nel est idéal.

+

-

R1

R2

ve

ie

i-

i+

vS

C2

A

B

C1

Figure 6.59 Montage à amplificateur opérationnel permettant une surintensité.
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1. Nous supposons une tension d’entrée sinusoïdale d’amplitude V et de fré-
quence variable. Calculer la valeur f0 pour laquelle le courant à l’entrée ie du
montage est maximal. Tracer la courbe du courant en fonction de la fréquence
autour de f0.

Application numérique :

V = 10 V, R1 = R2 = R = 1 kV, C1 = 0,1 nF et C2 = 1 mF.

2. Calculer le coefficient de qualité. Conclure.

Solution

1. Nous supposons que l’amplificateur opérationnel est idéal.

i− = i+ = 0 et v - = v+ = vA = vS

Le courant ie passe donc dans le condensateur C1 et dans la résistance R2 .

ie =
ve − vB

R2 + ZC1
ou bien ie =

ve − vS

ZC1

Le potentiel du point B peut être déterminé en utilisant le théorème de Millmann :

vB =
vA.YC2 + v+.G2 + 0.G1

YC2 + G1 + G2
=

vS.YC2 + vS.G2

YC2 + G1 + G2

vB = vS.
YC2 + G2

YC2 + G1 + G2

Le courant ie devient dans ce cas :

ie =
ve

R2 + ZC1
− vS

R2 + ZC1
× YC2 + G2

YC2 + G1 + G2

or, vS = ve − ZC1.ie, ce qui donne :

ie =
ve

R2 + ZC1
− ve − ZC1.ie

R2 + ZC1
× YC2 + G2

YC2 + G1 + G2

ie −
ZC1.ie

R2 + ZC1
× YC2 + G2

YC2 + G1 + G2
=

ve

R2 + ZC1
− ve

R2 + ZC1
× YC2 + G2

YC2 + G1 + G2

ie =
ve

R1 [(R2 + ZC1) (YC2 + G1 + G2) − ZC1 (YC2 + G2)]

Finalement, nous pouvons déduire l’expression du courant d’entrée ie en fonction de
ve :

ie =
ve

R1 + R2 + j

(
R1R2C2v − 1

C1v

)



298 6 • Circuits à transistors et à amplificateurs opérationnels

Le courant d’entrée est maximal lorsque le module de l’impédance d’entrée Ze est
minimal :

|Ze| =

√
(R1 + R2)2 +

(
R1R2C2v − 1

C1v

)2

pour :

R1R2C2v − 1
C1v

= 0 , |Ze| = |Ze|min , ce qui donne :

v0 =
1√

R1R2C1C2
ou f0 =

1

2p
√

R1R2C1C2

L’impédance d’entrée minimale étant purement résistive de valeur R1 +R2, le courant
et la tension d’entrée sont donc en phase.

Pour tracer la courbe du courant autour de f0, nous utilisons pour l’axe des abscisses
et pour l’axe des ordonnées une échelle linéaire. En plus, nous normalisons les fré-
quences en les divisant par f0. L’allure de la variation du courant en fonction de la
fréquence est donnée à la figure 6.60.

0,6 0,8 1,0 1,2 1,4
0

1

2

3

4

5
Courant (mA)

Fréquence normalisée 

Figure 6.60 Variation du courant en fonction de la fréquence.

2. Le coefficient de qualité Q est donné par le rapport : Q =
f0
Df

soit : Q =
f0

fC2 − fC1
,

où fC2 et fC1 sont les fréquences de coupure qui correspondent à une division de la
sortie par

√
2. Ceci revient à avoir une valeur de l’impédance ZC1 = ZC2 =

√
2Zmin.

Nous pouvons résoudre l’équation suivante :√
(R1 + R2)2 +

(
R2C1C2v2 − 1

C1v

)2

=
√

2
√

(R1 + R2)2
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Le calcul est trop long, il est plus facile d’identifier la fonction de transfert obtenue
avec la fonction de transfert standard d’ordre 2 :

ie
ve

=
1

(R1 + R2) + j

(
R1R2C2v − 1

C1v

) =
jC1v

1 + j (R1 + R2) C1v + j2R1R2C2v2

ie
ve

=
1

(R1 + R2)
j (R1 + R2) C1v

1 + j (R1 + R2) C1v + j2R1R2C2v2

ie
ve

=
1

(R1 + R2)
× 2jmx

1 + 2jmx + j2x2

Nous en déduisons l’expression de m :

2m
v√

R1R2C1C2
= (R1 + R2) C1v

soit :

2m =
(R1 + R2) C1√

R1R2C1C2

Nous en déduisons donc l’expression du coefficient de qualité Q :

Q =
1

2m
=

√
R1R2C1C2

(R1 + R2) C1
=

1
R1 + R2

×
√

R1R2
C2

C1

Application numérique :

Q =
1
2
×
√

C2

C1
=

1
2
×
√

10−6

10−10
= 50.

Ce coefficient de qualité est relativement élevé. Il est souvent impossible d’obtenir
une telle valeur avec des circuits passifs RLC.

Exercice 6.7 Calcule des paramètres d’un quadripôle avec contre réaction

On souhaite calculer les paramètres du quadripôle équivalent total : amplification
à vide, impédance d’entrée et impédance de sortie.

On suppose pour l’amplificateur opérationnel un gain à vide AV0 = 105, une
impédance d’entrée Ze0 = 200 kV et une impédance de sortie ZS0 = 50 V. On
suppose aussi que le courant qui circule dans R2 et dans R1 est faible (à négliger
dans le calcul).

Application numérique : R2 = 90 kV et R1 = 10 kV.

1. Donner le Schéma du montage sous forme d’un système bouclé formé d’un
quadripôle HF et d’un quadripôle HR. En déduire le type de contre réaction réali-
sée.
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2. Calculer pour le montage complet (avec contre réaction) le gain à vide AV ,
l’impédance d’entrée Ze et l’impédance de sortie ZS.

 

+

–
VSVS

R
2

R1

VVe

ε

Figure 6.61 Amplificateur avec contre réaction.

Solution

1. Schéma équivalent
Le schéma équivalent de l’amplificateur opérationnel se met sous la forme d’un qua-
dripôle noté HF, le quadripôle de la chaîne de retour est formé d’un pont diviseur R1,
R2. Le schéma équivalent complet devient celui donné à la figure 6.62.

+

–
VS

R
2

R1

VVe

ε Ze0

Zs0

A
v0
ε

H
R

H
F

V
R

I
e I

S

I
R

Figure 6.62 Schéma de l’amplificateur sous forme de deux quadripôles.

On remarque donc qu’il s’agit d’une tension prélevée en sortie et réinjectée à l’entrée.
On parle d’une contre réaction du type : tension-série ou du type tension-tension.

2. Calcul des paramètres du schéma équivalent
Calcul de l’impédance d’entrée

L’impédance d’entrée du montage complet est déterminée à vide, lorsque le courant
de sortie est nul (IS = 0).

VS = AV0´ et VR =
R1

R1 + R2
× VS
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Soit : VR =
R1

R1 + R2
× VS =

R1

R1 + R2
× AV0´

Or, la différence de potentiel entre l’entrée « + » et l’entrée « – » est : ´ = Ve − VR,
ce qui donne :

Ve = ´ + VR = ´ +
R1

R1 + R2
× AV0´ =

(
1 + AV0

R1

R1 + R2

)
× ´

On note le taux de contre réaction : K =
R1

R1 + R2
et on trouve : Ve = (1 + AV0K)×´.

Sachant que l’impédance d’entrée de l’amplificateur opérationnel seul est : Ze0 =
´

Ie
.

L’impédance d’entrée du montage complet devient :

Ze =
Ve

Ie
= (1 + AV0K) × ´

Ie
= (1 + AV0K) × Ze0

L’impédance d’entrée se trouve augmentée par la contre réaction.

Calcul de l’impédance de sortie et de l’amplification

L’impédance de sortie du montage complet et l’amplification à vide sont déterminées
de la façon suivante :

VS = AV0´ + ZS0 (IS − IR) ≈ AV0´ + ZS0IS �� ´ = Ve − VR

VS ≈ AV0 (Ve − VR) + ZS0IS = AV0 (Ve − KVS) + ZS0IS

On trouve : VS =
AV0

1 + KAV0
× Ve +

ZS0

1 + KAV0
IS

Cette expression représente en fait la sortie de la source de tension de l’amplificateur
mise sous forme d’un générateur de Thèvenin équivalent. Lorsqu’on charge l’ampli-
ficateur par une résistance de charge RC, on obtient le schéma de la figure 6.63.

VSVe Ze

Zs

A
v

H

I
e

I
S

Ve RC

Figure 6.63 Schéma de l’amplificateur complet sous forme d’un quadripôle.

On trouve l’équation de sortie : VS = AV × Ve + ZSIS

Par identification, on trouve : AV =
AV0

1 + KAV0
et ZS =

ZS0

1 + KAV0
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Applications numériques :

K =
R1

R1 + R2
=

10
100

= 0,1

Ze = (1 + AV0K) × Ze0 =
(
1 + 105 × 0,1

)
× 200 × 103 ≈ 2 × 109 V

AV =
AV0

1 + KAV0
=

105

1 + 0,1 × 105
=

105

1 + 104
≈ 10

ZS =
ZS0

1 + KAV0
=

50
1 + 0,1 × 105

=
50

1 + 104
≈ 5 × 10−3 V

Exercice 6.8 Application de l’amplificateur opérationnel : multivibrateur
astable

On donne le montage de la figure (6.64 a) appelé comparateur à Hystérisis ou
trigger de Schmitt. L’amplificateur opérationnel fonctionne en commutation entre
V+

sat = VCC = 15 V et V−
sat = −VCC = −15 V qui représentent les tensions de

saturation de l’amplificateur opérationnel.
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V
S

V
S

V
e

V
e

R
1

R
1

R
2

R
2

RR

CC+

–

V
S

V
S

V
e

V
e

V
ref

V
ref

R
1

R
1

R
2

R
2

Figure 6.64

(a) (b)

Montage dit « trigger de Schmitt » en (a) et multivibrateur astable en (b).

1. Déterminer l’expression du potentiel de l’entrée « + » de l’amplificateur opé-
rationnel en fonction de la situation de la sortie VS.

2. Le montage précédent est modifié (figure 6.64 b). Ce montage est appelé mul-
tivibrateur astable. Déterminer l’expression du potentiel de l’entrée « – » en fonc-
tion de la situation de la sortie. En déduire l’évolution de la tension de sortie et en
déduire la période T .
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Solution

1. Expression du potentiel de l’entrée « + »

Si la tension de sortie est VS = V+
sat, c’est le cas si la tension d’entrée Ve < V+, pour

déterminer la tension V+, on applique le théorème de superposition et on obtient la
formule suivante :

V+
1 =

R1

R1 + R2
V+

sat +
R2

R1 + R2
Vréf

– Supposons maintenant que la tension d’entrée augmente. Au moment où sa valeur
dépasse la tension V+

1 , le trigger bascule et la tension de sortie devient égale à V−
sat.

Dans ce cas, la tension qui existe sur l’entrée « + » évolue rapidement et devient
égale à la valeur donnée par la formule suivante :

V+
2 =

R1

R1 + R2
V−

sat +
R2

R1 + R2
Vréf

– Si la tension d’entrée évolue maintenant et sa valeur diminue jusqu’à atteindre la
valeur de V+

2 . Le trigger va de nouveau basculer et la sortie devient égale à la valeur
de la tension de saturation positive V+

sat.

Nous remarquons sur la figure (6.65 a), qui donne la tension de sortie en fonction de
la tension d’entrée, que le passage « bas vers haut » est différent du passage « haut
vers bas ». Ce phénomène est connu sous l’appellation de cycle d’Hystérisis.

Le point A qui est le centre du cycle est donné par la formule suivante :

Ve =
V+ + V−

2
=

R2

R1 + R2
Vréf

Pour une tension de référence nulle (figure 6.65 b), le point A devient le point d’in-
tersection des deux axes et le trigger est centré et symétrique.

V
S ΔVe

A
+–

• • V
e• •

+

sat
V

−

sat
V

V
S

• • V
e•

V
1V

1 V
1

+

V
1

–

Figure 6.65

(a) tension de référence quelconque (b) tension de référence nulle

Cycle d’Hystérisis pour une référence quelconque (a) et pour une référence
nulle (b).
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2. Étude du multivibrateur astable

Le trigger précédent est maintenant modifié de façon à effectuer une comparaison
avec une tension d’entrée dépendant de la tension de sortie ce qui permet d’avoir des
tensions de sortie sans avoir à injecter une tension entrée Ve.

On a : V+
sat = +VCC et V−

sat = −VCC. La tension de référence est nulle ce qui donne :

V+
1 =

R1

R1 + R2
V+

Sat =
R1

R1 + R2
VCC et V+

2 =
R1

R1 + R2
V−

Sat = − R1

R1 + R2
VCC

La tension d’entrée Ve est la différence de potentiel obtenue aux bornes d’un conden-
sateur alimenté par une source de tension égale à ±Vcc à travers une résistance R.

Si l’on prend comme origine des temps le moment où VS passe à +Vcc par exemple,
Ve suit alors la loi classique étudiée auparavant et concernant la charge d’un conden-
sateur.

Ve (t) = VCC ×
[
1 − e−t/t

]
, avec : t = RC

Comme Ve (t) est une tension croissante, elle va franchir le seuil de commutation V+
1

à l’instant t1 donné en utilisant l’équation :

Ve (t1) = VCC ×
[
1 − e−t1/t

]
=

R1

R1 + R2
VCC

En conséquence la tension de sortie change de signe et le condensateur tend à se
charger jusqu’à −VCC (se décharger). La tension Ve (t) suit alors la loi d’évolution
suivante :

Ve (t) =
(
−VCC − V+

1

)
×
[
1 − e−

t−t1
t

]
+ V+

1

Le seuil de commutation qui est le reflet de la tension de sortie est maintenant égal à
V+

2 . Comme Ve est décroissante, il sera franchi à l’instant t2 tel que :

Ve (t2) =
(
−VCC − V+

1

)
×
[
1 − e−

t2−t1
t

]
+ V+

1 = −VCC × R1

R1 + R2

(
+VCC + V+

1

)
× e−

t2−t1
t = −VCC × R1

R1 + R2
+ VCC = VCC

[
1 − R1

R1 + R2

]

= VCC

[
R2

R1 + R2

]

VCC ×
[

1 +
R1

R1 + R2

]
× e−

t2−t1
t = VCC ×

[
2R1 + R2

R1 + R2

]
× e−

t2−t1
t = VCC

[
R2

R1 + R2

]

[2R1 + R2] × e−
t2−t1

t = R2, soit : t2 − t1 = t × Ln

[
2R1 + R2

R2

]

La tension de sortie redevient positive et le processus de charge du condensateur vers
la valeur +VCC recommence comme au début (Figure 6.66). Ce phénomène qui est
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symétrique est donc périodique. La demi-période est égale à (t2 − t1) et la période
est :

T = 2 × (t2 − t1) = 2t × Ln

[
2R1 + R2

R2

]
= 2RC × Ln

[
2R1 + R2

R2

]

t

+Vcc

Vs

-Vcc

-Vcc
1R

2R1R +

1R

2R1R +
+Vcc

Ve

Figure 6.66 Allures des tensions Ve et VS d’un multivibrateur astable.
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