Université de ABBAS Laghrour KHENCHELA

zéme

année
licence
LMD

Sciences &
Techniques

Meddour Belkacem
2016




TABLE DE MATIERES

Chapitre 1 : NOtIONS Q' @ITEUIS . ...t i e e e e e 1.
Chapitre 2 : Résolution des équations non linéaires..............ccoccevvevvnennn 4...
Méthode de dichotomie...........ocviiiii e, 5.,
Méthode de Newton-Raphson................oooo e, 6........
Méthode de Lagrange..........cooviiiiiiiiiiiiii e e G........
Méthode du poiNt fiXe........c.oviiiii e Z........
Chapitre 3: Méthodes directes de résolution desstémes d’équations
MBI, ...ttt et e e e e e e e e e 1 I
Méthode de Cramer.........coviiiiie i e N
Méthode de matriCe INVErSe........ccoovviiiieiie i e e, 10......
Méthode de GauUSS.......ccvivviie et e, 11......
Méthode de CholesKY.........c.ccuiiiiii e, 12.......
Méthode de factorisation LU...........ccoiiiiiiiici e, 13......
Algorithme de Thomas (TDMA).......c.coi i, 15.....
Chapitre 4 : Méthodes approximatives de résolutides systémes d’équations
MBI, .. e ettt e e e e e e e e e 17........
Méthode de Jacobi..........cooviiiiiii 18.......
Méthode de Gauss Seidel..........cccooviiiiiiii i 19.......
Utilisation de la relaxation............ccoooiiiiiiiiiiii i 19.....
Chapitre 5 : Interpolation polynomiale...........c.ccooviviiiiiiiiii e, 21...
Interpolaton Newtonienne.........c.ooovi i i, 22......
Interpolation Lagrangienne...........ocooevi i i i 23.....

Utilisation de la matrice de Vondermonde...............c..o..24

Chapitre 6: Approximation des fonctions..........cccooviiiiiiii i e 26...
Approximation en moyenne quadratique ................coeeiennnes 27...
Approximation par systémes orthogonauX........................ 29......

- Polynémes orthogonaux.............cccooviiiiiiiiiiienennnn, 30.....
- Approximation trigonometrique..............ccocvveiennnnn.. 33....

Chapitre 7: Intégration NUMEINQUE . .......c.oiviit it e e e aenaens 36....



Formules de quadrature.............cccviiiiiiii i e 36......

Méthode des trapezes........c.ovii i i 37........
Méthode de SImPSON.......ccooviii i e 38.......
Chapitre 8: Résolution des équations différentialerdinaires.................... 40
Méthode ' EUIEN.......... oo e 40......
Méthode d’Euler ameliorée............coooviiiiii i e, 42......

Méthode de Runge-Kutta.............coooo i 43.......



Introduction

L’analyse numérique est une branche des mathénestigBeaucoup de problémes ne sont pas
résolvables par les méthodes analytiques connuésst a cause de cela que sont apparues les
méthodes numériques.

Dans plusieurs cas I'approchement de la solutioacex dépend du nombre d’opérations a
répéter, ce qui impose une difficulté contre l'apmpiion de ces méthodes numériques.
L’apparition de l'ordinateur et I'extension de lfarmatique a rendu I'application des méthodes
numériques trés aisée du fait de I'élaboration d@ithmes implémentés dans des machines a
processeurs puissants.

Aujourd’hui la technologie ne cesse d’avancer psgu du nouveau continuellement dans
différents domaines, la recherche scientifique @&te plus loin, ayant pu comprendre et
modéliser les mécanismes de phénomeénes physiquiaignt ambigus il y a quelques années. Si
cela est rendu possible c’est grace a I'analyse énigue.

Prenons I'exemple suivant:
ez 1,2 A p p .
L'intégrale | ,e* dx nepeut pas étre calculée avec les méthodes classicpresues comme

intégration par parties, changement de variable....
En utilisant 'une des méthodes numériques d’irdéign I'impossible deviendra possible.
Si 'analyse numérique est de venue un outil praradrdans le calcul scientifique c’est grace aux
ordinateurs d’ou le terme numérique. Alors on eshse d'apprendre a programmer, tache
laguelle est devenue a la portée de tout le momaldepmoyens des langages de programmation
sur des machines équipées avec des compilateufertaisies faisant de la programmation un
plaisir plutdét qu’un travail.
Dans ce fascicule on se limite a des méthodes nguesr nécessaires aux étudiants de deuxieme
année licence (LMD) pour résoudre pas mal de pmolele rencontrés au cours de leur formation.
A remarqguer qu’'on s’est basé sur deux points esdent

1- Le cours doit étre simplifié.

2- Les connaissances acquises sont renforcées paxaéesples simples.
Enfin jespére que les lecteurs trouveront au majunslques choses d’utiles
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Chapitre 1 Notions d’erreurs

1) Définition de I'erreur
Dés la premiére aurore du calcul mathématique déiems de valeur exacte et d’erreur n’étaient
pas encore connus a cause de la simplicité dursgstie représentation des nombres en effet on
utilisait les entiers naturels et les fractionsnité telles que la moitié (1/2), le quart (1/4).eu
fil des années les systemes de représentation noedbres ont évolué et la nécessité de
considération de I'erreur ne cesse d’augmenter.
Plus la représentation est plus précise plus I'mgmze de I'erreur augmente. Aujourd’hui avec
des machines puissantes la représentation desresmast devenue plus profonde en termes de
détail par conséquent I'erreur est sensible. Ort pen ¢ca dans les calculs des trajectoires des
satellites par exemple.
Comme I'emploi des méthodes numériques se fait ayem des machines la connaissance de
I'erreur est d’une grande importance.
En termes simples I'erreur est la différence elanmleur exacte et la valeur approchée.

2) Sources d’erreurs
Une analyse fonctionnelle de I'environnement dubfame physique permet de localiser les

sources d’ou proviennent les erreurs (Fig. 1):

[ Probleme physiqgt ]—
A 4

[ Ordinateu H Solutior ] [ Modélisatior ]

A A

—[ Méthode numériqt ]4—

Figure 1. Sources d’erreurs
Ces erreurs peuvent provenir de 3 sources priresgali sont :

* Modélisation du probleme physique : Habituellemeiat modélisation des phénomenes
physiques parait plus compliquée alors on fait wegoaux hypotheses et aux
simplifications.

e Ordinateur : Au niveau de l'ordinateur les errenasssent lors de la représentation des

nombres en langage machine

-l



Cours de méthodes numeriq _l

* Méthode numérique : Le développement de Taylor uestoutil trés important pour

développer des méthodes numériques mais la tumec@Xliégligence des termes a droite

de la série) constitue une source d’erreur.

Exemple :

Pa) = o) + £ (o) (x = x0) +L22 (r = x)? b oo+ L0 (o — )

o

P2(x)
P1(x)
FO(x)

v A |
hY

j
b
,

¢ 01 |

x0

Figure 2. Approximation de f(x) en utilisant legepriers termes du développement de Taylor.
Py(x) = f(xo)
Pi(x) = f(xo) + f’(xo)(x — Xo)

f//(xo)
2!

Py(x) = f(xo) + f/(xo)(x —Xxp) + (x = x¢)?

L’erreur est :

Ry (x) = f(x) — B(x)

FOHD (e(x)) (x=x0) "V
(n+1)!

avec R, (x) = pour un certaire(x) compris entrex et x,

3) Définitions
1) Soient x un nombre réel donné et x* la valeur apipnative, on appelle I'erreur absolue :

Ax = |x — x *|

2) On appelle erreur relative E,.(x *) = le—xalc*l
. . o ,
Cette quantité peut étre rapproché'g(x *) — lex:cl | _ lle

Pratiguement on ne connait pas x mais x* donctiirapossible de calculekx mais on dispose

d’une borne supérieure telle que :
|x —x *| < Ax alors x*—Ax < x < x % +Ax
Oou x =x* TAx
3) Si Ax <0,5.10™ alors les chiffres a gauche de & puissance sont significatifs

d’'une autre maniére : écrivons Xx*
x*=p+d;,*10°1+d, x107%2+ -+ d, x10°™ + ---d,, x 10°™ p € IN et

-]
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p = n1n2n3

p+d 1071 +d, *107%2 4+ .-+ d,,, x10™™

(nynyns ... et (d,d,ds ....d,;) sont significatifs
Exemple x =71 =3,14159 et x*=2=3.142857

Ax = |x — x *| = 0.00126 < 0,5.107 veut dire que les chiffres 3,1 et 4 sont signtffsadonc on
écrit :
x*=3.14
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Chapitre 2 Résolution des équations non linéair§x)=0

Introduction
On s’est habitué a résoudre aisément les équatierngpe Ax? + Bx + C = 0 par le moyen du
calcul du fameux discriminanA a partir duquel on juge l'existence des racinesactss.
Malheureusement ce discriminant ne sera plus rérésfil s'agit de I'équation de type4x3 +
Bx%? + Cx + D = 0, celle-ci trés fréquentée, n'admet pas de méthiedeésolution analogue a la
précédente.
Et si on parle d’'un autre exemple d’équation detyp

cos (x3 +2x?>+3x—1)+ (2x?> + 5x + 1)sin(3x2 +2x —3) =0
On est convaincu qu’on passera un temps énormelpeésoudre analytiqguement si ce n’est pas
possible. Ces types d’équations appelées équatmmdinéaires peuvent étre résolues autrement
c.a.d. numériquement.
Dans ce chapitre on verra quelgues méthodes nunegrapstinées a résoudre de telles équations.
Localisation de la racine
Théoreme 1 Soit f : [a, b] — R telle que f est continue sur le segment [a, b] et f(a) - f(b) < 0.
Alors f possede une racine dans Ja, bl.
Soit 'exemple suivant : 1-x*+cos x=0 (1)
L’équation(1) peut s'écrire :x*-1=cos xc.a.d. les 2 courbes des deux fonctignsc-1 ety=cos x

se coupent au point qui est la racine de I'équdtion(Fig.1)

Figure 1. Localisation de la racine
La racine est contenue dans l'intervalle [1,1.5]
Théoreme? : Soit ¢ la racine exacte et c* la racine appréehde I'équation f(x)=0 sur [a,b] de

1

el
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Méthodes numériques de résolution
1. Méthode de dichotomie

Soitf(x) une fonction définie sun,b] etf(a)*f(b)<0 appliquons l'algorithme suivant :
1) Ondivisda,b] en sufa,m] et[m,b] m=(a+b)/2

2) Soit I'intervalle[a,m] on fait le test si f(a)*f(m)<0 on jet{en,a]

3) On revient au pas (1)

4) On refait (2)

5) On continue jusqu’a atteindre la précision dsir

Log(b—a)—Logse

Le nombre d'itérationsn = ¢ est la précision désirée

Log?2
Exemple :
Calculer la racine de I'équationx*+3x+1=0 avec 2 chiffres décimaux significatifs (cds) sur
[1,0]
Solution :

2 chiffres décimaux significatifs veut dire 0,546onc le nombre d'itérations :

Logl +3Log5.10

6.64
Log?2

n=

soit n=7 itérations

1% jtération

m¥Y=-0.5 [-1,-0.5] et [-0.5,0]
f(-1)*f(-0.5)=(-1)*(-0.625)=0.6250n retient [-0.5,0]
2°™Mejtération

m?=-0.25 [-0.5,-0.25] et [-0.25,0]
f(-0.5)*f(-0.25)=(-0.625)*0.23 =-0.14370n retien{-0.5,-0.25]

On continue jusqu’ & la®7¢itération, les résultats sont rapportés danshleda suivant :

N° itération Racine
1 -0.50
-0.25
-0.37
-0.3125
- 0.34375
- 0.328125
- 0.324218

N OO R WN

Donc la racine approchd®? est0.32

T
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2) Meéthode de Newton-Raphson (Tangentes)
y A
Pt

P2

a//xzx‘fb i
|
|

Soit f(x) une fonction définie sya,b] et f(a)*f(b)<0, la méthode de Newton-Raphson est une

méthode itérative exigeant une valeur initigle

1%®jtération x; = xy — 200
L7700 fixo)
2*Mejtération x, = x, — 102
27 i)
n®Meitération x, = x,,_, — Lon=1)
Tl frang)
Pour évaluer I'erreur on applique le théoréme 2 olr — x,,| < |x,, — X1l < €
Exemple :

Soit I'équation -x*+3x+1=0 sur[-1,0] déterminer la solution en utilisant 4 itérationsléer
I'erreur, la valeur initialex,= 0

Solution :

_ f(xn-1)

Foms) et portons les résultats dans un tableau
n-1

f(x)=-3x?+3, appliquons la formule,, = x,_,

[tération %

0
-0,33333333
-0,34444444

-0,3466889
-0,34716589
|x, — x3|=-0,00047698 0,0005< 0.5.10 c.a.d. 4 chiffres décimaux significatifs alarg=-0,3471

AIWIN|F

3) Meéthode de Lagrange (Cordes)
y A
Soitf(x) une fonction définie sya,b] et

f(a)*f(b)<0

y

| x2
|
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La méthode est aussi itérative :

Bre o i S e
1°"itération :x; = a f(b)_f(a)f(a)
emeig gL .. bmxg
2°MCitération x, = x; B0 f(xq)
b—xn-1

ieme 4 2 : . _ _
n- T itération x, = x,_q ONER) f(xn-1)

On peut évaluer I'erreur en utilisant le théorédau|c — x,,| < |x,, — x,_1]| < ¢

4) Meéthode du point fixe

Soitf(x) une fonction définie syn,b] etf(a)*f(b)<0, pour I'équation résoudféx)=0 on essaye de
trouver une fonctiorg(x) telle quex=g(x) et g(x) [a,b] et Ig'(X)I<L<1, L=max | g'(X)ka]

La valeur initiale de : x € [a,b]

1*¥®itération: x; = g(x,)

2°Mitération x, = g(x;)
n°Mitération x,.; = g(x,)

L’erreur peut étre évaluée pa — x,,| < |x,, —x,_1| < ¢

En cas de précision donnéen calcule le nombre d’itérations minimal :

- —Log(b — a) + Loge
o LogL

Exemple :
Résoudre I'équation $+ 1 =0 sur[-1,0] en prenanky,=- 0.5 et évaluer I'erreur apres 20

itérations.
Solution :
donc

Soit x=-cosx , g(X)=-cosx ¢ [-1,0]

max;_1,0; 19'(x)1=0.841=L

et g’'(X)=sinx est croissante suir-1,0]

Alors 1g’'(x)I<L et L<1, la fonctiong(x)= -cosxest le choix cherché donc on procéde au calcul :

Xk=0(Xx-1) (k=1,2,...,20 )les résultats sont stockés danaldkau suivant :

N° Itération Xy 9(%c1)

-0,5 -0,87758256
1 -0,87758256| -0,63901249
2 -0,63901249| -0,8026851
3 -0,8026851 | -0,69477803
4 -0,69477803| -0,76819583
5 -0,76819583| -0,71916545
6 -0,71916545| -0,75235576
7 -0,75235576| -0,73008108
8 -0,73008106| -0,74512034

=]
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9 -0,74512034| -0,73500631
10 -0,73500631| -0,74182652
11 -0,74182652| -0,73723573
12 -0,73723573| -0,74032965
13 -0,74032965| -0,73824624
14 -0,73824624| -0,73964996
15 -0,73964996| -0,73870454
16 -0,73870454| -0,73934145
17 -0,73934145| -0,73891245
18 -0,73891245| -0,73920144
19 -0,73920144| -0,73900678
20 -0,73900678| -0,73913791

X0 — X19/=0,00019466: 0,0002< 0.5.18 c.a.d. 4 chiffres décimaux significatifs alarsy=-0,7390




Cours de méthodes numériq l

Chapitre 3 Méthodes directes de résoluti@s dystemes d’éguations linéaires

Introduction
Un systeme d’équations lin€aires tel le suivant :

a11x1 + a12x2 + -+ alnxn == bl
az1X1 + az2X, + -+ AoynXy = bz

Ap1X1 + ApaXy + o+ Xy = by

Peut étre écrit sous forme matricielle :

aq; QA2 . Qqp X1 b1
Q21 Qa2 e Gon )% = )by} oy AX=B
An1  QApz =+ Qpp Xn bn

Définition

Une méthode de résolution d’'un systéme d’équatestsdite directe si on obtient des valeurs
finies aprés un nombre d’opérations

1) Méthode de Cramer

La méthode de Cramer est basée sur le calcul @éondiéant de la matrice A et les déterminants
associés aux inconnuggi=1,....,n)

Det A: Déterminant de la matrice A, avBet A=0

Det : Déterminant associé a I'inconnue x

_ Detl-
i = Det A

Soit le systéme a 3 équations :

A31%1 + Az2X; + Ay3x3 = by

{‘111951 + ay3x; + ay3x3 = by
a31X1 + A32X; + A3z3x3 = by

by ai; agz
b, az; azs

by ai; a3 be a a
_ b3 az; ass
Detl— bz azz a23 etxl -_ a11 a12 a13
b; as; as;z Qz1 Az QAz3
az; Qaszz daszs
a1 by ags

a b a
a1 b1 a3 a21 bZ a23
_ _ laz;s b3 aszs
Det=(az1 b au3| etXy = & a5 ars
as; bs ass az1 Az QAgz3

az; dzz aszs
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aj1 a1z by
azy Qazz by
az1 Azz bs
ai; Q12 413
az1 Qzz Aaz3
az; dzz aszs

a;1 QA by
ay1 dzy by
az; asp by

Det=

etx3 =

2) Méthode de matrice inverse

Soit le systéme d’équatiodsX=B ; multiplions les 2 membres paf ('inverse deA) :
A A X= A'B cela devient X= A'B

Pour calculer 'inverse da : Alzﬁ CT avecCj=(-1) " (Cofacteur);

Cas d’'une matrice carrée 3x3:

aj; A1z Qi3
A= <a21 Qzz a23)

az1 dzz dass
Cu1 =(-1)** .(Cofacteurh;=(-1)*"*.( ay,a35 — ay3as,)
C1=(-1)"*? .(Cofacteurys=(-1)**?.( a1 a33 — az1a3)
Ci=(-1)*** .(Cofacteurys=(-1)***.( a1 a3, — az,as;)
Co1=(-1)?*"* .(Cofacteuryi=(-1)*"*.( a;,a33 — az,a;3)
Co=(-1)?*? .(Cofacteurys=(-1)*"?.( a1 a33 — az1a53)
Cos=(-1)?*"* .(Cofacteurhs=(-1)*"*.( a1 az, — az1a;)
Ca1=(-1)*** .(Cofacteurki=(-1)*".(ay,a13 — a1,a,3)
Ca=(-1)**? .(Cofacteurk=(-1)*"?.( ay1a,3 — a1a43)
Ca=(-1)%*"® .(Cofacteur)ss=(-1)**"*.( ay1a,; — az1a43)
Exemple :
Résoudre par la méthode de matrice inverse leragst@ivant :

3 2 0 X1 -1
SHCRE
3 2 =1/ '3 -1

Solution :
3 2 0
DetA=|—-1 1 2 |=1
3 2 -1

Ci =+(1.(=1) — 2.2)=-5
Ci=-((-1D(-1) —3.2)=4
Ci=+( (=1).2 —3.1)=-5
Co=-(2(—1) — 2.0)=2
Co=+( 3.(—1) — 3.0)=-3
Cos=-(3.2—-3.2)=0
Cai=+( 2.2 — 1.0)=4
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C32:-( 3.2 - (—1) 0)=-6
Css=+( 3.1 —-(—1).2)=5

3) Méthode de Gauss (Pivot)
Soit le systeme d’équationsX=B, la méthode de Gauss est basée sur 'idée de trianguler

matriceA c.a.d.

a;; Q12 ... Qg Ay A o A

21 a2 ... an | ge transforme e Ady; Ay Azn | ainsi que le vecteus
An1 QApy =+ Qpp 0 0 e A

b, ‘B,

1_7_2_ se transforme eR BZ

b, \B,,

Exemple :

Résoudre par la méthode de Gauss le systeme suivant

2x1 +x2 _B.X3 == _1

[le_zxz‘l'x:g:l
3x1 - zxz + 2x3 = 2
Solution :

On porte les composantds A et B dans la matrice :

5 =2 1 1
<2 1 -3 —1) Soit le pivot5, multiplions 1a3° ligne par5/2 et retranchons de [Eligne et
3 -2 2 2

faisonsde méme avec I2° ligne en la multipliant pa/3

5 =2 1 1
<0 9/2 —-17/2 —7/2) soit le nouveau pivo®/2multiplions 1a3® par27/8et faisons la
o —4/3 7/3 7/3

somme avec la®digne
5 =2 1 1

<0 9/2 —17/2 —7/2) cela donnec; = —7 ;gx2 —§x3 = _?7 d’'oux, = —14 ; et enfin
0 0 —5/8 35/8

le - Z.XZ + x3 = 1 donnexl == _4

Tu
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4) Méthode de Cholesky
4-1. Mineurs principaux d'une matrice
Soit une matrice nxn en éliminantignes et colonnes on obtient une sous mapealors le
déterminant de cette sous matrice est appelé mprawaipal d’ordrep
ai1 A1z Ag3
Exemple 'A=<a21 az2 a23)

asz; dz; dszs

a11, Ay, et azz : Mineurs principaux d’ordré

Qzz A3 . _— ,
Det (a32 a33)=a22. as3 — d3.a53 €St un mineur principal d’ordre 2

ai1 Q2 Ag3
Det a21 a22 a23 = (_1)1+1. all(azz. a33 - a32. a23) + (_1)1+2. alz. (a21a33 -

az1 dzz dz3
31.0z3) + (—1)"*3. ay3. (az1. as, — az;a,,) est un mineur principal d’ordie
4-2. Mineurs principaux dominants d’'une matrice
Soit une matricaxn en éliminant les derniérdslignes et colonnes on obtient une sous matrice
pxpalors le déterminant de cette sous matrice esll@ppineur principal dominant d’ordpe

a1 A1z a13)

Exemple 'A=<a21 Azz 423
asz; dz; dszz

a,1: Mineur principal dominant d’ordré apres I'élimination def derniéres lignes et colonnes

a1 Qg2 . I . , N
Det (a a ):all.azz—a21.a12 est un mineur principal dominant dordrg apres
21 22

I’élimination de la derniére colonne et la dernikgee

a1 Q12 Ag3

Det (a21 a2 a23) est un mineur principal dominant d’ordse
31 dzz 0z3

4-3. Matrice définie positive

Une matriceA nxnest définie positive si chacun des mineurs preacipdominants est positif

Théoreme : Si A est une matrice symétrique définie positiVeexiste une matrice réelle

triangulaire inférieure L telle que : A=LL(L est une matrice triangulaire inférieure)

4-4. Factorisation (Décomposition) de Cholesky MM

Soit le systeme d’équatiods<=B, avec A une matrice symétrique et définie positivexiste une

matrice triangulaire inférieurd=LL".

AX=B sera remplacé parL"™X=B qu’on peut écrireLY=B qui est simple & résoudre, une fois le

vecteurY déterminé on résout le systeiex=Y

-]
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Exemple :
Résoudre le systéme d’équations :

3x1+x2—x3=1 3 1 -1
{ x1 + xZ = 2 A: ( 1 1 0

—x1 + x3 = 1 —1 0 1
Solution :

Vérifions les mineurs principaux dominants :

celadonne y; = 0.5773 ; =y, +

) ; A est symétrique

l31 3 1 -1
l32 = 1 1 0
l33 -1 0 1
V3 V3
/\@ T T3
T_ 2 43
L=l o 5 =
V3
0 0 5

v3 \Eyz = 2 cela donne

a;1=3>0
1 0\_
Det(0 1)-1>o
3 1 -1
Det[ 1 1 0 |=1>0alors7L/A=LL"
-1 0 1
li, 0 0 lin In
l,g lpz O 0 Iy
31 l3p 33 0 O
1}, =31 =3
. V3
l11.l21=1,l21=?
o, _ 3
li1.l31 = =1 I34= -3
l%1+l%2=1;122=\/§
V3
lp1.l31 + 1p2. 13, =0 I35, = 3
l§1+l§2+l§3:1;l33:§
V3 0 o\‘
3 2
L= 7 J3 © et
I gy
3 3 3
/\/5 0 0\
3 2 V1 1
3 3 0 {yz}={z}
IRERREREE
3 3 3
Y= 20412 2y + 2y, + 2y = 1y, = 1.4228

Pour trouver les inconnugson doit résoudre le systeme :

)
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RS
=

oo ¢ l&
I

w|&H

X1 0.5773
0 |{x2} =12.0412
X3 1.4228
0
V3

X3 = 24643 |2x, + Sx; = 2.0412 cela donne
3 3

o
@&«

X, = 07574 ; V3x, + 2x, — 2 x; = 05773 ; doncx; = 0.6617

5) Méthode de factorisation LU

Théoreme

Soit une matriceA nxn la factorisation Lude A aveli=1 (i=1,...,n) existe et unique si et
seulement si les sous matrices princip&g$=1,...,n-1)sont inversibles.

Basée sur ce théoreme la méthode de factorisdtion est analogue a celle de Cholesky mais
dans ce cas la matricé s’écrit :A=LU tel queL est une matrice triangulaire inférieure aljeel

(i=1,...,n)etU une matrice triangulaire supérieure c.a.d.

a’ll a12 . aln 1 O - 0 ull u12 - uln

a a e a D] = - - e U
A=( P21 G2z n Gan)ipsfla 10 0);u=[ 0 Mz Uan

Ani QApy - Qun [ lyp - 1 0 0 e Upn

Les composantdg etu; seront déterminées d’apres :

a’ll a12 aln 1 O 0 ull u12 uln
A1 Gy oo Gon | —[ln 1 o 0| 0 Uy i Uon
an1 Apnz "+ Qpn lnl an e 1 0 0 e Upp

ll]=05l]=l+1,,7’l

'U,U:OSl]:].,,l—l

_ i-1 — j-1
Ujj = A=~ D=t i Ukj 5 Lij = Qi = 2=y Lik Ukj /W5
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Une fois les composantgsetu; sont déterminées on résout le systelnYe=B apres on résout le
systemaJX=Y
6) Algorithme de Thomas (TDMA)

L’algorithme des matrices tridiagonales connu awssgis le nom de Thomas est une forme

simplifiée de I'élimination de Gauss. Elle est apgible aux matrices diagonalement dominantes
Cédlbll > ICil + |Cll'| (i:].,...,n)

a;xi_q + bixi + Ccixip 1 = di (i:].,...,n) aveca, = 0 etCn =0

[br & 0 0.0 0 0 91 %1 7 [dll
| a2 b, ¢, 0- 0 0 0 I X3 | d,
AX=D|0 @3 b3 c3: 0 0 0 || *s |:| d3 I
0 0 0 0'An-1 bn1 Cna [xn—lj [dn_lj
0 0 0 0- 0 an by, Xn n
L’algorithme est le suivant :
Premiére étape :
1- On multiplie La1® ligne para,
2- On multiplie La2® ligne parb,
3- On soustrai® ligne de lal® ligne
[bl Cl 0 0' 0 0 0][x1'| [d1—|
|0 bebi—cia; b0 0 0 0| X2 | |d
0 % hygo 0 0 0| % (o) ds
0 0 0 0 Gu1 bn1 Cn lxn_lJ ldn—lJ
0 0 0 0 ) 0 an bn xn dn

On refait avec la méme procédure pourJdighe avec 1&2° ligne, etc.... jusqu'arriver & [a°™®

k
ligne oubkx, = d¥ ce qui donne,, = ‘Zik : bk et d¥ les composantes d&, etD, deA etD

aprésk=n-1 opérations.

Deuxiéme étape :

On fait la remontée :

iemey: gt et
Ala (n-1)*"ligne x,_; = = — = *n
bn bTL

En faisant de méme jusqu’alaligne.
La forme générale pour trouver les; peut étre :

xi-1 =Yix; + B (i=1,...,n-1) (1)
et en faisant intervenir;x;_; + b;x; + ¢;x;,; = d; cela donnera :

X, = —x +E%E =1 n-1)(2)

Loayitb; a;yitb;

En faisant 'analogie entre (1) et (2)

-]
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X; = Vi+1Xis1 + fira (=1,...,n-1) 3)
. —Ci di—a;Bi -
Avec: Y1 = m et Biy1 = m (|—1,...,n-1)

Conditions aux limites :
a) SOitxO =y1x1+,31 =0=> ]/1=0 etﬁl =O

. . . dn—
b) Soiti=n (derniére ligne) x,,,; = 0 doncx, = Yny1Xn+1 + Bnri= a"ya—’ﬁ"
nrn n

pouri=1 (premiére ligne)x; = —L-x, + L=y, =—L etf, =L
by by by by

et on fait de méme poir2 jusqu'a i=n-2
Exemple :
Résoudre le systeme suivant en utilisant I'algargrde Thomas TDMA :

2 1 0 0 O 0 1r*1 [0]
-1 -3 2 0 0 0]|* |2|
0 0 1 1 0 0]llxs|_|3

0 0 1 2 -1 o][x41
0 0 0 1 3 —2|lxs [1]
0 0 0 0 2 s5ilx! Lo

Solution :
n:6 et)/l = ﬁl = O
On commence par calculer en descendant les cesffecy; et ; (1=2,...,6)en commencant par

—C1 _dy
b, ¢tF=7

1

Y2 =

jusqu’a:

—Cs et B, = de—asfs
asYe+be 7 a6Y6tbs

Et on calcule lesjen remontant, commencgant pgr

Y7 =

Xe = V7X7 + B7 (x; =0) doncxe =
puisSxs, x4, X3, X, et finalementy;

Les résultats sont portés dans le tableau ci-dessou

i a b, G d Yi ,Bi Xi

1 0 2 1 0 0 0 -2,05
2 -1 -3 2 2 -0,5 0 4,1
3 0 1 1 3 0,8 -0,8 6,125
4 1 2 -1 -1 -1 3 -3,125
5 1 3 -2 1 1 -4 0,875
6 2 5 0 -2 0,5 1,25 -0,75
7 0 -0,75
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Chapitre 4 Méthodes approximatives de résolutiors dgstemes d’équations
linéaires

Introduction
Les méthodes approximatives ou itératives pouédalution des systemes des équations linéaires
de typeAx=b sont basées sur I'idée de construire une suiteedeurs< qui converge vers une
solution exacte x en utilisant une fonction linéditelle quexX*'= f(x) (keIN)
Définitions
a) Une méthode itérative est dite convergentiérsi,_,...x*) = x oux est la solution exacte
du systéme
b) Une méthode itérative™ = f(x*) est consistante s f(x) avecx est le vecteur de solution
exacte
c) On appelle erreur a I'itératidn(kIN) de la méthode itérative le vecter(k)=x*-x
Forme réduite d’un systeme d’équations linéaires
Le systemeéAx=Db peut étre écrix=B x+c avecB est une matrice & est un vecteur, c’est par cette
forme réduite que le processus itératif ait lieu :

Théoreme
Soit le systéme réduit Le processus itérafitsB x+c, le processus itératif converge vers une
solution unique si 'une des normes canoniques adenatrice B est est inférieure a 1 et la
convergence ne dépend pas du vecteur inifial x
Les 3normes canoniques :

1- |IBll;n = max; ¥;|a;;| norme en lignes

2- ||IB|l; = max; ¥;|a;;| m :norme colonnes

3- |IBllx = 1/Zij|aij|2

Evaluation d’erreur du processus itératif

Pour estimer I'erreur des approximations du pracegsgratif on utilise les formules suivantes :

Bl

k k k-1
x—x"|| < - X
Il = x4l < 77| I

ou

IB]I*
llx = x| < ——=Ilx* — x°|
1Bl
Remarque :

En pratique si on impose une précisionn peut estimer I'erreur par :

T
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IXx V< e cela emmeénera a écrifef — xf7!| < & (i=1,...,n)
Méthode de Jacobi

Soit le systéme d’équations suivant :

ai1X, + aAq12Xy + -+ AnXpy = b1
alel + azzxz + -+ aann == bz

Ap1X1 + ApaXy + o+ AnX, = by

Ce systeme peut étre écrit sous la forme suivante :

X1 = by — (A12%; + -+ + aypXp) /a4
Xy = by — (Az1%1 + -+ + A1pXy)/ Az

Xp = by — (Ap1X1 + -+ A (n-1)Xn-1)/Ann
Cette forme est appelée forme réduite du syst#&xsd. Elle peut s’écrire autrement :
x; = [b; — Xiq aijxjl/ay i=1,...,n
Le processus itératif aura lieu en utilisant unteec initial ¥ et la forme réduite peut étre
formulée comme suite :
X = [b; — Xioyayxf]/ay ;i=1,...n et i#j
Exemple :

0
Résoudre par la méthode de Jacobi en utili3aétrations et un vecteur initiak® = {0}
0

Solution :
-1

—x1 + xz + 3x3
Le systéme X1+ 2x; =
3x1 + xz - x3 = 1

N

Le systéme s’écrira en forme réduite :

x1=(—1—x2—3x3)/—1 x1: 1+x2+BX3
X, =(2—x1)/2 sera X, =1—x4/2
X3 =(1—3x1 +x2)/—1 X3 =—1+3x1—x2
- 1% itération :
xt=1+x9+3x3 xi=1
xi=1-x9/2 celadonne { xi=1
x3=—1+3x)—x xi=-1
- 2°itération
x?=1+x3+3x3 xi=-1
x2=1-—x1/2 cela donne {x2 = 0.5
x5 =—1+3x] —x3 x5 =1
-3%itération
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x13=1+x§+3x§ x3 =4.5
x3=1-x%/2 cela donne < x3 =0.75
x5 =—1+3x% — x5 x3=-45

Méthode de Gauss-Seidel
La méthode de Gauss-Seidel est une amélioratida deethode de Jacobi en effet elle rend le
processus itératif plus rapide.

k+1 obtenue dans la iéme

Le systeme réduit reste le méme sauf que la valeurelle dex;
équation sera injectée dans la suivante.

Le processus itératif se fera avec un vecteurirgti I'utilisation de la formule :
= [b; — Z} 1al]] Z} i+1 Aij ]]/a”,l =1,.

Exemple :
Résoudre par la méthode de Gauss-Seidel le sygtedcédent en utilisar itérations et un

0
vecteur initial x° = {0}

0
Solution :
- 1°itération :
x%=1+x§+3xg xi =1
xi=1-—x1/2 cela donne {xi = 0.5
x3=—-1+3x] —x3 x3 =15
- 2°itération
xt =1+ x5+ 3x3 x2 =6
x5=1—x%/2 celadonne {x% = -2
2=—1+3x?—x% x2 =19
-3 itération
x3=1+x2+3x32 x3 =56
x3=1-—x3/2 cela donne {x; = —27
x5 =—-143x3 —x3 x3 = 194

Utilisation de la relaxation

La convergence du processus itératif comme a gb@lg précédemment ne dépend pas du vecteur
initial seulement la vitesse de convergence quiaffectée mais pour accélérer le processus on
utilise la relaxation.

Soit le systéme d’équationsAx=b (2)

La matriceA peut s’écrire :  A=L+D+U

Ou: L, DetU sont des matrices respectivement triangulaire igtiée, diagonale et triangulaire
supérieure.

En remplacant dand) et en multipliant pa® avecwe [0,2] :
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w(L+D+U)x= wb (2)
En ajoutanDx (2)s’écrira: (D+wlL)x=wb-[wU+(w-1)D]x

Le processus itératif permet d'écrirtD+ L)X PV=wb-[wU+(w-1)D]x®

Cela donne : Xt = (1 — w)xf + wlb; — X5 ag Tt = X0 axf 1/ a

i=1,...,n

Siw = 1 on tombe sur la méthode de Gauss-Seidel.

On utilise w > 1 pour accélérer la convergenet w < 1 pour forcer la convergence d’un

processus divergent.
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Chapitre 5 Interpolation polynomiale

Introduction
En pratiqgue on rencontre souvent des problémes donktion décrivant une grandeur physique
donnée n’est connue que par des valeurs de mesudes
points donné$(x1,y1) ; (X2,¥2) ;....... : (% Yn)} , ou en d’autres
cas connue mais tellement complexe qu’on cherchHa a
remplacer par un polyndnigx)=ap+ax+ax’+....+a"x".

Tel est le cas de I'exemple suivant :

120,298

¥ /(
.
66,768 |

91,073

Un tourillon de section variable et de longuéLon désire

écrire la section en fonction de la distar@ea.d.

S(XRP(X)= agtax+axc+....+a %

&4a;
~

On reléve les diameétreks (i=1,...,10)a des distances x

b

L1

Définitions

Soit une fonctiory=f(x) définie surf[a,b] n fois dérivable qu’on veut approcher par un poiyed
P(x) par 'usage des points donnés,,y1) ; (X2,¥2) ;....... ; OfeYn)}

1- A cause de I'approximation I'erreur intervient :

E(X)=f(x)-P(x)

2- Les points(x,yi=f(x;)) sont appelés points d’appui

3- L’intervalle [a,b] est appelé intervalle d’interpolation

Théoreme 1

Etant donnés (n+1) points d’appuiifx) (i=0,...,n), il existe un seul polyndme d’interpiide
P(x)

Théoreme 2

Soit f une fonction définie sur [a,b] dérivablet({) fois et admet (n+1) points d’appui;{x)
(i=0,...,n), si P(x) est le polynéme d’interpolatital que P(R= f(x) Xe[a,b] alors :

ée(x, x;] ou[x;, x] tel que I'erreur :

— _ _ MO T p(e—xi)
EGO| = If(x) — P(x)] = [F-E=t=2)

)

[l o(x—x

(n+1)!

i)| -Mn+1
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OUMp 41 = Mmaxiqp f™*(x)

Remarque

Dans certains cas ou la fonction est inconnue Wili$ation de la formule du théoreme précédent
apparait difficile on peut faire recours a I'appiroation suivante:

Tyo [lizo(x — x7)

EC)~ I D

Cas d'interpolation linéaire

f est une fonction définie sur l'intervalley,x], le polynéme d’interpolation dans ce cas est :

P(x) = yo + 2222 (x = xo)

Ay, =y, —y, €t Ax = x; —x, sont appelés différences finies
Cas d'interpolation linéaire
f est une fonction définie sur l'intervallgo,xq], le polyndme d’interpolation quadratique dans ce

cas est:

P(x) =yo+ 220 (x = xa+ﬁjﬁﬂ%x x0) (x — x1)

Si on posér = x — x, on écrit alord(x)sous la forme :
Ay A%y
P(x)—YO+_(x_x0)+2h2( — %) (x — x1)
Interpolation Newtonienne
L’intervalle [a,b] est divisé em parties égales c.a.d. on disposdrdel) points d’appui :
h = x;,1 — x; (I=0,...,(n-1))

Le polyndme de Newton s’écrit :

Ay, A%y, Ay,
P(x) =y, + —(x —xo) + T2 (x —xp)(x —x1) + - + nlhn (x = x0) (x — x1) .. (¢ — 1)
Avec :
Ay, = y1 = Yo A?yy = Ay, — Ay,
Ay; =y, — Az}’1 = Ay, — Ay,
AYn = Yn41 — Yn Azyn = Aypy1 — Ay,
Exemple :

On donne les points d’appui suivan{g,1) ; (6,3) ;(8,8) ;(10,20)
1) Ecrire le polynéme d’interpolation de Newton copesdant &
2) CalculerP5(7)

=]
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Solution :
1) Le pash=2
X; Vi Ay; A%y A%y,
Xo=4 Yo =1
x1=6 vy, =3 Ayg =2
X, =8 y, =8 Ay, =5 A%y, =3
x3 =10 y; = 20 Ay, = 12 A%y, =7 A3y, =4

Donc le polynéme s’écrit :
2 3

A A
P3(x) = Yo + =2 (x = x0) + 53 (¢ = x0) (¥ = ¥) + —>2

212 nl A"

P3(x)=1+§(x—4)+ x—4)(x—-6)+

2122 3123
P3(x) =-3+x +§(x —4)(x —6) +%(x —4)(x —6)(x —8)
2) Py(7)=4.875
Interpolation de Lagrange
Soient(n+1) points d’appuix ,f(x)) (i=0,...,n),le polynébme de Lagrange s’écrit :
n .
Ln(x) = ;ﬂxini(x) {2853 " o)
1) Casn=1 c.a.d.i=0,1 et [xxq]

X—X X—X
Lo(x) = : 2

Xo— X1 X1 — Xo

Donc le polynéme de Lagrange s’écrit :

X —X1
LG) = flxa)

1~ Xo

(x—x1)(x—x2)(x=x3)...(x—xp)
(x0—x1)(xg—x2) (xg=x3)...(X0—Xn)

(x —2) (0 = x) (X — x3) ... (X — xp)
(x0 — x1) (%0 — x2) (%9 — x3) . (X9 — Xp)
(x —x0) (x — x2) (X — x3) ... (X — xp)
(21 — x0) (g — x2) (g — x3) +o. (X1 — %)

2) Cas den+1 points d’appuii=0,...,n ) Ly(x) =

Lo(x) =

Li(x) =

A0 ()= x0) (x — x2)

(x—4)(x - 6)(x = 8)

=D
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(x—x0)(x—x1)(x=x3)...(x—xp)
L -
2(0) = G ) Cram) g —9) G0

(x —x0)(x — x1) (x — x3) oo (X — Xpp—1)

Ln(x) = (e — x1) (ot — x2) O — X3) oo (X, — Xpp—1)

Exemple :
On donne les points d’appui suivan{4,2) ;(2,5) ;(6,7) et (8,1)
Ecrire le polyndme de Lagrange et calculer la vatkupolynédme au point=3
Solution :
1) P3(x) = f(xo)Lo(x) + f(x1)L1(x) + f(x2)Lo(x) + f(x3)L3(x)

(x—2)(x—6)(x —8) _

f(x0).Lo(x) =2 (1-2)(1-6)(1-8)

2
—3c (0~ -6)(x—8)
FO)-Li(3) = o (x — Dz~ 6)(x — )
Fxa). L) = = 35 (x = D(x = 2)(x 8

Fxa).La(2) = 55 (x =~ Dx = D~ 6)
2) P;(x) = 6.11
Utilisation de la matrice de Vondermonde
Soientn+1 points d’'appui (%,f(x)) i=0,...,n
On cherche le polynéme : B,(x) = ag + a;x + ayx? + --- + a,x™ tel queP,(x;) = f(x;)= y;
On obtient alors un systeme d’équations tel quenlemnues sont lag (i =0, ...,n)

Qo+ ayxg + azxe® + -+ anxe™ = f(xo)
ag + ayx; + azx 2 + -+ apx™ = f(x;)
Ao + A1X, + A X% + -+ a,x,™ = f(xy)

Ay + a1 X, + Axx,°% + -+ apx,™ = f(x)

Sous forme matricielle le systéme s’écrira :

1 Xo - Xo™\ (@o Yo
LA oo P& = n
1oxy = x, e
1 X0 e X"
1 X1 xq" est appelée matrice de Vondermonde
1 x, x.,;."
Exemple :

En utilisant les points d’'appui ci-dessous et latime de Vondermonde écrire le polynéme

d’interpolationP; (x)
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0,1) ;(1,2) ;(2,9) et (3,28)

Solution :
1 0 0 O Qo 1
111 1\)a(_)2
1 2 4 8 a 9
1 3 9 27/ \a4 28
Apres résolution :
ao 1
a;( )0
a(~)0
a, 1,

Donc le polyndmeP; (x)=1+x3
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Chapitre 6 Approximation des fonctions

Approximer une fonctiory=f(x) consiste a remplacéfx) par une fonctiorg(x) plus simple et
plus utile, en d’autres termes c.a.d. écfipd telle quef(x)=g(xX)+E(X); ou E(x) est I'erreur
d’approximation. Deux cas peuvent se présenter :
- Cas oUf(x) est connue g(x) dans la plupart des cas est un polynéme.
- Cas ouf(x) est donnée uniquement par un jeu de pdmisf(x)) (i=0,...,n), on cherche la
fonctiong(x) la meilleure en approximation qu’elle soit.
Approximation en moyenne quadratique / moindres 28
Soit f(x) une fonction définie sur un intervalle,b], pour laquelle on cherche une fonctgix,P)
approximative telle que :

f(x)=g(x,P)+E(x)

Py

P : Vecteur parametres c.a.d. P =

E(X) : Erreur
L’idée est de minimiser le carré de I'errét(x) en moyenne sur l'intervalli@,b]

a) Cas ouf(x) est connue (moyenne quadratique)

v — )

T
|

Ex)
7
|

a

X

)

Considérons la quantité : &(P) = f:(f(x) — g(x,P))%dx
Cette quantité est appelée moyenne quadratiquerdeur E(X).

Minimisere(P) revient a écrire :

b
9 9a(x, P
a_;i: 0= 1,...,n):>—2f(f(x) —g(x’P))%dx —0

Ou autrement :

=020 - g@P) L Pdx =0 (1)
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;_;2 =0=-2 f:(f(x) — g(x,P)) agta(:f) dx =0 (2)
aaTiz0=>—2f:(f(x)—g(x,P))%§)dx=0 (n)

On obtient un systeme d’équations éeaconnues? (i=1,...,n)

Exemple :

On donne la fonctiony=€* définie surf0,1] et qu’on désire I'approximer par un polynémelde
degré.

Solution :

; L P
Soitg(x,P)=P1+P.x , alors le vecteuP s’écrit: P = <P1>
2

Ecrivons la moyenne quadratique :

1
e(P) = j(ex — P, — Px)%dx
0
Dérivons par rapport B, etP, :

1

oe x

a—Pl=0=>j(e — P, —Px)dx =0
0

1 1
[ex—Plx——szz] =0
2 0
2P1_P2:26_2
1
o0e N
6—P2=0:>f(e — P, — Pyx)xdx =0
0

1
et —tipaz_Ltp 3] =
(x—1De 2P1x Pyx 0

3 0
3P1 + 2P2 = 6
Donc on obtient le systeme d’équations :
{zpl—PZZZQ—Z 3,0—_
3P1+2P2:6 2,8—_ p
BN s . 2,6 o — y:e
Apres résolution : 2,4 _ y=03873+1690x
P, = 0.873 et P, = 1.690 ]
g(x,P) = 0.873 + 1.690x 13

1,6 |
b) Cas ouf est donnée par un jeu de points 4,4
1,2-_

(moindre carrés) :

1,0

Soient n points d’appui(x,y;) , ¥=f(x;) et 0.8

(i=1,...,n)
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L’erreur moyenne quadratique se remplace par

e(P) = ) i - g (i, )Y
i=1

Dans ce cas on parle deindres carrés

¥ . — =)
n =
Ey /4§:7A| — y=gxP)
E] """ I
|
|
|
[
| |
| [
| | | o
a x; X Xpn b x

De méme on cherche a minimis€P) :

Py
% _0@G=1.,m) avec P= P
aP]'
P

n
dg(x;, P)
> - gt PN =0
0P,

1=1
On obtient un systeme d’équationsyéanconnues’; (i=1,...,m)
Exemple :
Un fil conducteur électrique, de longuel® cm traversé par un courant €lectrique chauffe. On

recueille les valeurs de température3groints :

Abscisse (cm) i X 0 S 10

Température (°C) T 23 38 22

en utilisant I'approximation en moindre carrés ixlka température en fonction de la longueur en
utilisant un polynéme de second degré

Solution :

Soit g(x;, P) = P; + P,x + P3x?

e(P) =XiL1(vi — g (xi, P))? ; (i=1,3) et (=1,3)

0= T (T; — g(xi, P) 2222 = 0 (=1,3) et (=1,3)

oe
ap,

(Tl—P1+P2x1+P3x12)+(T2—P1+P2x2+P3x22)+(T3—P1+P2x3+P3x32)=0

de

— =0 donne:
aP,
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(Ty — Py + Pox; + P3xy2)x; + (T, — Py + Pyxy + P3xy,2)x, + (T3 — Py + Poxs + P3x3?)x; =0

de
0P3

=0 donne:

(Tl - Pl + szl + P3x12)x12 + (TZ - Pl + szz + P3X22)x22 + (T3 - Pl + Pz.X3 + P3x32)X32
=0
On obtient ainsi un systeme d’équatioriaconnues :

220P, + 1800P, + 15664P; = 6904
30P, + 220P, + 1800P; = 1020
3P, + 1020P, + 220P; = 206

Apres résolution
P, = 47.7083; P, = —0.1139 et P; = —0.2423
Donc I'expression de la température dans le fildemteur s’écrit :
T(x) = 47.7083 — 0.0.1139x — 0.2423x?
Approximation par systemes orthogonaux
1) Systéme orthogonal
a) Produit scalaire de deux fonctions
f et g sont deux fonctions continues sur un intervddeb], on définit une fonctionn de
pondération. On appelle produit scalairef éég qu’'on note<f,g> :
<f,g>= f;w(x) f(x)g(x)dx Satisfaisant les propriétés suivantes :
s <Laf,g>=<f,ag>a<f,g>, aclR
e <f+4+gh>=<fh>+<gh>
e <f,g+h>=<f,g>+<f,h>
e < f,g>=<g,f>
e <f,f>>0 VfeC(]ab]
« <ff>=0f=0
b) Fonctions orthogonales
On dit que deux fonctiorfsetg définies sur un intervall@,b] sont orthogonales si et seulement si
<f,g>=0 ouf:w(x)f(x)g(x)dx = 0 , w est une fonction de pondération
c) Définition d’un systeme orthogonal
Soit une série de fonction§, = {@,(x), @, (x), P, (x), ..., p,(x)} définies et continues s{a,b]

. On dit queC; est un systéme orthogonal si et seulemevit(gi,, (x), ¢,,(x)) € C,* :

J 00 @n(0)dx =

Si1,=1 le systeme est orthonorme.

0si m#n

A si m=n A, # 0, w(x) est une fonction de pondération

2) Application de I'orthogonalité en approximation déenctions
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Etant donné un systéme orthogor{al;(x)} (i=0,...,n) , 'avantage de l'orthogonalité des

fonctions ¢;(x) en approximation est d’écrire la fonctidfx) qu’on veut approximer sous la

forme :

f(x) = agpo(x) + a191(x) + az@,(X)+, ..., +an@n(x)
Les coefficientsy; seront déterminés comme suit :

b b
f f () () w(x)dx =f Pn(w(x) (a101(x) + a1, (x) + a2 (X)+, ..., +a, 0, (x))dx

Du fait de I'orthogonalité deg; (x) on aura :
b
[ onowa =0
a

b
f (pn(x)w(x) azfpz(X) =0

Finalement on écrit :

b b
[ oo e06dx = an [ gu?o@ax

et selon la définition de I'orthogonalité:

b
[ onerodx =1,

Donc :

b
| reen@owdr = o,
D'ou :
1 b
@ =3 | FEemuEadr
3) Polynémes orthogonaux
Considérons un systeme de polyn6nfB§(x), P, (x), P,(x), ..., B,(x)} définis sur un intervalle
[a,b]
Selon la définition de I'orthogonalité vue précédeemt deux polynémes, (x) et B,(x) sont
orthogonaux si et seulementsiB,,, B, > =0
Les polyndmes orthogonaux les plus connus sont :
- Polyndmes de Legendre
- Polyndbmes de Laguerre
- Polyndme de Tchebychev
a) Polynbmes de Legendre
La série de fonction&P,(x), P, (x), P,(x), ..., B,(x)} définis suf-1,1] comme polyndmes de

=]
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Legendre. Le®;(x) (i=0,...,n)sont donnés par la relation de récurrence :

Py(x) =1
Pi(x) =x
Pan () = 2 P Py ()
n+1 n+1
Par exemple trouvons les ternfggx) et P;(x)
Po(0) = 2 2. Py () = 5 Po() = 26 —
2 2 2 2
Py(x) = 3. Py(x) — 5 Poo) = S —
etc.

Les polynémes de Legendre sont orthogonaux @@x)=1 sur[-1,1].
Leurs orthogonalité donne :

+1 0sim#n
f Py ()P () dx = { 2
-1 2n+1

Remplacgons les polynémes non norm&yx) et P, (x) par des polynébmes :

sim=n

2n+1
n

Qi(x) =

P,(x) (i=0,...,n)

Les polyndmesQ,(x), Q;(x), Q,(x), ..., Q,,(x) en plus de leurs orthogonalité sont normaux alors
ils sont orthonormés
Application en approximation des fonctions
Soit une fonctionf(x) continue surf-1,+1], qu’on désire I'approximer par des polyndmes de
Legendre :
f(x) = apgPy(x) + a1 Py (x) + a, Py (x)+, ..., +a, B, (x)
Les coefficientsy; (i=0,...,n)seront déterminés :

w=3 rooix

a; = ;J:lx.f(x)dx

2n+1 *1
an =— f Pi(x). f(x)dx
-1
Exemple :
Ecrire la fonctiony=€" sur [-1,+1] sous forme de somme des deux premiers polyndmes de
Legendre
Solution :

=)
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e* = agPy(x) + a, P, (x)
Py(x) =1 et Pi(x) =x

1t x 1 1
a0=5f edx=§<e—z>=1.175
-1

3 +1
a; = Ef xe*dx = 1.103
-1

Donc: e* ~1.175+ 1.103x

¥y 3.0-
2,5 — y=€?x
—— y=1175+1.103x e
2,0 -

1,594

1.0 4

0,5

0,0 :
4,0 05 0,0 05 10 x

b) Polynbmes de Tchebychev
Les polynémes de Tchebychev sont définis comme suit
T,(x) = cos (narcosx) ,x € [-1,+1] etn=>0

lIs sont orthogonaux :

La fonction de pondératioa(x) = ﬁ et I'orthogonalité donne :

0 sinFm

+1 1 B _ _0
f T () Ty(x) = | Sin=m=
-1 V1 —x? Esinzmio

Propriétés

1) Ta(=x) = (=1)"Ty(x)

2) —1<T,(x) <+1, x € [-1,+1]

3) T,(x) =1 aux (n+1) pointscg, xy, X3, ..., X,, QVECX, = COS (%") (r=0,1,...,n)
Les polynémeg;, (x) peuvent étre générés par la relation de récurrence

Tne1(x) = 2xT, (%) — Ty (x),n = 1
TrouvonsT,(x) etT; (x) :
To(x) = cos(0) =1
T, (x) = cos(arcosx) = x

Et en utilisant la relation de récurrence :

T,(x) = 2xT;(x) — To(x) = 2x% — 1

=)
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T3(x) = 2xTo(x) — T;(x) = 2x(x?> — 1) —x = 4x3 — 3x

Tni1(x) = 2xT (x) — Ty—1 (%)
Application en approximation des fonctions
Soit la fonctionf(x) continue suf-1,+1] qu’on approxime par le polyndme de Tchebychev :
f() = ag+ a;Ty(x) + a; T (x)+a; T (x) + -+ + an T (x)

D’une maniere semblable aux cas vus précédemmerbkdficientsa; (i=0,...,n)se déterminent

comme suit :
1 +1 1
Qo =~ x)dx
’ nf_l iz @
2 0+1 1
Am = ;f—1 mf(x)Tm(x)dx, m=0
Exemple :

Soit la fonction y = /(x + 2)(1 —x2) définie et continue suf-1,+1], on cherche a
I"approximer par des polyndmes de Tchebychev @oatente d’'un ordre égallh

Solution :

1/ (x+2)(1—x2 1+t
ao=—f \/( ) )dngf Vx + 2 dx =2.004
-1

T -1 Vl—xz
1t/ (x+2)(1 — x?
a, =—j \/( ) ).x dx = 31.248
3 -1 v1—x2

Donc on écrit: y = 2.004 + 31.248x
4) Approximation trigopnométrique
Systéme trigonométrique orthogonal
La série de fonction§l, cos(x), sin(x), cos(2x), sin(2x) ...,cos(nx), sin(nx)} avec la fonction

de pondératiomw (x) = 1 constitue un systeme orthogonal buntervalle [—m, +1]

[T cosnx. cosmx dx = {0 Stn#m (n # 0)
- Tsin=m

f” sinnx. sinmx dx = {0 stn#m (n # 0)
- Tsin=m

f_:r cosnx.sinmxdx =0 (n # 0)
Application en approximation
Soit une fonctionf(x) définie et continue suf—m,+m] , approximerf(x) a un polynébme
trigonomeétriqueQ(X)=a, + a;cosx + bysinx + a,cos2x + b,sin2x + ...+ a,cosnx + b,sinnx

revient & déterminer les coefficientg (k=0,...,n)

=)
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ap =5 [ f()dx

1 +m
a, = E_[ f(x).coskx dx
-1

1 +1T
b, = —f f(x).sinkx dx
TJ)_g

Exemple :
Ecrire le polynbme trigonométrigue du premier orcdgeproximant la fonctic y = |x| sur
[—m, +m]
Solution :
_(x 0<x<m
f(x)_{—x -—1<x<0

f(x) = ay + aicosx + bysinx

1 +1T 4 2 +1T 4 T
ao—ﬂj_nlxl x—%.fo xdx =

1 +1T 2 +
a; = —f |x|.cosx dx = —f x.cosx dx = ——
T)_, TJ, T

1 +1 1 0 1 T
b, = —f |x].sinx dx = ——f x.sinx dx +—f x.sinxdx =0
TJ)_g TJ)_g T J,
On peut généraliser pour K& ordre
2
=—[(-Dk-1
ag T[kz [( ) ]
bk = 0
f(x) = 1.5707 — 0.7853cosx
35+
@ : - = = y=ixi
3,0 \ —— y=1.57070.7853c0sx L
2,5
2,0
1,5 -
1,0
0,5
0,0
T T T T T T T 1
4 3 2 K 0 1 2 3 4
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Chapitre 7 Intégration numérique

Introduction générale

Soit une fonctiory=f(x) définie et continue sur un intervalke b]
}

Jx)
y=/{x)

/

a hoox

Trouver l'intégrale définief:f(x)dx veut dire calculer I'airé(f) délimitée par les droiteg=0 ;
x=a ; x=b et la courbeg/=f(x).
Habituellement on utilise des méthodes analytigpesr calculer cette aire cependant ces
méthodes apparaissent inutiles dans plusieursrctstalonc recours au calcul approché.

I(F) = Q(f)
Ou autrement : I(f) =Q(f) + E(f)
Q(f) est la valeur approximative de l'intégrale défit(ig

E(f) est I'erreur

Exemple : I’intégralefole’f2 dx ne peut pas étre calculée analytiquement, pouaite bn utilise
des méthodes numériques.
Formules de quadrature
Définition
Soit I'intégrale définid (f) = f:f(x)dx, on appelle formule de quadrature I'expression
Q(f) = Xisai f(x)w; ; x; € [a,b] etw; € IR
Théoreme
Soit la fonction y=f(x) définie sur l'intervalle [B] et soit la formule de quadrature :
Qu(f) = Iy fFGM ] oux] € [a,b] etvn € IN
On suppose que :
1) aM > 0,vn tel quel’™,|w]'| <M
2) VP(x) (P(x) est polyndme) on a:

=)
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limy 00 @ (F) = 1(f) = [, P(x)dx
Alors la formule de quadrature converge vers f,a.

Tim Qu(f) =1(f)

Formules de quadrature

a) Formule du rectangle a gauche

IF(f) = (b —a)f(a) Y y=fix)
fla \
a b x
b) Formule du rectangle & droite v y=tx)
I*P(f) = (b — a)f (b)
1)
a b x
> ) y=fix)
c) Formule du point milieu f(aTJ“b) -\\
b
PM(f) = 0 - a)f ()
a (ath) b x
)
y y=fix)
d) Formule du trapeze fla)
1(F) = (b — o) LT fb)
a b x
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e) Formule de Simpson

1) =Z2[f(@) + 4f (22) + £ ()] A
fiast) Y=/
fi®)
fla)
a atb b x
2

Degré d’exactitude d’'une formule de quadrature
C'est le degré maximal des polynomes pour lequigrtaule est exacte.
1- Formules des rectangles :
Degré d’exactitudel
2- Formule du trapeze
Degré d’exactitudet
3- Formule de Simpson
Degré d’exactitude3
Quadratures composites
1) Méthode des trapezes
Soit f une fonction continue et différentiable un nombtgfisamment grand de fois s{a,b]

divisé en n parties égales.

h="2 x; =x,+ih ety = f(x;) (i=0,...,n)

n

f | ////ﬁb\\

N\

S

.?CO JCI XQ X3 Xp-1 Xp X

b h
1) = | FOddx = 5100+ 3) + 200+ 2+ + yaal + Eah)

E,(f) est I'erreur, elle a pour expression :

(b-a)® ( - )3

—@f@}{lmzf<4 My

h2
En(f) = 12

=)
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avec CE€ [a,b] etM, = max(qp|f ()|
Nombre de sous intervalles pour une précision doané

Etant donnée la précisi@anon peut déterminer le nombre mininmedles sous intervalles

(b — a)3M2
> | 7 =
n= l 12¢
Exemple d’application :

On donne la fonctioy = vx + 1 x € [0,1] n=10.

Calculer l'intégrald (f) = fol Vx + 1dx et évaluer I'erreur.
Solution :

On calcule le pas = % =0.1

X 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.1 0.8 0.9 110

Vi 1 [1.04881.0954{1.1401/1.1832/1.2247/1.2649|1.30381.3416/1.3784/1.4142

f01\/x +1dx = % [(1+1.4142) + 2(+1.0488 4+ 1.0954 + 1.1402 + 1.1832 + 1.2247 +
1.2649 + 1.3038 + 1.3416 + 1.3784)] =1.24528

e =-2a+D7 et f @ =2x+D72>0vxe[01]

Cela permet de dire qye(x) est croissante s{i®,1] doncM,=f(1)=0.088

2 " 2
Alors E, (f) < |’11—2(b —a)f"(c)| = %5-.1.0,088 ~ 0.00073 ~ 0.0001 < 0,5.10™*

etI(f) = 1.1139 ~ 1.114 + 0.001

2) Méthode de Simpson (Nombre de sous intervallespair

b h
I(f) =f f(x)dx = 5[(3/0 +Y) +41tyst ot Ya) F 2002 Vs et Yr2)] + En(f)

n=2k (n > 2)

L’erreur a pour expression :

(b—a)®
180n*

(b —a)®

O 180n*

E.(f) = <M,

h*
b —af <c>| -

CE[ab] etM, = max[a,b]|f (x)|
Nombre de sous intervalles pour une précision doané

Soite la précision imposée le nombre de sous intervalfesut étre déterminé par :
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“|(b—a)*M,
nz |———
180¢

On donne la fonctioy = Tlﬂ x € [0,1] n=10.

Exemple d’application :

1

En utilisant la méthode de Simpson. Calculer Ignédel(f) = folmdx et évaluer l'erreur.

Solution :

On calcule le pas = % =0.1

X; 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.9 0.1 0.8 0.9 110

Vi 1 [1.83330.7142 0.625| 0.555% 0.5 |0.45450.4166/0.3846/0.35710.3333

[} ——dx = % [1+ 0.3333 + 4(0.8333 + 0.625 + 0.5 + 0.4166 + 0.3571) + 2(0.7142 +

2x—-1

0.5555 + 0.4545 + 0.3846)] =0.5493
384

f () = (2x+1)5
Donc M,=f(0)=384

3% <384 vx€[0,1]

(2x+1)5 —

est décroissante s{9,1] et

15.384
180.10%

Alors E,(f) = | ~ 0.00021 < 0,5.10~%

etI(f) = 0.5493 ~ 0.549 + 0.001
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Chapitre 8 Résolution des équations différentialle

Introduction générale
En physique, les phénomeénes sont gouvernés padoidexrites souvent sous forme différentielle
(cas unidimensionnel) ou plus généralement souadar’équations aux dérivées partielles (cas
pluridimensionnel). Comme signalé auparavant qusenconfronte dans plusieurs cas a des
difficultés de résolution par la méthode analytiqpeur cela on fait appel aux méthodes
numéerigques.
Plusieurs méthodes sont utilisées, le choix balasree la simplicité et la précision de la
méthode. Dans ce cours on se contentera des éuudiiopremier ordre de type de probleme de
Cauchy.
Définition
Une équation différentielle est dite d’'ordrsi elle de la formey’(t)=f(t,y(t))
avect ¢ [to, T] etf une fonction définie[to, T] X IR ->IR
Probléme de Cauchy
Les équations différentielles de la formy&t)=f(t,y(t)) avec la condition initiale de Cauchy
constituent le probleme de Cauchy :
{;v’ ®=fEy®) | 1om
y(to) = Yo
1) Méthode d’Euler
Soit I'’équation différentielle du premier ordre ave condition de Cauchy :
{;v’ ©=7Ey®O) (oo @)
y(to) = Yo

T—to

Divisons l'intervalle[t,, T] enn parties égales;.a.d.le pash =

Ecrivonst, = t, + kh (k=0,1,...,n) A

La tangente a la courbe=y(t) ent=t, a

pour équation :

L) =y(t) +y (t)(t—t)  (2)

Selon(1), 'équation(2) peut s’écrire :
Yo(8) = y(to) + f (Lo, y(to))(t — to)

Encore :
Yo(t) = y(to) + f(to, yo)(t — to)
Au pointt=t; :
Yo(t1) = y(to) + f(to, ¥o) (t1 — to)
Or hil - to
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Yo(t1) = yo + hf (to, y0)
En approximantY,(t;) = y, , on peut écrire :

Y1 = Yo + hf (to, ¥o)
De méme considérons la droite d’équatiirft) = y(t;) + v (t)(t — t;)
Au pointt=t,
Y;(t,) =y, +y'(t))(t —t;) enfaisant de méme nous aurons :

Y2 = y1 +hf (ty, y1)
Au pointt=t,

Yn+1 =Yn t+ hf(tn: yn)

Remarque :
La méthode d’Euler est simple et rapide mais eanelre elle est peu précise, elle d’ortire
Exemple d’application :

{y’(t):y“)_t” te[0,1] Soith=0.1

y(0) =2
En utilisant I'algorithme de la méthode d’Euler :
Yn+1 = Yn T hf(tnr Yn) avecy, = 2
ty =0.1 V1 = Yo + hf (to,¥0) = to + h(yo — to + 2)
yl = 2.4’
t, = 0.2 Y2 =y1+hf(t,y1) =t1 + h(yy — t1 + 2)
y, = 2.83
Et ainsi de suite...

Les résultats sont mis dans le tableau ci-dessous :

i ti Yi

0 0 2

1 0.1 2.4

2 0.2 2.83
3 0.3 3.293
4 0.4 3.7939
5 0.5 4.3315
6 0.6 4.4146
7 0.7 5.5461
8 0.8 6.2307
9 0.9 6.9738
10 1.0 7.7812
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2) Méthode d’Euler améliorée
Cette méthode est plus précise que la
précédente, elle est d’ordre 2
Soit le probléme de Cauchy :

{y’ ® =f(ty®)
y(to) = o
La droite(AB) :
Ya(®) = yn + f(tn, yn) (t — tn)
CommeBe (AB) on a:

[tOJ T]

h
o= Ya+ 5 (G yn)

n
2

y
La droite(BC)a pour équation :
Y@=y, n+f (tnw yn+ﬂ) t—t,.0)
2 2 2 2
Et comme la droit¢AD) est paralléle 88C)celle-ci aura la méme pente :
e(®) = (6,07,,) €+ b
Au pointA(t,, y,) on peut déterminer b et écrire :
e(®) = £ (£, 09,0) (€= ) 3,
Au pointt = t,,; On aura :
Ynt1 =Ynthf (tn+%, yn+%)

Enrevenanta y .n=y,+ %f(tn, Yn) , 0N peut écrire définitivement :
2

h h
Yn+1 = Yn + hf <tn + E;yn + Ef(tn'yn)>

L’algorithme :
1- Calculerk, = hf (t,, V)

2- Calculer vy, =y, +hf (tn+ﬁ, VYn + %)
2

3- Nouvelle valeutt,,; =t, +h

Exemple :
Reprenons le probléme proposé précédemment damstfede d’Euler

{y’ ) =y@)—t+2
y(0) =2

to =0 et y, =y(0) =2 donc on cherchg, en appliquant I'algorithme de la méthode d’Euler

te[0,1] Soit h=0.1

améliorée :
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kl = hf(to,)’o) = Ol(yo - tO + 2) =04

k 0.4
y1=yo+hf <t0+ﬂ,y0 + 71) =2+0.1 [(2 + 7) — (0 +0.05) + 2] = 2.415
2

Reprenons la procédure pour :
t; =0.1 ety, =2.415

ky = hf(ty,y,) = 0.1(y; — t; + 2) = 0.4315
0.4315

k
v, =y, + hf <t1+ﬂ,yl + ?1) = 2415+ 0.1 [(2 + ) — (0.1 4 0.05) + 2| = 2.8465
2

Et ainsi de suite......

Les résultats sont regroupés dans le tableau duivan

Vi 2 | 2.415|2.8465 3.3111] 3.8122/ 4.35354.9388 5.5727|6.2599 7.0059| 7.8165

3) Méthode de Runge-Kutta
Cette méthode est trés convenable pour les proBlameCauchy pour sa haute précisioh (4

ordre)
L’algorithme :
1- Calculerk, = hf (t,, y,)
k
2- Calculer k, = hf (tmg, Yn t+ 71)
3- Calculer k3 = hf (tn+§, Yn Tt 7)
4- Calculer ky = hf (tyen Y + k3)

5- Calculer 41 = yn + (ks + 2k + 2ks + ky)
6- Nouvelle valeutt,,; =t, +h

Exemple :

Soit le probléme précédent :

{y’ ) =y@)—t+2
y(0) =2

to=0 ety,=y(0)=2

te[0,1] Soith=0.1

Appliguons I'algorithme de la méthode de Runge-Kuitt




Cours de méthodes numéria l

_ ki) _ ki) _ — 0.4y _
k, = hf (t0+%,y0 + 2) - 0.1 [(yo +h) tyn 2] =01[(2+%) - (0+005) + 2]

k, = 0.4150

ks = hf (t0+%, Yo + %) - 0.1 [(yo +h) - tyn 2] =01 [(2+225) - (0+0.05) + 2]

ks = 0.4157

ky = Rf (Eosn Vo + k3) = 0.1[(y + k3) — tosn + 2] = 0.1[(2 + 0.4157) — (0 + 0.05) + 2]
k, = 0.4365

Puis on calculg :

Y1 = Yo+ (ks + 2k; + 2ks + ky) = 2+ (0.4 + 2(0.4150) + 2(0.4157) + 0.4365)

y, = 2.4163
En répétant la démarche pour les autres valeyrgs = 1,..,10) on obtient les résultats qu’on
regroupe dans le tableau suivant :

k tk Y1

0 0 2

1 0.1 2.4163
2 0.2 2.8659
3 0.3 3.5323
4 0.4 3.8793
5 0.5 4.4513
6 0.6 5.0728
7 0.7 5.7492
8 0.8 6.4863
9 0.9 7.2903
10 1.0 8.1684




