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Introdoction

Un test d'hypothése est un procédé d'inférence permettant de

controler caccepter ou rejeter) ou partir de 1 étude d'un ou plusieurs




échantillons aléatoires | Ia validité d'hypothéses relatives 3 une ou

plusieurs population.

En fonction de d'hypotheses testés plusieurs types de testes

peuvent étre réalisés:

*Les tests destinés a vérifier si un échantillon peut étre considére
comme extrait d'une population donnée ,vis-a-vis d'un paramétre
comme Ila moyenne ou la fréquence observée (test de conformité) ou

par rapport a sa distribution observée test d'ajustement).

*Les tests destinés 2 comparer plusieurs populations a laide d'un
équivalent d'échantillon (test d'homogénéité)...etc. Mais pour faire
ces tests, il faut utilise un parnu plusieurs des type comme le test

v, le test de R? et le test de X? .

Dans ce travail nous avons étudie le test khi-deux qui 'un des
principaux tests appliqués pour le prise de décision les tests

d'hypotheses.

Dans le chapitre I, nous détinissions les tests d’hypothéses dans le
cas générale pour pouvoir permettre une décision en évaluant les

risques .

Dans le chapitre I, on s'intéresse a Ia loi du khi- deux : on définie

T;  nvanables aléatoires qui suit la loi normale centrée réduite,

Onpose: X =YR_T#  alors suit la loi de khi-deux 3 n degré
de liberté puis faisons la preuve du théoreme fondamentale du test

du khi-deux .



Le chapitre 111, est étudie d'une part de la conformité des
parametres d'un échantillon a I'aide du test de khi-deux .Et toute

la théorie sera illustrée par un exemple sur la génétique .

Dhutre part, on va s'intéresse a I'homogénéité de deux
échantillons par le biais du test khi-deux et de la méme maniére

nous explicitions  le concept par un exemple, ce qui achévera le

travail.



Chapitre I

Généralités sur les tests




1-Les hypotheses:

Les statistiques développent des techniques et des méthodes
qui permettent d’analyser les donnée issues des 'observation, afin
de cerner les caractéristiques de la population concernée et
d’identifier un modéle capable d’engendrer ces données.

Dans ce cadre, on est amené a faire des hypotheses, c'est-a-dire a
émettre des assertions concernant ces caractéristiques de la
population on ce modéle.

Le plus souvent, la situation se résume en une alternative constituée
de deux hypothéses Hy et Hy qui s’excluent mutuellement et qui sont
appelées respectivement I’hypothese nulle, ou fondamentale, et
I’hypothése alternative, ou contraire.

En général, les hypothéses H, et H, ne jouent pas des rbles
symétriques, et on choisit pour hypothese nulle Hy I’hypothése a
laquelle on croit ou on tient, ou encore celle qui permet de faire des
calcules, ou encore celle dont le rejet est lourd de conséquences.

2-Regle de décision :

Un test d’hypothéses est une régle de décision qui
permet, sur la base des données observées et avec des risques
d'erreur  déterminés ,d’accepte ou de refuser une hypothése
statistique. Elle est définie sous I’hypothése « H, est vraie » et pour
un seuil de signification o fixé.



-si la valeur de la statistique S calculée (S,;s) est supérieure a la
valeur seuil(S seyi) c’est-a-dire :S,ps > Sseyir alors I’hypothése H est
rejetée au risque d’erreur a et I’hypothese H, est acceptée.

-si la valeur de statistique S calculée (S,s) est inférieure a la valeur
seuil (Sgeyi1) c’est-a-dire :S,ps < Seeyir alors I’hypothése Hy ne peut
étre rejetée.

3-les erreurs et les risques :

La régle de décision d’un test étant basé sur 'observation d’un
échantillon, on n’est jamais sur de I’exactitude de la conclusion : il y a
donc toujours un risque d’erreur.

L’erreur de premiere espéce consiste a rejeter Hy a tort : le risque
d’erreur de premiere espece est noté , c’est le risque d’erreur que I'on
prend en rejetant H, alors qu’elle est vraie. On I'appelle aussi le
niveau du test.

L’erreur de deuxiéme espeéce consiste a rejeter H; a tort : le risque
d’erreur de deuxiéme espéce est noté [, c’est le risque d’erreur que
I’on prend en rejetant Hy alors qu’elle est vraie.

Les risques lies aux tests d’hypothéses peuvent se résumer ainsi :

H, est vraie H; estvraie
1
Probabilité de Probabilité
i prendre cette L de prendre
a .. a
décision avant cette
Décision expérience Décision décision
avant
est est (.
expérience




Conclusion B(risque
de
du Accepter bonne 1-a fausse N
deuxiéeme
test Ho R
espéce)
Rejeter HO | fausse afrisque de | bonne 1-8
premiére
espéce)
Remarque :

La probabilité complémentaire du risque de deuxieme espéce (1-

8) définit la puissance du test a I’égard de la valeur du paramétre

dans I’hypothese alternativeH, .

La puissance du test représente la probabilité de rejeter

I’hypothése nulle H lorsque I’hypothése vraie est Hy plus [ est petit,

plus le test est puissant.



Chaptre 1

La loi du khi-deux




I. Loi du Rhi deux a un degré de liberté:

i. Définition :

Soit X une variable aléatoire suit la loi normale centrée réduite
N (0,1)
, la variable aléatoire définie par: Y = X? suit la loi du khi-deux & un
degré de liberté.
ii. Densité de probabilité :

La densité de probabilité de X est la fonction définie sur R par :
f(x) = \/%exp (_sz) Donc, la densité de probabilité de Y est
définie
Par: g(x) = \/%_n X% exp (%C) si x>0
Pour calculer g(x), on fait:

Soit F et G deux fonctions de répartition des variables
aléatoires X et Y respectivement pour tout réel x, G(x) =
P(Y < x), donc G(x) = P(X? < x)

.si x<0, alors I'événement(X? < x) est impossible donc

G(x)=0

.si x20, alors (X? < x) équivaut & —J/x <X <+/x donc
G(x) = P(—Vx < X <+/x) c'est-a-dire G(x) = F(v/x) —

F(—V/x)



On conclue:
.Si x<0,G(x) =0
si x>0, G(x) = F(v/x) — F(—Vx)
On passer a la fonction de densité:
.Si x<0, g(x)=0

i x20,9(x) = 7= | f(Vx) + f (=)

, . o m 0 M GN Lo
C'est —a-dire glx) = e o [e 2 +e 2 ]
Donc: g(x) = \/% X2 exp (%C) si x>0.

iii. Espérance mathématique:

Par définition E(Y) = E(X?) d'aprés le théoréme de kinig

V(X) =EX)—E(X? Donc E(Y)=V(X)+ (E(X))?
C'est-a-dire E(Y)=1.

iv. Variance mathématique:
ona V) =EY)—-E(Y? =E(Y?) —1, il reste de calculer

E(Y?):
Alors E(Y?) = f+0°x2 g(x)dx = Lfﬂox% ez dx
—00 V2rJo
En intégrant par parties:
On utilise se changement de variable:
3 1
U=xz , dU = gxidx
= =4
dV =e 2 dx , V=-=-2e2

Alors:

E(D = %[(—Zx%e%x) +3 (0 x2 e2 dx|



r f+°° X262 dx
= 3E(Y)

Donc: E(Y?)=3 et finalement: V(Y)=2.

I1. Loi du Rhi deux a n degré de liberté:

1. Définition:

T, T,,..., T, Désignant n variables aléatoires indépendantes qui
survent toutes la lor normale centrée réduite, soit X Ia variable
aléatoire définie par: X = Y _ ,On dit que [a variable aléatoire

X suit la lor du khi-deux a n a’egres de liberté

2. Densité de probabilité:

Dapres la densité de Ia loi de khi-deux a n degré de liberté ;
1 _1 -
—X 2 2

. 11 L .
variable aléatorre suit [a lor Gamma (E , E) alors la densité de variable

. En remarque que: gix) la densité d'une

Ona g(x) =

. , . 1 n
aléatoire X suit Ia lor de Gamma (E ) E) est :

n 2 —x . ]
/2 e2 alors, cette densité est le méme que Ia

gx) = =2 ( )
densité d'une variable X suit la loi de khi-deux a n degré de

liberté.

3. Espérance et variance mathématique:




La variable aléatoire X est [2 sonune de n variables indépendantes
suivant toutes une loi de khi-deux a un degré de liberté d’ou

E(X)=n et ViX)=2n.
III. Les courbes de khi-deux :

A chaque valeur de n correspond, un type de courbe pour la
densité de la loi du khi-deux

K L L A

. =3




Graphe n 01

Remarque:
Si la variable aléatoire X suit une loi du khi-deux a n degrés

de liberté, la table donne, pour un risque a choisi, le nombre X?2
telque: P(X > X2) =«

IV. Théoréme fondamentale de test du Rhi-
deux :

Théoreme 1:

Si Xy, X5,..., X, sont des variables aléatoires normales
indépendantes, la variable aléatoire S=X12+X22+...+X,,2 suit une loi
khi-deux a n degrés de liberté.

Théoreme 2:

Sous I'hypothese Hgy, (X1, X5,..., X,) est un échantillon d'une loi

.\ , pe s . 2wk (Nj—nPj(00)? |
entiérement spécifié alors la statistique :Xg = i
0 nP}(go)

pour loi asymptotique la loi X{_,.

Preuve:

A/ Montrons tout d'abord que les variables aléatoires N1, N,,..., Nk
obéissent a la loi multinomiale a s'avoir :



p:"
P(N; =nq,...,N, = ng) =n! H;'(:l;i_ﬂ ou P; = P;(6y)
Soient X la variable aléatoire étudiée (X1,X5,...,X,) un n
échantillon de X,et u la mesure de probabilité de X lorsque Hy
est vraie.
On partage l'ensemble des valeurs X (€1) en k classes (Cj)
Avec 1< j <k

Si X est une variable aléatoire discret, les Cj sont en générale
des points.

Si X est une variable aléatoire continue, les C; sont en générale
des intervalles ou des produits des intervalles.

Pour tout indice j de 1 a k, on note P; la probabilité théorique de
la classe C;donnée la loi de u avec P=P(X€EC)).

On note N; le nombre de variable X; prenant leur valeur dans C;;
Si Hp est vraie.

On suppose que :

1 si X €(
Yy =
O  sinon

Alors Nj =Y .Yy etona Py (Y;=1)=P [ étantfixé
, la fonction caractéristique de (Y1,Y2,..., i) st :

E(exp(i £, %)

Si Yy=1 i.e X,€C .donc tous les autres Y, sont nuls est cet
événement a pour probabilité P; et pour conséquent la fonction
caractéristique pour | fixé est :Zf,-‘:l P; exp (it;)

Les Y pour les valeurs différentes de | sont indépendants d’ou
la fonction caractéristique de I'ensemble de Yj es :

il )7 j=1 P exp (itj)) donc, la fonction caractéristique de
(N, ...,Nk) est:
k
Elexp|i) Nitj | |=E|exp|i ) Yut; ||
J=1 Jill
I- 1(2{c 1P exp(it}-))
= (Z; 1 Py exp (it;)"



Qui est la fonction caractéristique de la loi multinomiale

Conclusion :
?’n‘.

J
J'_
1n;

P(N1=n1,.. Nk-ﬂk)-ﬂ..'l_[

B/Montrons que lorsque n tend vers l'infini, la loi de probabilité

Nj—nPj . .
des variables U; = —<__J j=1,..,k, tendvers une loi
,#nP}'

normale N(0,1).

En effet, la fonction caractéristique des U; est :

exp (=i Xj-1/nPit)E(exp (i X}- 1J— Nj))

= exp(—i X¥_, \/nPit;) [Xf_, Piexp (i J_)]

Ecrivons le développement limité a l'ordre 2 en n

Ona:
PN tz Byt
exp(tﬁ) 1+Lm+t 2np}+—s(;) avec
1
()0
2

De méme:



P 1
eXp( Y- 1‘5\) }) — X1t E(Zﬁzlff\/ﬁf)z*'
1 1
~&(-)

;a l'ordre 2 le produit vaut:

exp | —i ) : ZP exp( ) R ¢ §)

(D) =1 = Ch, b B2+ 2 Ek, )2 - L3
~e()

at? +

k 2

k
1 - 1 1
<1>=1‘ﬁ|j>=1.ff“jzlff\/”j) | 756

Lorsque n tend vers /'infini la puissance n de ce produit tend vers :

exp (——[ i j =Ees )2]) Qui est la fonction
caractéristique d'un vecteur d une loi normale N(0,1)
Conclusion :

Lorsque n tend vers l'infini, U; tend vers N(0,1) .

Et puisque Z;-‘:le =n, donc x*(6,) estla somme des carrés de

variable aléatoire centrée réduites, indépendantes
asymptotiquement normale liées par une relation linéaire.

Alors la loi asymptotique de  x%(6,) est xﬁ_l.






Test de conformité




1- Généralité :

Les tests de conformité sont destinés a vérifier si un échantillon
peut étre considéré comme extrait d’'une population donnée ou
représentatif de cette population, vis-a-vis d’un parametre comme la
moyenne, la variance ou la fréquence observée. Ceci implique que la
loi théorique du parametre est connue avec niveau de la population.

En théorie, si I'on suppose connu la valeur 8, d’un paramétre
relatif a la population (par exemple c?) et 8" un estimateur
absolument correct de [ (par exemple :S?), obtenu & partir d’un
échantillon aléatoire simple de taille n, on cherche a savoir si
I’échantillon est représentatif de la population pour le paramétre
considere Hy : 9=0,

*principe du test :

On connait une distribution observée (résultat d’une expérience)



Effectifs O; O, .. Oi . O,
observés

On veut comparer cette distribution a une loi connue (binomiale,
poisson, gausse, etc...) qui donnerait les effectifs théoriques

suivantes :

Effectifs T,
théoriques

Pour faire un test, il faut passer par les étapes suivantes :
* Premiére étape :
Soit Hy I’hypothése nulle « les observation suivent la loi
théorique »et H, ’hypothése alternative contreH,.
*Deuxieme étape :
On doit calculer les effectifs théorique T; par la relation
suivante :T;= ’{;1% telle que N=le nombre totale des classes et O;

est I’effectifs observé.
*Troisieme étape :
On mesure I’écart entre la distribution théorique et la
distribution observée, on calcule pour chaque classe, le nombre

(0; —-Tj)?
T;

Ce nombre est appelé écart quadratique relatif
On définit alors la variable aléatoire S telle que :

0; —Ty)? , L
S=)y (‘—T‘)— cette somme sera faible si les écarts entre les
i

valeurs théoriques et les valeurs observées sont petits, telle sera
grande dans le cas contraire.



2-Position du probléme:

*Exemple:

On a croisé deux races de plantes différant par deux caractére A
etB.
La premiére génération est homogene .la seconde génération fait

apparaitre 4 types de plantes; dont les phénotypes est noté : AB, Ab,
aB, ab.
Si les caracteres se transmettent selon les lois de « Mendel », la
proposition théorique: des 4 phénotypes sont 9/16,3/16,3/16 et
1/16.
Dans une expérience un échantillon de 160 plantes a donné:
AB/100, Ab/18, aB/24, ab/18.
Cette répartition est —elle conforme aux lois de « Mendel » au seuil de
signification de 5%?

* La réponse:

On pose I’hypothése nulle.
Ho: »la répartition observée est conforme aux loi de Mendel »
Pour calculer le khi-deux on établit le tableau suivant:




On obtient :

(0i—-Cp)? _10* (-12)* (-6)* 82
c; 9 30 30 10

X? =Z?:1
=12.51
1q:
0; =les effectifs observés.
C; =les effectifs calculent.
Ici le nombre de degré de liberté=n-1=4-1=3.

Sur la table de khi-deux : on lit X2 ,5=7.815 avec a=0.05=le risque
d’erreur.  D’ou X? >X2, I'hypothése de conformité H, doit étre
rejetée au seuil de signification de 5%.



Test d’homogénéité:

1. Généraliteé:

On préleve au hasard k échantillons de taille n;, n, ns,...n; de k
populations. Les résultats du caractére observé dans chaque population
sont ensuite classés Selon n modalités. Dans ce cas, les n; associés aux k
échantillons sont fixés .1l sagit de savorr si elles ont un comportement

semblable en regard du caractere étudié. On rassemble les données dans

un tableau suivant:




J=1 J= J= J=
vy ;> 11y, 1y
1y 5> 115 V%)
12,4 12,5 12;; s
1, .- n,; 1,y
r i il . T T
n1=zi=17 ”2=Zi=1r nJ=Zi=1 nk=zi=1 Nik

2. Définition de test d'homogénéité:

11 s'agit de comparer les effectifs observés pour chaque modalité du
caractére avec les effectifs théoriques sous I'hypothése d'un répartition
équivalente entre les k populations et ceci pour chaque modalité
du caractére si nous notons P;j la probabilité théorique pour qu'une
unité statistique choisie au hasard dans la population présente la
modalité 1 du caractére étudié,on peut alors préciser les hypothéses

de Ia facon suivante:

*Premiére étape:

Ho.'])j]=])12=. - =ik pOUI’I-=]. ..Ir

Soit encore les propositions d'individus présentant chaque modalité

du caractére sont les mémes dans les k populations .



H,:Pj; #Pj, pourau moins un 1 parmi 1,2,...;r et pour au moins

deux j,et j, diftérents choisis parmi 1,2,... k.

Soit encore : les propositions d'individus présentant chaque modalité
du caractere ne sont pas identiques pour les populations pour au

moins une modalité du caracteére .

* Deuxiéme étape:

Sous I'hypothése d'homogénéité deux populations, on doit

comparer les effectifs observés aux effectifs théoriques.

Pour calculer les effectifs théoriques, 1l nous faut déterminer P; /a
proposition d'individus associées a la modalité 1 et que [l'on suppose

identique dans les k populations.

On obtiendra une estimation de cette proportion en utilisant
l'ensemble des données collectées ;on choisit donc:
Kk
_ Xj=1Mij

= == -,
Yj=1Mj

grace a la relation Ne; = Pi.n;j . Pour comparer les écarts entre ce

P;

on déduire les effectifs théoriques de chaque classe

qu'on observe et ce qui se passe sous I'hypothese H, on considere

la somme des écarts réduits de chaque classe ,a savoir la quantité :

2 r k (Ni)f_nti}.)z
tij

khi-deux mais quel est donc nombre de degrés de liberté ?

Cette variable aléatoire suit une loi de

Calcule du nombre de degrés de liberté du khi-deux :

A priori, on a k r cases dans notre tableau donc ¢k r) degrés de

liberté.



Mais il faut retirer a cette valeur ,le nombre de paramétres estimés ainsi

que le nombre de relations entre les différents élément des cases.

On a estimé probabilité théorique a I'aide des valeurs du tableau
P, P,,..., Py mais seulement (r-1) sont indépendantes puisqu'on
impose la restriction:),._, P; = 1 .Par ces estimations, on a donc

supprimé (r-1) degrés de libertés.

Les eftectifs de chaque colonne sont toujours liés par les relations:

i=1Nyj =M et ces relations sont au nombre de k.

Finalement, le nombre de degrés de libertés du khi-deux est:
n=kr—r-1)=ck-1)r-1)
*Troisiéme étape:

On impose a la zone d'acceptation de H, concernant valeur du khi-

deux d'étre un intervalle dont @ est [a borne inferieure.

Il nous faut donc déterminer dans Ia table, la valeur maximale x czr n de
['écart entre les deux distributions imputable aux variations

d'échantillonnage au seuil de signification « , c'est —a-dire vérifiant :
2 2 —
P(x*>2xqn) =«
*Quatriéme étape:
On calcule la valeur x¢ prise par x? dans I'échantillon

—si la valeur x} se trouve dans la zone de rejet, on dira que I'écart
observé entre les k distributions est statistiquement significatif au

seutl a .Cet écart est anormalement élevé et ne permet pas daccepter

H,

—si la valeur x} se trouve dans la zone d'acceptation, on dira que I'écart

est imputable aux fluctuations d'échantillonnage.

3. position de probleme :




*Exemple:

Un maladie est traité dans quatre hopitaux différent .On a fait

les observations suivantes:

Peut — on considérer que Iefficacité des 4 traitements est
sensiblement la méme? Autrement dit —peut-on attribuer au seuil
hasard, Les divergences observées entre les pourcentages de guérison au

taux de sécurité de 95%2



*La réponse:

On pose 'hypothese nulle H, :«l’efficacité des 4 traitements est la méme

2.

Dans ce cas, on prend pour estimation du pourcentage théorique de
guérison, le pourcentage global correspondant a 'ensemble des
maladlies traités:

_ (123+95+ 152+ 132)

0~ (151 + 114 + 215 + 185) 0.756

Les effectifs theorigues des différentes classes au moyen de cette valeur

P, dans le tableau survant:




502 163 665 75.6

Par exemple .

L effectif theorique des cas de guérison pour 'hopital 1 est:
151x0.756=114.

L effectif théorique des cas de non —gueérison est:151-114=37

Nous avons .

5 (123-114)2  (95-86)2 = (152-162)% = (132-140)%2  (28-37)2
X 114 T 86 162 140 T 37 T
(19-28)2 (63—53)2 (53—45)2

28 T 53 T 45

_ 81 N 81 +106+ 64 +81+81+106
114 162 126 140 37 28 53
+

XZ

X?=11.11

Le nombre de degré de liberté d.d.I= (n-1) (k-1) cest-a-
dire d.d.l= (4-1) (2-1)=3

La table de X2 indique pour d.d.] =3 et au taux de securite de 95%, La
valeur X%, ps =7.8147...

Nous avons donc X2> X% 5.

Au taux de sécurité de 95%, nous ne pouvons donc p accepter
l'hypothése H, que les 4 traitements possédent la méme efficacité. Les
aifférences observeées entre les pourcentages de guéerison sont

significatives c’est -a-dire les 4 traitements sont indépendants. 1/ semble



-~ bien que les traitements appliqués dans les hopitaux 1 et 2 solent plus

efficaces qui ceux qui sont appliqués dans les hopitaux 3 et 4.

Conclygjon




En fin nous pouvons dire que le test de khi-deux
nous permet d'obtenir des renseignements et des informations
concernant les parametres d'une population inconnue dite
population meére sur la base d'un ensemble d'observation

statistiques provenant de cette population

Ce test est trés utilisable dans la biologie (génétique) et dans
I'économie....et aussi important par rapport a les différentes type

de test d'hypothese.



Annexe:

Loi multinomiale:

1*Parameétre:

n>0:nombre d'épreuves (entier)

pi....pn : probabilité des événements (Y, p; = 1)

N,E{lm}
2*Support:
iz Ni=n
3*Densité:
m_ phj
P(N,=n4,..,N,,=n,,) = n!l_[j—
n;!
s A
4*Espérance:
Esp=npi
5*Variance:
Var=n pi(1-p;)

6*Fonction caractéristique:
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