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Fiche de Biostatistique

Exercices

D. Chessel & A.B. Dufour

Résumé

La fiche donne des énoncés dexercices dagebre et danalyse des données. Quand une
phrase commence par ? décider § dleest vraie ou fause et judtifier.
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Indépendance, générateur, dimension, bases
? Dans un espace vectorid E, 9 a, b, ¢ et d sont des vecteurs indépendants, dors a - b,
b-c, c-detd- asont desvecteurs indépendants.

? Dans R*, les vecteurs (2, 14, -34, 7), (L, 4, -5, 2) e (L, 2, 3, 1) engendrent un sous-
espace vectoridl de dimension 2.

? Dansun egpace vectorid E, S a et b sont des vecteurs indépendants et s a et ¢ sont des
vecteurs indépendants, dors a, b et ¢ sont des vecteurs indépendants.

? Un espace vectoriel ne peut pas étre condtitué d’ un nombre fini d’ @déments.

? Les fonctions de [0,1] dans [0,1] forment un sous-espace vectorid de I'ensemble des
fonctionsde R dans R .

? On note E I'ensemble des polynémes & coefficients réds de degré inférieur ou égd a 3. E
et un espace vectoried sur R . Dans E, un polyndme et sa dérivée forment toujours un
systemelibre.

& 1 3 2 1 13y

s %9 2 14 -1 159

¢ Les vecteurs colonnes de lamatrice € U sont indépendants.
& -2 3 9 7 170
© -3 45 22 233

M éthode du pivot

Donner la dimension et une base des sous-espaces engendrés par les vecteurs colonnes des
matrices :

6 5 -1 0 62 1 30 é1 3 20 & 1 3 2y
8 0 é 0 é 0 é U
?6-34055-130@2(54U|g)214l,J
@ 6 4 30e3 1 10eé5 5 00 & -2 3 94
& 5 0 -1§ &0 3 1§ &1 -6 -2§ & -3 4 5

&2 0 1 2 -1
go 2 1 -1 23
? Lamatrice A = (} 2 1 2 -1 O(J et inversible.
e u
g 0 2 -2 -19
g1 2 -2 0 1§
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Produits scalaires

? Dans un espace eudlidien |v+w|” +|v- w| = 2|v||*+2|jw||*n'est vrai quesi v et w sont
orthogonaux.

? Six ety sont deux vecteursde R" et s [x+y| =[x | +]ly]|, dors!'un des deux vecteurs est
nul.

On considére dans R3 la fonction h qui, aux vecteurs v =(X,%,, %) e W=(Y;,Y,,¥s),
associe le nombre réd :

6 0 206y,
h(v,w)=[x.%%]0 1 05&Y,
2 0 1gey.H
? Lafonctionh et un produit scalaire.
@ 1 ouey
? Lafonction w(x,y) :[x1x2x3]gl 5 3323/23 est un prodit scalaire ?
80 3 2geéy.H
61 10Uy
? Lafonction g(xy) =[x, % %]&1 2 -13&Y,y est un produit scalaire ?
€0 -1 1ggy.f

? S linverse d une matrice carrée et égae a sa trangposée, ses colonnes forment une base
orthonormeée pour le produit scalaire canonique.

? Une base orthonormale pour un produit scaaire donné est orthogonae pour tous les autres
produits scalaires.

?s s(x,y) = xtAy est un produit scaaire de R®, dors la matrice A est inversible et la
fonction t(x,y) = XA 1y et un produit scaaire.

Orthonormalisation

En partant de la base canonique, donner une base orthonormée pour le produit scaaire défini
par :
Y R* R*® R

(xy) =Y (xy)=(x- 2%) (Y- 2%,) %Y, +(%+ %) ( Yo+ ¥s)
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En partant de labase :

du  du &1 QY
u u u u
f :g)u f :g”u f :gzﬂ f :goﬂ
PTelg CTed CTewd el
u u e.u u
330 330 &0 gla

donner une base orthonormée pour le produit scalaire canonique.

? e1, e2 et e3 désignent les vecteurs de la base canonique de R3, muni du produit scalaire
canonique. L’ angle entre e1+e2+e3 et son projeté orthogond sur laplan (e1,e2) vaut p / 4.

? Sfestun projecteur orthogond de E = R il existe une base pour lagudle sa matrice ne
contient que desvaeurségdesaOou al.

? Sfetun endomorphisme de E = RMed p et son rang, il existe une base pour lagudle
sa matrice comporte p colonnes de O.

?Sf etun produit sclaire de E = R", il existe une base pour laguelle sa matrice et la
matrice identité.

Applications linéaires, matrices, inverse, projecteurs

E est I'espace vectorid R®, {€} et la base canonique de E. E est muni du produit scalaire
canonique. On note a, b et c les trois vecteurs définis dans {€} par les colonnes de H. Une
matrice A et lamatrice H sont définies par :

/N3 -1YN2 -1/6U

é g &0
H=g/V3 Y¥2 -yVea A= 1 0j
g3 o o6y @ 00

Soit f ' gpplication linéaire de E dans E définie par :

u=(xy,2) > (u) =(x/\B+ y/B + 7VB,- ¥/\2+ yN2,- x/V6 - y/\6 +22/6)

? Lamatrice def dans la base canonique est H.

? Lamatrice H et lamatrice d'un produit scalaire.
? Lamatrice A est lamatrice d un produit scaaire.
? L'opérateur associéa H est un projecteur.

? Lesvecteurs a, b et ¢ forment une base orthonormée de E.
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? L'opérateur associé a H et bijectif.

? Le projecteur orthogond sur le sous-espace vectoriel engendré par a et b a pour matrice A
par rapport a une base convenablement choise.

? L'opérateur associé a A est le projecteur orthogond sur le sous-espace vectoriel engendré
par C.

? Lamatrice HAH, ou H! est latransposée de H, est derang 3.

? L'image et le noyau de l'opérateur associé a HAH' forment une somme directe
orthogonale.

? Lamatrice HA peut ére consdérée comme la matrice d’ un projecteur par rapport a deux
bases convenablement choisies.

Donner une propriété de I’ application dont lamatrice danslabase{a, b, ¢} est H 'AH.

Diagonalisation

&1y 6l -1 0 0y g 11 1y €© 0 0 0Oy
é .0 é a & a & a
| 243 u:(?-l@ :é-l 2 -1 Oq E:gl 11 1(J cod 00 Og
(::ng gO -1 2 -11,1 @1 11 1g §O 00 Og
g1 0 S0 0 -1 1§ 2 11 1§ 0 0 0 44

éa b cu eau € 0 Ou

— u _ u _ u

A—gb a dy B—gog[a b c] c_% 0 0

gc d ay gcH @0 1 0g

? Le vecteur u est un vecteur propre de lamatrice D.

? Lenombre| est unevaeur propre delamatrice D.

? Lesmatrices E et F sont semblables.

? 1l exigte des nombres rédls a, b et ¢ pour lesquels A n'est pas diagonaisable.
? Lamatrice B aunevaeur propretriple.

? Lamatrice C est diagondisable.

? Lamatriced'un produit scalaire de R" est diagondisable.
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? Lasomme d une matrice carrée rédlle e de satrangposée et diagondisable.

?sle produit de deux matrices carrées rédles est diagonalisable, chacune de ces deux
matrices est diagonalisable.

? Lasomme de deux matrices di agonalisables et diagondisable.

¢1 -1 0 Oy € 1 U g1y
é a e. U é .U
peel 2 -1 05 _&l-v25 gl
é0 -1 2 -1 ©94pY " &1
e a € U e q
e0 0 -1 15 g -1 éla

? aet b sont des vecteurs propresdeD.

? Lamatrice D a4 vaeurs propres distinctes.

? Lamatrice D n'est pasinversble.

? Lamatrice D admet une base unique de vecteurs propres orthonormes.

? S lamatrice D est considérée comme un tableau de données associé a 4 individus (lignes)
portant chacun le poids 1/4 et a 4 variables (colonnes) portant chacune le poids 1, ce tableau

est centré.

1 . , ,
? Lamatrice 2 D? est une matrice de variances-covariances.

? Lamatrice D et une matrice de variances-covariances

? Lamatrice D n'est pas une matrice de corrdation.

? S lamatrice D et considérée comme un tableau de données associé a4 individus (lignes)
portant chacun le poids 1/4 et a 4 variables (colonnes) portant chacune le poids 1, I'analyse en

composantes principaes de ce tableau présente une valeur propre nulle.

? En générd, une matrice de variances-covariances inversble est la matrice d'un produit
scdaire.

éa b cu éay (j,O 0 O@
— u _esu _ u
A= a dy B_gnq[a b c_gz 0 0y
ec d ag gcH O 1 0

Biostatistique / exo3.doc /Page 6 sur 19
http://pbil.univ-lyonl.fr/R/cours/exo3.pdf



D. Chessel & A.B. Dufour - Biométrie et Biologie Evolutive - Université Lyonl

? 1l existe des nombres rédls a, b et c pour lesquels A n'est pas diagonalisable.
? Lamatrice B aune vaeur propre triple.

? Lamatrice C est diagondisable.

“? Une matrice de corrdation est toujoursinversible,

2 Une matrice de corrdation inversible et une matrice de produit scaaire.

E est un egpace vectorie de dimenson finie sur R . Soit f un endomorphisme sur E. 1d et
I gpplication identité.

? Sf2=f, dorsf et inversible

?Sfed inversible, dors 1 est diagondisable.

?Sfet diagondisable, dors f et inversble.

? S f estinversible, dorsf2 auss.

? S f et diagondisable, dors 2 auss.

? S R=f,dorsf es diagondisble.

? Sf2=1d, dorsf et inversible.

? Sfetinvasblee diagondisable, dors 1 est diagondisable.

? S lamatrice def pour une base{u} est symétrique, dorsf est diagondisable.

?Le noyau def est un sous-espace propre def.

A est une marice carrée rédle symérique a p lignes et p colonnes (p > 1).
?Aes toujours diagonaisable.

?Aes toujoursinversible.

? Lerang de A et calui de A2 sont les mémes,

? A et A2 ont les mémes vaeurs propres.
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? A et A2 ont les mAmes vesteur's propres.

?SA%e diagonae A est lamatrice d’ un produit scalaire.

61 -1 0y é3 0 8y
_é Un_@ {
A=g1l 2 -19B=g3 1 -
g0 -1 1§ &2 0 -5§

Diagondiser A 9 c'est possible.

Diagondiser B s C'est possible.

? BB' e B'B sont toutes les deux diagonalisables.

?B+B et diagondisable.

? B'AB et diagondissble

? BA etinversible

? AB egtinversible

? Une des matrices A ou B et une matrice de produit scdaire.
? Lesdeux matrices A et B sont inversibles,

2 Ni lamatrice A ni lamatrice B ne sont des matrices de projecteurs.

On note E I'ensemble des polyndmes a coefficients rédls de degré inférieur ou égd a 3. E est
un R -espace vectoriel. On note {€} la base formée par 1, x, X2 et X3 et {g} la base formée
par les polyndmes 1, (1-x), (1-X)2 et (1-X)3.

? Lamatrice de I’ spplication identité de {g} dans{e} est :

e 1 1 1y
: (
B:go -1 -2 _30
@ 0 1 30
&0 0 0 -1f

?U gpplication f de E dans E qui & un polyndme associe sa dérivée est un endomorphisme de
E

7L gpplication f N’ a pas de vecteurs propres.
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0 1 0 Oy
0 0 2 oY
? Lamatrice A = € U est diagondisable.
€ 0 0 34
%0 0 0 0f

? Lamatrice A est une matrice def .

? Lamatrice B et diagondisable.

? Lamatrice B-1AB ' est pas diagondisable.

? LesmatricesA Al et A + At sont diagondisebles

? S une matrice X es semblable a une matrice Y e 9 lamatrice Y et samblable a une
meatrice Z, dorsles matrices X et Z sont semblables.

? S Xet Y sont des matrices carrées, symétriques, rédles et 9 XY = YX, dors XY et
diagondisable.

E est I'espace vectoried R* { €} est sabase canonique et (x|y) est son produit scalaire
canonique. On consdere lamatrice A et f le R-opérateur associéa A -

1 1 -1 1y
é a
aoel -l o1-1
&1 1 1 -1
€1 -1 -1 1§

? Lamatrice A et symétrique et inversible,

? Ladimension du noyau def vaut 3.

? Il exigte un produit scalaire de E dont la matrice par rapport a{e} est A.

? L’ gpplication f est un projecteur.

? Lescolonnesde A sont des vecteurs orthogonaux.

? L application définie par g(x.y) =(|f(y)) est bilinéeire mais non symétrique

? L application définie par h(xy) =(f (x)|f (y)) estun produit scalaire
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A est mantenant considérée comme un tableau de mesures sur 4 individus (lignes) et 4
variables (colonnes). Chague ligne ale poids 1/4 et chagque colonne ale poids 1.

? Cetableau est centré pour la pondération uniforme.
? Lesvariances et les covariances sont toutes égaes.
? Lamatrice de corrdation est de rang 2.

? L'angle entre deux variables vaut au maximum p /2.

? Linetietotale des nuages associés vaut 16.

Statistique
? L’ écart-type de la somme de deux variables et égale a la somme des écarts-types de
chacune d' entre dles 9 et seulement S leur corréation est nulle,

s écart-type de la somme de deux variables est supérieur ou éga a la somme des écarts
types de ces deux variables.

On considére les variables X = (X %, X, X, )= (0,1,23) ety = (V;,Y,,Ys:Y,) =(1,33,9)

4
Donner I’équation de ladroite f (x)=ax qui minimiselaquantité E; = {;01 (v - f(xi))2
i=1

4 (v afv VP
. . . o (% - 9(%))
Donner I équation de ladroite g(x) = bx qui minimiselaquantité E; = a  +1

i i

i=1

La pondération implicite est la pondération uniforme. Tous les résultats seront donnés sans
gpproximation numérique.

Lavaiaddlex prendn=4vdeurs: x =(-30,1,2).
Lavaiabley prendn=4vdeurs: y = (0,2,2,4).

Donner la moyenne et la variance de x, la moyenne et la variance dey, la covariance et la
corrélation des deux variables.
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: o 1g
Donner lafonction y= bx qui minimiseE(b) = a (i - bx )2.
i=1

1 n
Donner lafonction y = bx + ¢ qui minimise E(b,c) =—n§1 (i - bx; - .
i=1

1g
Donnerlafonction x = by + ¢ qui minimise E(b,c) = T a (% - by - 0)2 .
i=1

1 n
Donner lafonction y= ax? +bx + ¢ qui minimise E(a,b,c)= Eé‘ (yi - aXi2 - bx; - C)Z :
i=1

5

-4 3

Tracer les solutions trouveées sur lafigure. Quel est le modde qui donne I’ erreur minimum ?

? Lesvdeurs propres d’ une matrice de corréation sont toujours postives ou nulles.
?Le rang de la matrice de corréation d’ une ACP normée sur p variables vaut p.

“? Dans une matrice de corrdation théorique sur p variables dans laguelle tous les coefficients
nondiagonaux sont égaux & a  une valeur propre vaut 1+( p- 1)61 .

? Linettie projetée sur le premier axe principal d'une ACP normée sur p variables vaut au
moins 1.

?Le pourcentage de variance expliquée par la prédiction linéaire de x par y est toujours éga
au pourcentage de variance expliquée par laprédiction linéaire de'y par X.

? Pour deux variables it ques centrées et de variances non nulles, le nuage des points est
sur unedroite S et seulement S le coefficient de corréation égdea 1.

Droite curieuse
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On a rédise sur 22 individus des obsarvations sur deux caracteres X et Y e diotenu les
résultats suivants :

K 168169150145 154 145 165 163148 161 151
T 71 68 65 67 67 66 6% 6% 638 69 70

176159159 151155169 158 157 161 146 150
T 74 70 73 62 71 74 70 71 7371 65

a) Caculer les moyennes, les écarts-types et le coefficient de corréaion linéaire.

b) Donner les deux droites de régression et leur représentation graphique associée au nuage
des donnée brutes.

¢) M, est un point du nuage (données brutes) et D une droite du plan d'éguation y = ax+b.

¥

Onnote d (M ,P) la distance euclidienne (métrigue canonique) entre deux pointsM et P et on
souhaite déterminer D pour rendre minimum la quantité :

s=a _d(M,H)d(M,K))
d) Etablir que D doit passer par |e centre d'inertie du nuage des points pondérés uniformément

et exprimer Sen fonction de a seul.

€) Déerminer en fonction de la corréation et des écarts-types laou lesvaeurs de a rendant S
le plusfaible possible et caculer lavaeur correspondante de Sdans les casou :

— un des écart-type et nuls;;
—lacovariance et nulle;
— les écarts-types et la covariance sont non nuls.

f) Comparer le coefficient angulaire de D avec les coefficients smilaires des droites de
régression.

g) Appliquer ces résultats aux données numeriques proposees et tracer D.

Régression par I'origine

X et le nombre de piéces et y est la surface en n? d'un appartement construit entre 1958 et
1962.
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L [10,20] :[20,30] :[30,40] :[40,50] :[50,60] i[E0, 70O] :[r0,80] :[30,90] i[90,100]:[100, 160
1 1 4 2 1 a 0 a 0 0 0
2 1 12 22 g 3 1 1 1] 1] 1]
3 a a 1 15 B4 23 10 5 1] 1]
4 a a 0 1 10 55 24 10 7 4
5 a a 0 a a 4 13 12 ] ]
B a a 1] a a 1] 1 2 2 7
7 a a 0 a a 0 a 0 2 1
g a a 0 a a 0 a 0 0 2

La liason la plus smple qu'on peut supposer entre les deux variables et du typey = ax
(régression par l'origine). Tracer le nuage des données, la droite de régression ordinaire, la
courbe de régresson (prédiction par la moyenne conditionnelle). Calculer et comparer les

variances résduelles.

Donner la solution des moindres carrés des modéles :
y=aXx qumnms § =g

Tracer les droites correspondantes en utilisant le graphe ci-dessous. Commenter la notion de

y=a,X

y=aX quimnimie S, = é in:l

"modde utile' e de"moddevra".

160

qui minimise S, = §

o

" (vi- ax)
(vi- ax)’
X
(yi-ax)
Xi2

EDDDEEE

O
o 0O
i
@D

O

ollgo

Jury de sélection

On congdére un jury formeé de L juges sdectionnant chacun R produits parmi C. Le résultat
de la sflection est consigné dans un tableau X al ligneset C colonnes ol xjj vaut 1 lejuge

i sdectionne le produit j et O sinon.
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a) Soit A, le nombre des séections communes aux juges i et k. Donner le coefficient de
corrdation linéare r,, entrelesjugesi et k, en fonctionde A, , Ret C.

b) On peut définir sur I'ensemble des C produits une Satistique S en posant :

%zé;@

Quelle sgnification donner a § ? Calculer lamoyenne desvaeursde § enfonctiondeL, C et
R Exprimer lavariance V des valeurs § en fonction de L, C, Ret lasommepour i * k des
A, .

c) Exprimer en fonction de L, C, R et V la moyenne Z des coefficients de corrdation
linaire r,, sur I'ensemble des L(L-1)/2 paires de juges.

d) Véifier le résultat précédent dansle cas ol les L jugements concordent.

Vra ou Faux ? Dans un jury de sdection comportant 10 juges sdectionnant exactement 4
produits sur 8 proposés, la variance du nombre de sélection par produits ne peut pas dépasser
20.

Vra ou Faux ? Dans un jury de séection 24 juges choisissent 4 produits parmi 6. La variance
du nombre de séection par produit ne peut pas dépasser 128.

Jury de classement

On conddere un jury de dégudtation de L juges qui ont a classer C produits pour un critére
donné. Chacun des juges classe les produits par ordre de préférence (sans ex aguo) et
atribue a chacun un entier comprisentre 1 et C : B, est le rang propose par le jugei pour le

produit j. Le résultat de la dégustation est consigné dans un tableau de L lignes et C colonnes
ol chague ligne et une permutation des entiers 1, ..., C. On note mj et 52 lamoyenne et |a

variance des rangs attribués par le juge i. De plus § et la somme des rangs associés au
produit j et on pose:

Ty = é. jfl B, By
a) Caculer mj et 52.
b) Cdculer le coefficient de corrdation linéaire r, entre les juges i et k (coefficient de
Spearman) enfonctiondeC et T, .
c) Caculer lamoyenne M et lavariance V de la dtatistique (§)j=1,...,C enfonction de L, C et
lasommepour i k desT, .

d) Exprimer en fonction de L, C, V lamoyenne Z des coefficients de Spearman pour tous les
couples (i,k) de juges.
€) Vérifier le résultat obtenu lorsque tous les jugements concordent.
f) Application : 3 juges ont clas2 7 vins de lamaniére suivante :
f1234567

1/5234167
2/7136254

3/2147365
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Cdculer le coefficient de corrdaion moyen entre les juges. Sachant que seuls 3 vins sont
retenus pour le tour suivant on peut réduire les données aux choix effectué par chacun des
juges soit :

/11234567

1/0110100
2/0110100
3/1100100

Cdculer le nouveau coefficient de corrédation moyen. Commenter aors les trois méthodes de
sdection pour le tour suivant :

A- Seront sdectionnés les produits ayant obtenu la meilleure somme des rangs,

B- Seront sdectionnés les produits ayant obtenu le plus grand nombre de séections par un
juge;

C- Sera d'abord sdectionné le produit ayant obtenu le plus grand nombre de places de
premier, puis en cas d’ ex aguo le plus grand nombre de places de second, puis en cas d ex
aauo le plus grand nombre de places de troiséme, puis...

Coefficient de concordance

Les notations sont celles de I’ exercice précédent.

a) Pour qudle stuation lavariance V de S sera-t-elle maximae? Quelle est dors la variance
Vmax?

b) On pose K = V/Vmax. K est appelé coefficient de concordance de Kendall. Exprimer
Z enfonction deK et K en fonction de Z. Judtifier lenom donnéa K.

c)Onpose U, =§ °j:1( B, - B, )2 . Quelle relation existe t'il entre r, et U, ?

d) Application : 9 juges classent 6 vins de consommeation courante pour la finesse de
['aréme (tableau 1) et I'narmonie générale (tableau 2)

Tableau 1 Tableau 2

4B CDEF ABCDEF
1 6354213 63214535
I 6543112 564213
3 145623 361254
4 432156 531246
5 453216 654213
6 156342 421536
T 652314 652314
8 543216 543216
9 3312456 521346

- Pour chacun des deux tableaux, cdculer V, Z, K. Pour qud critére le jury est-il le plus

homogene? Commentaires.

- D'gpres le tableau 1, déterminer un jugement moyen et le comparer a chacun des 9
jugements observés. Montrer que l'on peut classer les juges en deux catégories pertinentes.
Quels sont le produits qui différencient les catégories précédentes?

- Etudier la cohérence des sous-groupes. Commentaires.
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Pour en savair plus : R. Tomassone et C. Flanzy (1977) Présentation synthétique de diverses
méthodes d'analyse de données fournies par un jury de dégustateurs. Ann. Technol. Agric.,
26, 373-418.

SMIG

En 1970 le SMIG a éé remplacé par le SMIC. De hombreuses rentes viagéres éant indexées
aur le SMIG, on a consarvé I'indice ancien a cet usage sous le hom de minimum garanti.
Depuis 1968, le minimum garanti a pris au mois de juillet les vaeurs suivantes :

15968 1 T = J.98 1..1978 582
1969 .20 | 1574 463 | 1579 7

1970 J.42 | 1875 520
1971 3.81 1976 564
1972 3.80 | 1877 B.25

Commenter | évolution de cet indice sur la période considérée.

Maison

Représenter cet objet dans ladirections de votre choix (a= % b=+/3 )

Parabole
On congdéreles variables :
X =(x,%,%)=(-2,-1012)
y =M, %Ys) =(- 3,1,4,1,-3)
Donner I’ équation de laparabole f (x) = ax? + bx + cqui minimise la quantité :

5
E=(@/5)A (% - f(x))°
i=1
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Donner la vaeur du minimum atteint et tracer cette parabole. N.B. Aucune gpproximation
numérique N’ est autorisée.

Méme exercice pour X = (%%, X; X,)=(0,1,23) ety = (¥;,.¥5.Y,) = (L339)

Tables de contingence

On a relevé les notes de 50 éudiants. X est la note de mathématiques et y cdle
d'informatique. On obtient |e tableau de contingence :

yoi e, 7L I8 8 1T, 13 5013, 18]

X G il 10 12 14
[4.6] 5 1] g 1] 1] 1
5, 8 Fi 2 2 2 1 2
[3,.10[0 =] 1 4 a] 1] 2
10120501 3 1 J o 3
[12, 14] : 13 1] 1] a 4 4

a) Donner les moyennes et les variances marginales.

b) Cdculer les effectifs, |es moyennes et les variances conditionnels.

) Dessiner le nuage et les courbes de régression. Calculer les rapports de corréation.
d) Déerminer les droites de régresson. Caculer le coefficient de corrdation.

€) Commenter les décompositions de la variance.

X et y sont deux variables gatistiques qui prennent les valeurs 0 ou 1. On peut les consdérer
s0it comme variables quantitatives, soit comme varigbles qualitatives (norv/oui).

a) Pour n individus on recuellle a observations du type (0,0), b observations du type (0,1),
¢ observations du type (1,0) et d observations du type (1,1). La Satistique est dors donnée
par latable de contingence :

y=0 y=1 total
x=0 a b a+b
x=1 ¢ d c+d
total a+c b+d n

Donner en fonction de a, b, ¢, d et n les moyennes et variances marginaes, les moyennes et
variances conditionndles, la covariance, le carré du coefficient de corrdation linéaire et les
rapports de corréation.

Envrac

Indiquer clarement quelle et votre opinion sur les assartions suivantes. Elles peuvent ére
toujours vraies, toujours fausses, pafois vraes et pafois fausses, sans sgnification ou non
définies, et vous pouvez ne pas avoir dopinion sur la question (ce qui est parfois prudent).
Dans chague cas donner un argument qui justifie votre podtion.
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B1 - Lamoyenne d'une Sfrie statistique de nombres positifs est positive.

B2 - Lavariance d'une Sfrie statistique de deux nombres est nulle.

B3 - Le coefficient de corrdation linéaire et une quantité positive ou nulle
B4 - Le coefficient de corrdation ne dépend pas des unités de mesure.

B5 - Une matrice carrée et symétrique.

B6 - Une matrice carrée inversible est diagonaisable.

B7 - Lasomme des valeurs propres d'une matrice est nulle.

B8 - Un systeme linéaire de deux équations a trois inconnues a des solutions.

B9 - Il y adeux droites de régression pour un nuage de points bivarié.

Analyse en composantes principales

On veut faire I’ andyse en composantes principaes centrée (ACP) de lamatrice :

d 0 0 0y
: ¥
(& 100
é 1 1 0d
g2 1 1 1§

On a 4 lignes-individus et 4 colonnes-varigbles. La pondération des lignes est uniforme, la
pondération des colonnes est unitaire, la transformation préalable est |e centrage par colonne,

Donner les moyennes des 4 variables. Donner |es variances des 4 variables. Donner lamatrice
des covariances du tableau X.

e 2 1
Donner les vaeurs propres de lamatrice A = ? 4 ZH.

A,

el 2 3¢

En déduire les vaeurs propres de I’ ACP de X. Donner I'inertie totale de I' ACP de X.
Donner le second axe principa del’ ACP de X.

Donner les coordonnées des lignes sur le second axe principa de I’ ACP de X.

Donner les coordonnées des colonne sur la seconde composante principale de I’ ACP de X.

Donner une Iégende pour lafigure :
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