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Résumé

Ce mémoire a pour vocation de démontrer aux membres du jury ma capacité a diriger des recherches

dans le cadre d'une activité d’enseignant-chercheur. Je présente une partie des travaux que j'ai initiés au

cours de la derniere décennie. Dans un souci de cohérence d’ensemble, je n'ai présenté que les travaux

relatifs a I'estimation de la fiabilité par les essais. lls constituent le dénominateur commun aux quatre

théses que j'ai encadrées ou que j'encadre actuellement. Il est organisé de la maniére suivante :

— le premier chapitre présente la problématique de I'estimation de la fiabilité par les essais.

— le deuxiéme rappelle les bases de la fiabilité nécessaires a la compréhension des chapitres suivants.

— le troisieme chapitre regroupe les travaux portant sur I'analyse statistigue des essais agraves.

— le chapitre 4 présente I'approche bayésienne des essais.

— le suivant aborde les essais accélérés dans une perspective d’estimer la fiabilité de composants méca-
niques.

— un bilan et des perspectives concluent le mémoire.

— en annexe sont regroupées quelgues publications afférantes aux résultats énoncés dans le document.

Mots-clés : Fiabilité, Modéle standard de vie accélérée, Statistiques bayésiennes, Estimation
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Notations

A(t) : taux de défaillance .

R(t) : Fiabilité dépendant du temps

1 — ~ : niveau de confiance .

B(a,b) : distribution Béta de paramétrestb.

G(a, ) : distribution Gamma de parameétre®t 3.

N (u, o) : distribution normale de paramétreeto.

W (3, n) : distribution de Weibull de parametrgset .

go(#) : fonction de densité de probabilité a priori du parametre incaéhnu
f(X/6) : fonction de vraisemblance du vecteXirconnaissamn.

g(0/X) : fonction de densité de probabilité a posteriori du paramétre incéonnaissank’.
s . Stress en conditions nominales

Rs(t) : fiabilité a I'instantt sous stress

Ry (t) -fiabilité a I'instantt sous stress nominaj

fs(t) : fonction de transfert permettant de passeRde Ry

X2, : fractiles de la loi de* de degré de liberté pour la probabilité

tap : fractiles de la loi de student de degré de liberfgour la probabilité
r(s) : facteur d’accélération permettant de passer des conditions sévérisées a celles nominales
p(s1, s2) facteur d’accélération permettant de passer des conditions sévéiisees
d(s) : taux de changement d’échelle entre les conditiqret s,

0 : paramétres du modele d'accélération

z : le vecteur de primitives (associé aux niveau de stress)

R, : limite & la rupture

o4 . contrainte d’amplitude

op : limite d’endurance

d : taux d’'endommagement

D : endommagement cumulé

N :nombre de cycles

d : vitesse d’endommagement

o . écart type

/4 : moyenne

L(x1,x9) vraisemblance de paramétreset zo

7 : logarithme décimal dé&v

S(n) nombre de systémes survivants a l'instant



Acronymes

K(n) : nombre de systemes défaillants a I'instant

(n) nombre de systémes défaillants entre I'instantetn

¢ : fonction de répartition de la loi normale centrée réduite
u : variable centrée réduite

€ : ensemble de stress

€o : ensemble de stress particulier



Acronymes

HALT : Highly Accelerated Life Test

HASS : Highly Accelerated Stress Screen

HASA : Highly Accelerated Stress Audit

ESS : Environmental Stress Screen

STRIFE : STRess for lIFFE

AMDEC : Analyse des Modes de Défaillance, de leurs Effets et Criticité
APR : Analyse Préliminaire des Risques

SVA : modéle Standard de Vie Accélérée

MTTF : Mean Time To Failure
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- CHAPITRE 1
Problématique de

I'estimation de la fiabilite
par les essais

Plus les caractéristiques d’un produit ou d’un systéme sont appréhendées tét dans son cycle de vie,
moins les risques financiers ou reliés a la slreté des installations dus a la non réalisation des performances
attendues sont élevés. Dans un contexte d’exigences de systémes de plus en plus fiables et sirs, et de
durées de garanties croissantes, il est impératif de vérifier le plus tt possible que les performances des
systemes sont conformes au cahier des charges.

L'idéal, pour identifier la fiabilité du produit ou systeme avant méme sa fabrication en série, est de
procéder de facon classique a des séries d'essais sur des prototypes quand ils existent. Le probléme est
l'investissement en temps et en quantité de matériel important demandé car les matériels étant de plus
en plus fiables, I'observation de défaillances est de moins en moins probable. Les industriels ne peuvent
plus se permettre de tels codts financiers. A I'extréme, certains systémes se fabriquent a l'unité, ce qui
rend les politiques d’essai difficiles.

Ainsi, cette problématique a été la source, pour la commuanuté scientifique, de nombreuses voies
de recherche. Celles-ci sont basées principalement sur la modélisation stochastique des apparitions des
défaillances au cours du temps et sur I'estimation statistigue des parameétres des modéles a partir des
résultats d'essai. Les premiers travaux ont consisté a étudier les essais réalisés en conditions nominales
(on reproduit les conditions normale d’utilisation du produit), provoquant des temps d’essai importants,
et avec des tailles d’échantillon élevées. Par la suite des travaux ont été menés pour réduire les tailles
d’échantillon et temps d’essai :

— P. Sander, R. Badoux , H. Procaccia, C. Clarotti A. Lannoy, J. Ringler,

([Sander and Badoux, 19p1 [Procaccia et al., 1992 [Procaccia and Morilhat, 1996

[Clarotti, 1998, [Ringler, 1979, [Lannoy and Procaccia, 19Pdnt proposé d'intégrer toute

la connaissance disponible sur la fiabilité des systémes testés dans les plans d'essais, a I'aide des
statistiques bayésiennes, permettant de réduire le nombre de produits a tester.

— W. Nelson, E. Elsayed, O’'Connor, H. Caruso, Kececioglu, P. Hoang, V. Bagdonavicius, M.
Nikulin, ... ([Nelson, 199] [Shyur et al., 1999[O’Connor, 200 [[Caruso and Dasgupta, 1998
[kececioglu, 194§ [Hoang, 2008 [kececioglu, 194§ [Bagdonavicius and Nikulin, 20(2...)
ont proposé d'utiliser les essais accélérés (sévérisation des conditions d’essai permettant de provo-
guer les défaillances plus rapidement) pour estimer la fiabilité d’'un produit et les essais bayésiens

Ainsi, les travaux de I'équipe "Sireté de fonctionnement des systémes" du LAboratoire en Slreté de
fonctionnement, QUalité et Organisation (LASQUO, UPRES EA 3858) s'inscrivent dans cette probléma-
tique. C’'est Bernard Dumon qui initia les travaux sur I'estimation de la fiabilité et plus particuliérement
par les techniques bayésiennes. J'ai été recruté, en 1994, pour conforter cette équipe.

Ce document a donc pour objectif de rappeler une partie des travaux au cours des dix années passées.
Par souci d’homogénéité je ne parlerai que des résultats relatifs a I'estimation de fiabilité par les essais,
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10 CHAPITRE 1 — Problématique de I'estimation de la fiabilité par les essais

qui constituent le dénominateur commun aux quatre théses que j'ai dirigées ou qui sont en cours.

Ce document porte essentiellement sur I'estimation de la fiabilité par les essais en étudiant différentes
techniques d'essais et plus particulierement appliquées aux systemes mécaniques.
Il est organisé de la maniére suivante :

e Le second chapitre rappelle brievement les définitions de quelques indicateurs de fiabilité
qui seront utilisés dans la suite du documenMiligmeur, 1988, [Cocozza-Thivent, 1997
[Pages and Gondran, 198[Afnor, 198¢)).

e Le troisieme présente rapidement les différentes techniques d’essai de fiabilité en les situant
dans le cycle de développement d'un produildison, 199D [[Crowe and Feinberg, 20p1
[ASTE, 1993, [O’'Connor, 2008 [Ligeron and et M. Neff, 19&}.

e Le quatrieme présente I'analyse statistique des résultats d’essai aggravé et plus particulierement
des essais HALT.([Crowe and Feinberg, 20pTMcLean, 200], [kececioglu and Sun, 199

e Le cinquieme présente les essais bayésiens permettant de réduire le nombre de produits a tester
(JASTE, 1993, [Marts and Walter, 19¢2[Sander and Badoux, 1991Au cours de ce chapitre,
nous traiterons deux aspects :

- la définition de la distribution a priori permettant de capitaliser toute I'information dispo-
nible sur le systéme. Nous proposons de construire cette distribution a partir d'avis d’expert
([Cooke, 1991, [Lannoy and Procaccia, 20pEt des études de Sareté de fonctionnememnt ef-
fectuées sur le produit@uerin et al., 2003b).

- la vérication de la compatibilité de I'a priori avec la vraisemblance et pondération
([Usureau et al., 2004[Guerin et al., 2004p donnant une méthodologie de comparaison entre
ces deux distributions afin de vérifier la cohérence des résulats d’essai avec I’ a priori et de
pondérer celle-ci en fonction du degré de compatibilité.

e Le sixieme présente les essais accélérés permettant de précipiter plus rapidement les défaillances
et ainsi réduire les temps d’essai. Nous avons traité différents plans d’essai :

-le plan dessai par régression ([Nelson,199]) [Bagdonavicius etal., 200
[Tebbi et al., 2004} [Vassilious and Mettas, 20P)1permettant de déduire la loi de fiabi-
lité dans les conditions nominales a partir uniquement des résultats d’essais réalisés dans des
conditions sévérisées.

- le plan d'essai avec endommagement accéléré préalab{fBagdonavicius et al., 200
[Tebbi et al., 2004} [Tebbi et al., 2004§ consistant a réaliser un essai ou le début se fait dans
les conditions sévérisées afin de consommer rapidement le potentiel de durée de vie des produits
testés et de finir I'essai sous conditions nominales pour y précipiter les défaillances.

-le plan dessai en contraintes échelonnées([Nelson, 1990 [Hoang, 2008
[Guerin et al., 20040l permettant de réaliser un essai au cours duquel le stress de sévéri-
sation augmente par palier.

- le plan d'essai avec réparation(JGuida and Giorgio, 1995 [Guerin and Dumon, 2004b
consistant a réparer les produits défaillants lors d’'un test et de les réintroduire dans la cam-
pagne d’essai.

e Enfin je termine ce document par des conclusions et des perspectives sur 'ensemble de mes
activités.

'Highly Accelerated Life Test.



CHAPITRE 2

Introduction a la fiabilité

Dans ce chapitre, nous allons rappeler les éléments de base sur la fiabilité nécessaire pour comprendre
les chapitres suivants. Le lecteur peut trouver plus de détails dans les ouvrages sifvaneria et al., 1992
[Ayyub and Mccuen, 1997[Hoang, 2008 [Birolini, 1997], [Villemeur, 1988, [Pages and Gondran, 1980
[Afnor, 198¢.

2.1 Mesure des performances

On considére un matériel (une carte électronique, un moteur, une voiture, un avion, ...) pouvant se
trouver dans différents états. Cet ensemble d’'états JEiaté décompose en deux sous ensembles formant
une partition : le sous-ensemié des états de marche et le sous-enserilies états de défaillance.

La "qualité" du matériel, du point de vue de la fiabilité, est donnée par un certain nombre d'indicateurs
ou mesure de la performance que nous allons citer.

La fiabilité, ou fonction de survie, est définie comme " I'aptitude d’'une entité a accomplir une fonction
requise, dans des conditions données, pendant un intervalle de temps donné ".

Par extension, on appelle également fiabilité, la probabilité assf¢iéeléfinie par :

R(t) = Prob(qu’une entité E soit non défaillante sur la duréet]0en supposant qu’elle n’est pas
défaillante a I'instant = 0)

La caractéristique contraire est appelée probabilité de défaillance du systéme (ou défiabilité). Elle est
telle que :

R{t) =1- R(t) (2.1)

La Figure2.1 ci-dessous présente une allure de la fonction R(t) en fonction du temps.

11



12 CHAPITRE 2 — Introduction a la fiabilité

" R

Figure 2.1 —Courbe de survie ou de fiabilité

Il est également possible de donner une estimation intuitive de la fiaR(litéd'un parc de N maté-
riels identiques en fonctionnement et non réparés aprés défaillance. En effet, en considéséttepte
le nombre de matériels encore non défaillants a I'instaalors la valeur

n(t
Reyp(t) = J(V) (2.2)
est une mesure expérimentale de la fiabilité des matériels.
Pour compléter I'approche théorique de la notion de fiabilité, il est nécessaire de définir aussi les
notions suivantes, qui sont dérivées de la théorie des probabilités. La fohttipa R(t) = 1 — R(t)
représente la fonction de répartition de la variable aléatBifgnstant de défaillance). De méme, la

densité de probabilité dE est donnée par :

dF(t) dR(t)
- - = 2'
== - (23)
Ainsi, lors d’'une approche expérimentale (vdirolini, 1997]), F'(¢) et f(¢) ont les valeurs suivantes :

N —n(t)

Fit) = =

(2.4)
et

1 dn(t)
= . 2.5
f0) =5~ (2.5)
Une autre grandeur est aussi associée a la fiabilité, c’est le temps moyen de fonctionnement jusqu’a
la premiére défaillance, noté M.T.T.F. (" Mean Time To Failure "). Cette notion permet notamment de

visualiser plus concréetement la fiabilité d’'un matériel. Elle s’exprime par :

dR(t)

MHT:/‘tﬂWﬁ:—/ g B0y

soit
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MTTF-/Omt-m)-dt—/OmRa)-dt—[vR(tnao

puisquelt - R(t)]e° =0
alors

MTTF = / h R(t) - dt (2.6)
0

Enfin, dans le cas particulier ou I'étude porte sur des matériels fonctionnant a la sollicitation (démar-
reur, air-bag, interrupteur, munition), la mesure de la Fiabilité est assimilée a la probabilité que le matériel
fonctionne au moment de sa sollicitation. En pratique, on mesure plutét la probabilité de défaillance a la
sollicitation, notée» = 1-R.

Cette probabilité est définie par

_ Nombrede dé faillances ala sollicitation  k 2.7)

Nombre total desollicitations N

avec

— N : nombre de matériels testés

— k : nombre de matériels n'ayant pas fonctionné a la sollicitation

— p: probabilité de défaillance a la sollicitation

La défaillance a la sollicitation correspond au fait que le matériel testé refuse de changer d'état
lorsgqu’on le lui demande : marche-arrét, ouverture-fermeture, mise a feu, ...

2.2 Fiabilité et taux de défaillance instantané

Il est aussi possible de définir la notion de taux instantané de défaillance au tengiée(¢).
La valeur\(t)dt représente la probabilité d’avoir une défaillance dans l'intervalle de tempsH dt],
sachant qu’il n'y a pas eu de défaillance dans l'intervalle de temp4.[0;

Ainsi, en appliquant le théoreme des probabilités conditionnelles, puis le théoréme des probabilités

totale,\(¢) s’écrit

_ Prob(dé faillant sur [t;t + dt] sans dé faillance sur [0; t])
B Prob(non dé faillant sur [0;t])

A(t) - dt

_ Prob(défaillant sur [0;t + dt]) — Prob(dé faillant sur [0;t])
N Prob(non dé faillant sur [0;t])

A(t) - dt

soit finalement

f(#) 1 dR()
T R(t) Rl dt (2.:8)

Il est fréquent de représenter I'évolution du taux de défaillax(¢e au cours du tempsselon une
courbe caractéristique dite en "baignoire" (voir figarg).
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A
A1)
~
L )
S
$ &
F N\ ©
période de - : période d’usure
. période utile N
jeunesse ou vieillissement

Figure 2.2 —Courbe en baignoire

Cette courbe se décompose en trois parties :

— la premiére concerne les défaillances précoces dues a des probléemes de conception (mauvais di-
mensionnement d’un composant, ...) ou de production (dérive d’'un process de fabrication, ...),

— la deuxiéme partie, pouvant étre plus ou moins importante selon le type de matériel (plus pour
I'électronique et moins pour la mécanique et I'électromécanique), est caractéristique des défaillances
aléatoires,

— la troisieme partie correspond aux défaillances dues a des phénomenes d’'usure, de vieillissement,

2.3 Les principales lois de fiabilité

Nous présentons dans cette section quelques distributions de vie qui interviennent le plus fréquem-
ment dans I'analyse de la fiabilité. Nous énoncerons les principales propriétés de ces lois, les fonctions
de survie (Fiabilité) associées ainsi que les taux de défaillance.

2.3.1 Loiexponentielle

Cette loi a de nombreuses applications dans plusieurs domaines. C’est une loi simple, trés utilisée
en fiabilité dont le taux de défaillance est constant. Elle décrit la vie des matériels qui subissent des
défaillances brutales.

La fonction de survie d'une loi exponentielle de paramétest :

R(t)=¢0 (2.9)

A(t) = = (2.10)



CHAPITRE 2 — Introduction a la fiabilité 15

2.3.2 Loi de Weibull

La plus populaire des lois, souvent utilisée aussi bien en électronique qu’en mécanique ; elle caracté-
rise mieux le comportement du produit dans les trois phases de vie : période de jeunesse, période de vie
utile et période d’'usure ou vieillissement.

La fonction de survie d’'une loi de Weibull de paramétyjext 5 est :

R(t) = () (2.11)

(;)5_1 2.12)

La loi normale est trés répandue parmi les lois de probabilité car elle s’applique a de nombreux
phénoménes. La fonction de densité est définie par la moyeehBécart types :

1 ,l(Mf

Taux de défaillance :

2.3.3 Loinormale

t) = e 2\ ¢ 2.13
f(t) o (2.13)
La fonction de répartition est donnée par :
1 t 1 (E=m\?
F(t) = / (55 gy (2.14)
oV2T J -

Sit suit une loi normale Normalg( o), u = %‘L suit une loi normale centrée réduite dont la fonction
de répartition, notéeé, est donnée par :

o(u) = e 2% dx (2.15)

2.3.4 Loilognormale

Une variable aléatoire continue et positivest distribuée selon une loi lognormale si son loga-
rithme est distribué suivant une loi normale. Cette distribution est utilisée en fiabilité pour modéliser les
défaillance par fatigue. La fonction de survie d’une loi lognormale de parameggs est :

Rt)=1-& (log(t)_“> (2.16)

g

la fonction de densité est donnée par :

(1) 1 ,%(Uog(t)w)? 2.17)
= e g .
tov2m
Le taux de défaillance est donné par
6_% ( (10g<§>—u))2
A(t) (2.18)

- t [ oV2mf(t)dt
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2.3.5 Loi Gamma

Elle représente la loi de probabilité d’'occurencexd@énements dans un processus poissonien. Par
exemple si; est le temps entre les défaillances successives d'un systeme, igtagiine une distribu-
tion exponentielle, le temps cumulé d’apparition @eléfaillances suit une loi Gamma de densité de
probabilité :

ﬁataflefﬂt
f(t) = TT(a) (2.19)
Le taux de défaillance est donné par
apa—1_—pFt
pHT e (2.20)

) = [T () f(u)du

t

2.3.6 Loi binbmiale

La loi bindbmiale s’applique pour décrire des phénoménes ayant des occurences s’excluant mutuelle-
ment (états de fonctionnement ou de défaillance). Cette loi décrira principalement les systémes utilisés
a la sollicitation comme les munitions, les air-bag, ... La variable aléatoire correspondant au nombre
d’échecsk a la sollicitation observables sur un échantillon testé, de tajllen fonction de la proba-
bilité de réalisation de cette occurreneésoit la fiabilité ou la probabilité de défaillance), suit une loi
bindmiale :

f(k/p) = CkpF- (1 —p)yn* (2.21)

2.3.7 Loibeta

Cette loi représente, en particulier, la probabilité pour qu'un matériel survive jusqu’'a un instant
guand on essaie n matériels. D’ou son intérét dans I'évaluation de la durée des essais de fiabilité.
La fonction de densité est définie par :

~ T'(a+b)
1@ = 5T

oUa etb sont les parmétres de distribution.

21— )t (2.22)



CHAPITRE 3
L es différents essais
utilisés en fiabilité

3.1 Les essais dans le cycle de fiabilisation d'un produit

La fiabilisation d'un produit au cours de son cycle de vie de développement fait appel a de nom-
breuses phases dans lesquelles on utilise divers méthodes et outils (voirFijure

Mise
Conception | Intégration Qugjification , Production en service
' Validation ; ! |
- AMDEC | 3 3
* APR | | | |
* Arbre | | i ‘ o
de défaillance | Essais aggravés | « Essais accélérés | ° Es’sals af:celeres " REX
« RdP | '« Essais bayésiens * Déverminage |
Fiabilité | ' Fiabilité | ' Fiabilité
> l I >
prévisionnelle expérimentale opérationnelle

Figure 3.1 —Position des essais dans le cycle de développement d’'un produit

Pour synthétiser (voiMillemeur, 1988, [Pages and Gondran, 148[Birolini, 1997], [Afnor, 198§,
[Ligeron and et M. Neff, 1I984[ASTE, 1993), on peut distinguer trois grandes phases :

1. Estimation prévisionnelle de la fiabilité : cette phase consiste dés le début du projet a étudier
la fiabilité a travers des analyses qualitatives (APRMDEC?, ...) et quantitatives (Arbre de
défaillance, Diagramme de fiabilité, ...). Pour des systémes plus complexes, il est possible de mo-
déliser la fiabilité par des réseaux de Petri (RdP) ou chaines de Markov.

2. Estimation expérimentale de la fiabilité: dés que le développement du produit est suffisam-
ment avancé et que I'on dispose des premiers prototypes, il est possible de réaliser des essais de
robustesse (appelés également essais aggraves) afin de connaitre les faiblesses et les marges de

! Analyse Préliminaire des Risques
2Analyse des Modes de Défaillances, de leurs Effets et Criticité

17
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conception. Une fois que le produit est mature (marges suffisantes), une campagne d’essai peut
étre menée pour estimer la fiabilité. Pour finir, lors de la production, I'élimination des défauts de
jeunesse (dérive process, composant faible, ...) est opérée par un essai de déverminage.

3. Estimation opérationnelle de la fiabilité: une fois que le produit est en exploitation, une estima-
tion de la fiabilité est réalisée a partir des données de retour d’expériences (REX).

L'ensemble des essais de fiabilité (robustesse, estimation et déverminage) contribue largement a la
croissance de la fiabilité du produit au cours de son développement et de sa production (voB.Bjgure

[ |
| |
| |
l | !

|
No) : | |
= ! ! |
= } | |
= | | | |
= w 1 -

[ Q | <

= |
3 3 1 g 1
o I L I = | é !
3 2 0 g 8
g (=B = | S | -z !
g ISIR=1 I | 2 | 3 !
7 =5 = | © | A ! o |
= o ! =] I s ! 'S }
O o S | % ! ] | A [
§ v M o H - !
o I 1 ! !

v

Etape 1 Etape 2 Etape 3 Etape 4

Figure 3.2 —Croissance de la fiabilité au cours du développement d’un produit

Les derniéres techniques d’essais développées consistent a accélérer cette croissance de fiabilité par
I'utilisation d’'essais accélérdiCrowe and Feinberg, 20P1Ainsi, on peut citer :

— essais de robustesse : les essais HALT (Hid{dyeleratedLife Test)
— essais d’'estimation : les essais accélérés MdcéleratedLife Test)
— essais de déverminage : les essais HASS (HiglbeleratedStress Screen)

Dans la suite, nous détaillons les objectifs des différents types d’'essai.

3.2 Les essais aggraveés ou de robustesse

Ces essais sont utilisés en phase de conception dans le but d’aboutir a un produit mature en mettant
en évidence un certain nombre de faiblesses pour lesquelles on apporte des corrections afin de les élimi-
ner pour augmenter la fiabilité (voir FiguBel).
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Produit avant /
fiabilisation )
Produit apres ,
fiabilisation

{ Fiabilisation B

\ 4

Figure 3.3 —Maturation des produits par les essais aggraves

Pour mettre en évidence les points faibles, on soumet le produit a des sollicitations échelonnées
(climatiques, vibratoires, électriques, . ..) en augmentant les niveaux jusqu’a apparition d’une défaillance
(voir Figure3.4). A chaque défaillance on effectue les analyses technologiques de défaillance pour voir
si celle-ci est la conséquence d’une faiblesse latente (action corrective) ou si la limite de résistance de

technologie est atteinte.

Stress
A

—% Limite de destruction

[ Limite de fonctionnement
I Limite de spécification

0 >t

Figure 3.4 —Profil du test

Au cours de I'essai, on peut également s'intéresser a la limite de fonctionnement au dela de laquelle
le produit fonctionnera en mode dégradé. Ainsi, lors de I'essai aggravé nous pouvons découvrir le com-
portement du produit sous l'effet de différents types de stress et mettre en évidence ses 4 domaines
caractéristiques (voir figui@5, [ASTE, 1993 et [McLean, 200]) qui sont :

— Zone de spécification du produit
— Zone de fonctionnement optimal
— Zone de fonctionnement dégradé
— Zone de destruction (défaillance)
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Conformité
(Spécification)

Vibration

Température

Robustesse
(Marge)

Chocs thermiques

/'

Défaillance Stress combinés
(domaine irréversible)  (Température+Vibration)

Fonction dégradée
(domaine réversible)

Figure 3.5 —Définition des zones caractéristiques du produit

De nombreux essais aggravés existent comme : STHIRETE, 1993, ESS![kececioglu and Sun, 19p9
HALT®[McLean, 2000, ... permettant d’obtenir :

— les limites inhérentes aux technologies utilisées
— un produit mature dés le début du cycle de production
— I'amélioration de la fiabilité opérationnelle

3.3 Les essais d’'estimation de la fiabilité

Les essais d’estimation consistent a vérifier que les objectifs de fiabilité sont respectés (voir figure
3.6) en reproduisant les conditions d’utilisation du produit (cycle de marche/arrét, température, humidité,

).

3STREss for lIFE
“Environmental Stress Screen
SHighly Accelerated Life Test
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Ay Courbe
objective

Courbe

réelle :
I Marge ?
~———

Figure 3.6 —Objectif d’'un essai d’estimation

Pour cela, on dispose de deux stratégies d’'essai :

1. les essais de détermination consistant & déterminer la valeur d’'une caractéristique (MTTF, proba-
bilité de défaillance, ...) ou les parameétres de la loi de mortalité d'un systéme.

2. les essais de démonstration permettant de montrer si la valeur d’'une caractéristique de fiabilité
d’'un systéme est conforme ou non aux objectifs fixés.

On trouve une littérature abondante (voiAgTE, 1993, [Birolini, 1997, [Afnor, 198§,
[Ligeron and et M. Neff, 19¢/4 ...) sur ces essais appliqués aux taux de défaillance et a la probabilité
de défaillance.

3.3.1 Les essais de détermination

Détermination d’un taux de défaillance\ constant ou d’'un MTTF = 1A :
Lorsque lors d’'un essai de durée cumuléeon constate: défaillances, les estimations ponctuelles du
taux de défaillance. ou duMTTF sont données par :

. — T
A= % ou MTTF = - (3.1)

Pour un niveau de confiance {}-etk > 0 donnés, les limites inférieurs,, ; et supérieure\,,;,, de
l'intervalle de confiance sur le taux de défaillancpeuvent étre obtenues de :

2 2
~ X2ky/2 _ X2k42,1—7/2
inf — oT € sup — oT
avecxgmmﬂ/2 déduit de la loi duy? pour le degré de liberték + 2 et le niveau de confiance

(1=7/2).
Les limites correspondant ad7T'F' sont données par :

P
>

(3.2)

MTTFiny = ———— et MTTFg,=—5—

Xok+2,1—~/2 X2k~ /2

(3.3)

Détermination d’une probabilité de défaillance (ou d’'une fiabilitt R =1 — p) :
Lorsque lors d’'un essai sur une échantillon de tailleon constaté défaillances, I'estimation ponctuelle
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de la probabilité de défaillangeest donnée par :

.k
P=N
Pour un niveau de confiance {}-etk > 0 donnés, les limites inférieurs,, ; et supérieurg,,,, de

l'intervalle de confiance sur la probabilité de défaillapgeeuvent étre déduites de :

(3.4)

N
Z CzNﬁznf(l - ﬁinf)N_i = ’7/2 et Z CNpsup ﬁsﬂp)N_i = 7/2 (35)

3.3.2 Les essais de démonstration

Démonstration d’un taux de défaillance constant ou d’'un MTTF = 1A :
Le plan d’essai consiste a déterminer le temps cumulé d’essai assursfif' @iiF” d'un systéme supé-
rieur & une valeur objectivi/ T'T F (en considérant un faible nombre de défaillances (si possible k=0))
pour un niveau de confiance donnéy(L-

La regle pour un plan de démonstration est, poutdih'T Fy et 1-y donnés, de calculer I'entier le
plus petitk et le temps cumulé d’'essaiqui satisfont :

T/ M TTF 0,~T/MTTF,

prob(MTTF > MTTFy) =1—~ = Z (3.6)

=0

Démonstration d’une fiabilité ou d’une probabilité de défaillance :
Dans ce cas, on recherche la taille de I'échantilo@ tester vérifiant que la probabilité de défaillance
p d’un systéme est inférieure a une valeur objecbiyéen considérant un faible nombre de défaillances
(si possiblek=0)) pour un niveau de confiance donnéyl-

La regle pour un plan de démonstration est, pauet 1-y donnés, de calculer les entiers les plus
petitsk et N qui satisfont :

k

prob(p > po) =7 = Z CNpi (1 — po)N 1 (3.7)
1=0

3.4 Deéverminage

L'objectif du déverminage est d'éliminer tous les défauts latents de la période de jeunesse (voir
[ASTE, 1993, [kececioglu and Sun, 1999 Pour cela, on soumet les produits sortant de fabrication a
des sollicitations d’environnement (climatiques, vibratoires, ) pendant une durée donnée de maniére a
faire apparaitre les défauts de jeunesse :

— composants faibles

— défauts de fabrication

— faiblesses de conception (produits nouveaux) si elles n'ont pas été éliminées auparavant.

A lissue de l'opération de déverminage, tous les produits de la production triée se trouvent dans la
période utile (voir figure.7).
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\4

=)
Début
d’exploitation

Figure 3.7 —Objectif du déverminage

Un produit est caractérisé par son seuil de résistance aux stress (température, vibration, ...) définie
par une distribution normale. Aussi, le déverminage consiste a tronquer cette distribution de sa "queue
gauche" afin d’obtenir une marge fonctionnelle optimale (voir fi.gp

N f(stress)

Stress Stress de Stress

d’usage déverminage
Figure 3.8 —Objectif du déverminage

Il existe de nombreuses techniques d’essai de déverminage dont : Burn ), HESSS', HASA®,

3.5 Conclusions

Comme nous I'avons précisé précédemment, ces essais s'inscrivent dans une démarche de croissance
de fiabilité en recherchant une plus grande rapidité par leur accélération.

SEnvironmental Stress Screen
"Highly Accelerated Stress Screen
8Highly Accelerated Stress Audit
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Ainsi, les essais HALT et HASS ont été proposés par Greg Holiesal, 1998 [McLean, 200}
[Motor, 200()) pour lesquels aucune étude statistique avait été réalisé. Aussi, nous nous sommes in-
téréssés a cette étude.

Pour augmenter I'efficacité des essais d’estimation, deux voies de recherche ont été développées au
sein du LASQUO:

1. les essais bayésiens qui ont pour objectif d'intégrer dans le plan d’essai toute la connaissance dis-
ponible sur la fiabilité du produit permettant de réduire la taille de I'échantillon a tester. Toutefois,
Nous nous sommes intéressés a deux aspects peu traités qui sont :

— la modélisation de la distribution a priori a partir de la connaissance disponible
— la vérification de la compatibilité entre la distibution a priori et les premiers résultats d’essai

2. les essais accélérés qui ont pour objectif d’estimer la fiabilité en sévérisant les conditions d’essai
par rapport a celles d’'usage. Toutefois, les travaux actuels concernent principalement leurs appli-
cations aux domaines de I'électronique. Aussi, nous les avons étudiés dans le cas de la mécanique
en analysant différents plans d’essai.



CHAPITRE4S
Estimation de la
robustesse par les essais
aggraves

4.1 Introduction

Parmi les différents essais aggravés, I'essai HALT, proposé par Greg Hobbs, est le plus couramment
utilisé dans l'industrie. L'objectif de cet essai est de soumettre le produit a des stress en escalier de
température et de vibration, cycle de température et stress combinés (température et vibration), a des
niveaux élevés afin de faire apparaitre rapidement les faiblesses du produit (voidfitjure

4 Stress

temps

Stress échelonné Stress cyclique Stress échelonné Combinaison de Stress
de température de température  de vibration de température cyclique

et de vibration en escalier

Figure 4.1 —Profil type d’'un essai HALT

Les particularités de I'essai HALT par rapport aux autres (ESS, STRIFE, ...) concernent la combi-
naison de la température et de la vibration ainsi que les niveaux de stress atteints. A I'issue de chaque
défaillance, une analyse technologique est menée afin de déterminer la cause exacte. S'il est nécessaire
une modification de conception est réalisée et I'essai est poursuivi avec le ou les produits modifiés
jusqu’a atteindre les marges de conception suffisantes.

Connaissant précisément ces marges, il est possible de définir un profil de déverminage (HASS) avec
des niveaux de stress plus élevés que classiguement (Burn in, ESS, ...) afin de précipiter plus rapidement
les défauts de jeunesse dus a la fabrication.

25
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Les travaux publiés sur ces essaislLe@in, 1998 [McLean, 200D [Motor, 2000,
[Crowe and Feinberg, 200)1[O’Connor, 200B [Yang and Yang, 1998 [Masotti and Morelli, 1998
présentent la méthodologie, les résultats d’analyse de défaillance et les études financiéres concernant les
gains obtenus par son utilisation. Aussi, devant le peu d’études statistiques, nous nous sommes intéressés
a cette problématique.

4.2 Analyse statistique des essais HALT

Si on considére un seul axe de la figure en radar (Fidue les différentes zones caractéristiques
du produit peuvent se décrire par le schéma suivant (dans le cas ou le stress se caractérise par des limites
inférieures et supérieures comme par exemple la température) :

~~ ~

9 6 o S = 2

) 3 5.8 £ 04 a
oz e == 5.3 =

5.5 L 0 ® 0= =~ Lwn

g S o = 0 = 8 D o °
2 8% BEp 92, T seT
SRS 52 =o0L 2352 Lg 2 = o
= 3 0 g =93 238@n =3 °
= < o aZ @03 =D~ g 0.2
=g £ L a o &% 28 S5 %
253 2% ES == 2% & E
EY Z B Sy £ E 5 5

© R = 0 N 7]
= o o — = 0]
- 50 © - o o

Marge Marge

»
opérationnelle opérationnelle

Marge de destruction Marge de|destruction

.

Figure 4.2 —Définition statistique des zones caractéristiques du produit

p Stress

Chaque limite intrinséque au produit sera entachée d’une certaine variabilité que I'on peut caractéri-
ser par une loi normale. Ainsi, au cours d’'une campagne d’essai HALT, I'objectif est de définir le plus
précisément ces différentes lois normales.

4.3 Definition des limites statistiques de zone

Dans cette premiere étude, nous nous sommes intéressés aux essais réalisés selon 2 stress indépen-
dants : la température et la vibration.

4.3.1 Limites opérationnelles dans le cas de la température

Pour déterminer les limites opérationnelles supérieure et inférieure d’un produit sous l'effet de la
température, on proceéde par des essais en contrainte échelonnée4EHgateprogressivement on di-
minue le niveau de température (échelon de 1 a 10°C et durée de palier de 1 a 10 min) jusqu’a constater le
dysfonctionnement du produit (performance dégradée mais réversible si 'on augmente la température)
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en affinant la recherche de la valeur critique par des échelons plus petits. Ainsi, on obtient la limite in-
férieure de fonctionnemetiit/ O(7"). On opére de la méme maniére pour déterminer la limite supérieure
LSO(T) avec le méme produit puisque le phénoméne associé aux limites opérationnelles est réversible
Cette opération est répétée pour I'ensemble de I'échantillon afin de définir les lois normales associées
aux limites.

A LSO(T)
120 [-m o

80

40

—

v

Température (°C)
o

-80 | LIO(T)'

Figure 4.3 —Cycle de température pour estimefO et LSO

Nous déduisons les paramétres des lois normales (moyenne et écart-type) :

KULIO(T) = % é LIO(T)' (4.1)
oLIOT) = nilg (LIO(T)' - MLIO(T))2 (4.2)
prsom) = - Zl LSO(T) 43)

1 - 2

1 Z (LSO(T)' — prsocr))

=1

oLSO(T) = (4.4)

n —

4.3.2 Limite opérationnelle dans le cas de la vibration

Pour déterminer la limite opérationnelle supérieure sous I'effet de la vibration on proceéde de la méme
facon que pour la température par des essais en contrainte échelonnée4HEgoueprogressivement
on augmente le niveau de vibration (échelon de 1 a 10 Grms et durée de palier de 1 & 10 min) jusqu’a
constater le dysfonctionnement du produit permettant d’obtenir la limite supérieure de fonctionnement
LSO(Grms) en affinant la recherche de la valeur critique par des échelons plus petits.
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LSO(Grms)'

50

Vibration (Grms)

Figure 4.4 —Cycle de vibration pour estimérSO

Les parameétres de la loi normal8O(Grms)ont définis par :

1 ¢ :
HLSO(Grms) = E Z LSO(Grms)l (45)
=1

R .
n—1 Z (LSO(GTmS)Z - MLSO(Grms))2 (46)
i=1

OLSO(Grms) =

4.3.3 Limites de destruction dans le cas de la température

Pour estimer les limites de destruction supérieure et inférieure d’'un produit sous I'effet de la tem-
pérature, on réalise un essai identique au cas de I'évaluation des limites opérationnelles4Ejgure
mais on augmente le niveau de température jusqu’a destruction du produit (état irréversible). Pour tester
lirréversibilité de la défaillance, la température est ramenée dans la zone de spécification pour vérifier
le non fonctionnement définitif du produit. La limite supérieure de destrudti®n (7") est obtenue en
considérant que la vraie valeur se trouve entre I'avant dernier et dernier échelon. Nous opterons pour la

prise en compte de la valeur médiane. On opére de la méme maniére pour déterminer la limite inférieure
LID(T)
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Figure 4.5 —Cycles de température pour estinigrD et LS D

Les parameétres des lois normaleBD (1) et LS D(T') sont obtenus par :

1< . AT
rLipm) = > (LID(T)Z + 2) (4.7)
i=1
a AT 2
OLID(T) = 1 <LID i+ 5 MLID(T)) (4.8)
=1
1 - AT
KHLsp(T n (LSD - 2> (4.9)
i=1
1 = AT 2
TLSD(T) = \| 7 Z <L5D(T)’ -5 MLSD(T)) (4.10)

i=1

4.3.4 Limite de destruction dans le cas de la vibration

L'estimation de la limite supérieure de destructibA D(Grms) se fait selon I'essai défini par la
Figure4.€.
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5o | LSDGms)

40
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20
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Vibration (Grms)
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Figure 4.6 —Cycle de vibration pour estimérS D

Les parameétres de la loi normaleS D(Grms) sont définis par :

n

1 )
HLSD(Grms) = — Z <LSD(Grm5)z _
=1

AGrms>

5 (4.11)

n

1 . AGrms 2
OLSD(Grms) — n_1 Z (LSD(GTTTLS)Z - 2 - MLSD(GTms)) (4.12)
=1

4.4 Definition des marges

Connaissant les distributions des différentes limites, il est possible de définir les marges que nous
avons entre les spécifications et les limites opérationnelles (Fdgg)re
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Figure 4.7 —Définition de la marge opérationnelle

Ainsi, pour le cas d'un stress, la marge opérationnelle entre la spécification supérieure et la limite
supérieure opérationnelle (définie par une loi normale) s’écrit :

Marge opérationnelle = ppso(s) — LSS(s) (4.13)

Nous pouvons également déduire une autre caractéristique associée a la marge qui est la proportion
%ppm de produits défectueux dans la zone de spécification :

LSS(s) — MLSO(s)> (4.14)

Y%ppm = prob (LSO(s) < LSS(s)) = ¢ <
OLSO(s)

avecq(u) la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite

(Nota : On déduit de la méme maniére les autres marges opérationnelles)

Lors d'un essai HALT, nous recherchons les modifications nécessaires pour obtenir une marge suffi-
sante. C'est ainsi que I'on peut se fixer un objectif de proportion de défaut %ppm et de déduire la marge
nécessaire exprimee en nombre x d’écart typg ). Ainsi, la relatiord.14devient :

LSS(s) — z.0150(s) — LSS(5)>

OLSO(s)

%Wm=¢< — ¢ (-a) (4.15)

De cette derniére équation, nous pouvons déduire le pourcentage %ppm en fonction de la marge
exprimée par x (voir le tablead1])
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X %ppm

1 158655,26
15 66807,23
2 22750,06
2,5 6209,68

3 1349,97
3,5 232,67

4 31,69

4,5 3,40

5 0,29

Table 4.1 —ppm en fonction de la marge x

4.5 Deéfinition des niveaux de stress pour le déverminage de type HASS

Les résultats des essais HALT peuvent également servir & définir les essais de déverminage HASS
réalisés lors de la production (voiMELean, 200 et [Motor, 200().. Pour cela, on considére les lois
normales des limites opérationnelles (Figdré définies lors de I'essai HALT. Le cycle de température
de I'essai HASS est défini par 2 valeurs extrémes estimées pour un niveau de confiance dgnné (1-

SLiom

—_ —~
= = e
~ %)
@) 1% A
—_ —
— —~ — —
H ~
= )
3 %
/2 V2 ~
Miioer)

LSO(T)

Mesorm

Orsom

L ~p Température T

Figure 4.8 —Définition du cycle de température pour I'essai HASS

Les 2 températures inférieure et supérieure du cycle HASS sont définies par :

LIgass(T) = prror) + Ui—y /20 L1o(T)

LSuass(T) = prso(r) — W1-~/20LSO(T)

(4.16)

(4.17)
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Les valeurs.; _, /5 sont tirées du tableai2:

1-/2 1wy Ui—y/2 | Ul—y
0.95 0.95 164 | 1.64
0.96 0.96 1.75 | 1.75
0.97 0.97 1.88 | 1.88
0.98 0.98 2.05 | 2.05
0.99 0.99 233 | 2.33
0.999 | 0.999 | 3.09 | 3.09
0.9999| 0.9999| 3.72 | 3.72

Table 4.2 —valeurs deu; _ /5 €tu;

Le cycle de vibration se déduit de la méme maniére, en considérant la loi normale de la limite supé-
rieure opérationnelle LSO(Grms) (Figu4€S).

—_
2]
2 £
g S
= N’
& ~ O
= )
n w2
n g
@)
~
172
= OLs0(Grms)
n
—
Y
0 . —p Vibration Grms
M so(Grms)

Figure 4.9 —Définition du cycle de vibration pour I'essai HASS

Le niveau de vibration du cycle HASS est défini par :

LSHass(Grms) = 1150 (Grms) — W1-7OLSO(Grms) (4.18)

avec les valeurs, _, tirées du tablead.2

45.1 Exemple simulé

Nous considérons un échantillon de 21 produits soumis a un essai sous stress échelonnés en tempé-
rature et vibration. Les spécifications du produit en température et vibration sont ;

— limite supérieure en températuré.SS(T") =55°C

— limite inférieure en température1 S(T') = -25°C

— limite supérieure en vibrationLSS(Grms) = 15 Grms

Les résultats de d’essai seront simulés selon les lois normales suivantes :

— limite supérieure opérationnelle en températut§O (1) ~ N(urso(r): orsor)) = N(80°C,5°C)
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— limite inférieure opérationnelle en températufed O(T') ~ N(piri0(1), oLior)) = N(=45C,5°C)
— limite supérieure opeérationnelle en vibratioh SO (Grms) ~ N(urso(Grms) OLSO(Grms)) =
N(35Grms, 5Grms)
— limite supérieure de destruction entempératur6 D(T') ~ N(ursp(r), orspr)) = N(120°C,6°C)
— limite inférieure de destruction en températutd D(T') ~ N (ur;p(r), oLip(r)) = N(=80°C,6°C)
— limite supérieure de destruction en vibratiohS D(Grms) ~ N(prsp(Grms)> TLSD(Grms)) =
N(50Grms, 6Grms)
Le plan d’essai sera conduit de la maniére suivante (Fidil@ :
1. dans un premier temps, nous simulons les données correspondant aux différentes limites opéra-
tionnelles LIO(T'), LSO(T) et LSO(Grms) des 21 produits,
2. ensduite I'échantillon de 21 produits est réparti en 3 sous-échantillons de 7 produits afin de simuler
les différentes limites de destructidd D(T"), LSD(T') et LSD(Grms)

LSD(Grms)'| ~

s Loy LSOGrms)'| 3
120

80

40

Vibration (Grms)

A 4

Température (°C)
(=l

-40

-80 | LIO(T)

Figure 4.10 —Conduite de I'essai HALT simulé

Nous obtenons pour I'échantillon complet les résultats suivants :

Produit i 1123|456 |7 |8 ]9 10|11 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19| 20| 21
LSO(T)! 80| 85| 80| 85| 80| 85| 70| 75| 75| 85| 70| 80| 80| 80| 80| 70| 80| 75| 75| 75| 85

LIO(TY |- |- |- |- |- |- |- |- [- |- 1-[-[-[-1-1-"[-1-1-1-91-
40| 45| 50| 45| 40| 50| 50| 35| 45| 45| 45| 40| 50| 50| 40| 45| 35| 45| 45| 45| 35

LSO(Grms)| 30| 35| 25| 30| 25| 35| 30| 40| 35| 30| 30| 40| 35| 40| 40| 35| 35| 40| 35| 25| 40

Table 4.3 —-Données simulées deSO(T)*, LIO(T)? et LSO(Grms)* pour 'ensemble de I'échantillon

De ces données, nous pouvons déduire les paramétres des lois normales (matefveet-typer)
caractérisant les différentes limites opérationnell8® (T'), LIO(T) et LSO(Grms) :

- LSO(T) ~ N(NLSO(T)) GLSO(T)) = N(78.57°C, 5.0300)

- LIO(T) ~ N(MLIO(T)? ULIO(T)) = N(—4380 C, 4.97 C)

— LSO(Grms) ~ N(iLso(Grms)> TLSO(Grms)) = N (33.8Grms, 5.22Grms)
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Ensuite, nous simulons les données de limites de destruction en température haute (produits de 1 a
7), température basse (produits de 8 a 14) et en vibration (produits de 15 a 21) :

| produit i 1 2 3 4 5 6 7 |
| LSD(T)’ 130 115 110 120 125 125 130 |

Table 4.4 —Données simulées deSD(T)* pour le sous-échantillon 1(produits 1 & 7)

| produit i 8 9 10 11 12 13 14 |
| LID(T)" -85 -85 -75 -90 -75 -80 -85 |

Table 4.5 —Données simulées deSD(T)* pour le sous-échantillon 2 (produits 8 a 14)

produit i 15 16 17 18 19 20 21
LSD(Grms)! | 45 50 60 55 60 45 50

Table 4.6 —Données simulées deSD(Grms)* pour le sous-échantillon 3 (produits 15 a 21)

De ces données, nous pouvons déduire les parameétres des lois normales (matetueet-typer)
caractérisant les différentes limites de destructitD(T"), LI D(T)et LSD(Grms):

— LSD(T) ~ N(ursper), orsper)) = N(119.64°C,7.56°C)

- LID(T) ~ N(MLID(T)? ULID(T)) = N<—7964°C, 56700)

— LSD(Grms) ~ N (115D (Grms)s OLSD(Grms)) = N (49.64Grms, 6.36Grms)

La simulation montre la démarche a conduire lors d’'une campagne d’essais HALT. Plus particulié-
rement, nous constatons que la taille de I'échantillon est importante dans la précision des résultats.

De ceux-ci, nous pouvons réaliser des analyses plus évoluées et en particulier des estimations de
proportions de produits défectueux dans la zone de spécification :

1-Proportion de produits défectueux en deca de la limite supérieure de spécification en tempéraure :

LSS(T) — MSO(T)) _ (55 — 7857
orso(T) 5.03

Yoppm = prob (LSO(T) < LSS(T)) = ¢ < > = 1.4ppm

2-Proportion de produits défectueux au dela de la limite inférieure de spécification en tempéraure :

Y%oppm = prob (LIO(T) < LIS(T)) = 1—¢ <LIS(T) - ,MLIO(T)> 1 (—25+438

— 776
or1o(T) 4.97 ) ppm

3-Proportion de produits défectueux en deca de la limite supérieure de spécification en vibration :

Y%oppm = prob (LSO(Grms) < LSS(Grms)) = ¢ <LSS(GrmS) _ MLSO(GTmS))

orso(Grms)
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soit
15— 33.8
5.22
Nous pouvons également préciser les 2 températures inférieure et supérieure ainsi que le niveau de
vibration du cycle HASS définis pour le niveau de confiance 98% :

%oppm = prob (LSO(Grms) < LSS(Grms)) = ¢ ( > = 158.2 ppm

LIHASS(T) = KL1o(T) + U99% O LIO(T) = —43.8 4 2.33 x 4.97 = —32200

LSy ass(T) = pLso) — UosnoLso) = T8.57 — 2.33 x 5.03 = 66.8°C

LSHASS(GTWS) = ;ULSO(Grms) — U98% O LSO(Grms) — 33.8 — 2.05 x 5.22 = 23.1 Grms

4.6 Conclusion

Dans dans ce chapitre, nous avons traité les aspects statistiques des essais aggravés et plus particu-

lierement des essais HALT. Rappelons qu'ils permettent :

— d’éliminer les points faibles de conception en les décelant et en les corrigeant

— de définir les limites opérationnelles et de destruction

— d’évaluer les marges opérationnelles et de destruction

Lors de notre recherche bibliographique, nous avons trouvé trés peu de littérature sur le sujet et

sans de réelle approche théorique. Aussi, nous proposons des estimateurs des parameétres de distributions
normales caractéristiques des limites opérationnelles et de destruction en température et vibration. Cette
hypothése de normalité est communément admise dans la littérature comme dans [McLean, 2000] et
[Crowe and Feinberg, 2001]. A partir de ces distributions, nous donnons des estimateurs des marges
opérationnelles et de destruction. Et pour finir, nous avons indiqué une nouvelle méthodologie pour
définir le profil de déverminage HASS en considérant la marge de destruction et en se fixant un niveau
de risque acceptable de détruire des produits sains au cours de I'opération. En effet, dans la littérature le
profil de déverminage est défini en considérant 80% des limites de destruction.

Ces travaux sont synthétisés dans l'article publié dans une revue natiGoalér| et al., 2004c

Avec l'arrivée d’'une enceinte climatique a I'lSTIA (permettant de réaliser des essais aggravés, accé-

Iérés et déverminages) nous allons analyser expérimentalement les essais aggravés, vérifier leur efficacité
et poursuivre les analyses statistiques des résultats d’essai en :

— vérifiant la corrélation entre robustesse (aptitude du produit a fonctionner au dela des spécifica-
tions) et fiabilité (aptitude du produit a fonctionner dans les limites de spécification)

— étendant aux autres types de stress (température cyclique, stress combinés, ...)

— étudiant le probléme de I'échantillonnage (puisque dans la réalité peu de prototypes sont dispo-
nibles)

— proposant des méthodes d’'estimation de la fiabilité a partir des défaillances imputables a des pro-
blémes de fiabilité a I'aide des modéles de vie accélérée abordées dans le paragraphe suivant (voir
I'application dans I'article en annexe B.3 intitulé "Applying accelerated life models to HALT tes-
ting.")



CHAPITRED
Estimation de Ia fiabilité
par les essais bayesiens

5.1 Introduction

Comme nous I'avons montré précédemment, les essais d’estimation sont codteux en temps. Ainsi, il
est indispensable d’optimiser les campagnes d’essai en sachant que les niveaux de performances souhai-
tées a valider sont élevés (probabilité de défaillances et taux de déffaillance tres faibles) et que la taille
des échantillons est telle que I'on a peu de chance d’observer des défaillances.

Dans cette optique, I'approche bayésienne s'impose puisqu’elle va permettre :

1. d'utiliser le maximum de connaissances disponibles en exploitant les résultats des essais sur des
produits similaires et les données issues de I'expertise,

2. de définir un plan d’essais limité, aprés intégration de la connaissance disponible, afin de valider
un objectif de "fiabilité" a un niveau de confiance donné,

3. d'intégrer a la connaissance les résultats des séries d’essais au fur et a mesure du développement
du produit, elle est ainsi capitalisée automatiquement,

4. d’exploiter le cas du "zéro" défaillance difficile a traiter avec une approche statistique classique
qui demanderait une taille d’échantillons trés importante.

Il existe de nombreux travaux traitant les techniques bayésiennes. Nous pouvons citer les
travaux fondamentaux :Rlobert, 199p [Robert, 200], [Congdon, 200} [lbrahim et al., 200[L..
et les travaux concernant les applications a la fiabilitéRingler, 1979, [Procaccia et al., 1992
[Procaccia and Morilhat, 1996  [Lannoy and Procaccia, 1994 [Lannoy and Procaccia, 201
[Sander and Badoux, 1991[Marts and Walter, 19¢2 [[Ross, 200B... Le probleme difficile a ré-
soudre dans le cadre des techniques bayésienne reste la modélisation de la connaissance a priori
(connaissance initialement disponible). Pourtant, il existe de nombreuses sources de données de fiabilité
(des études de sdreté de fonctionnement, étude d’évaluation de risques, d’avis d’expert, du retour
d’expérience et des recueils de données).

Aussi, nous avons proposé dans le cadre de la thése d’Emmanuel Usilutsanedu et al., 2004
[Usureau et al., 20()&t [Guerin et al., 2003pdes outils permettant de construire la distribution a priori,
de vérifier sa compatibilité avec les premiers résultats d’essai (la vraisemblance) et la pondérer, si néces-
saire, pour atténuer son effet lorsqu’elle est mauvaise.

Dans la suite du document, nous présentons une synthése des travaux réalisés par I'équipe.

5.2 Rappel du principe bayésien

Considérons un échantillon de résultats d'edsat x1, zo, ..., z,, d’'une distribution (loi de mortalité
donnée), dont la fonction de vraisemblarfge, zo, ..., z,|0) est caractérisée par le paramétre inconnu

37
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0, de densité de probabilité a priar(d), la densité de probabilité a posterig(t| X ) sera :

f($17 L2y weey $n|0)g(0)
0/%) = 5.1
D(6)
La figure5.1 montre un exemple de représentation de ces différentes distributions.

Densité de probabilité
A posteriori

1 LA e

A priori
g(0)

.' Vraisemblance
- 1(x/0)

E(6)

Figure 5.1 —Représentation des distributions a priori, vraisemblance et a posteriori

L'application du théoreme de Bayes a I'estimation de la fiabilité d'un systéme consiste a appliquer
l'inférence bayésienne représentée dans la fifitie

Résultats d’essai

f(X/0)
Connaissance disponible = Capitalisation de la connaissance
A oriori
prion l A posteriori
> —
g(6) 2(6/X)
Définie par :
* Avis d ’expert
* Architecture du systeme
« Essais sur produits similaires
I Inférence

Figure 5.2 —Inférence bayésienne
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Pour plus de détails, le lecteur pourra se reporter aux ouvrages suivemtcagcia et al., 1992
[Lannoy and Procaccia, 19p4Sander and Badoux, 19pfUsureau et al., 20()4Dans les sections suli-
vantes nous allons montrer I'application de I'inférence bayésienne dans les cas des systémes a mortalité
exponentielle, binbmiale et normale (ou lognormale).

5.3 Application de I'approche bayésienne a la fiabilit¢ des matériels a
mortalité exponentielle

5.3.1 Définition de la vraisemblance
La fiabilité est caractérisée par une distribution exponentielle ; la probabilité d'oktdéfaillances
pendant un temps cumulé de tésest proportionnelle a :
f(kIX) = Nee=AT (5.2)

A : taux de défaillance, parametre inconnu a estimer

5.3.2 Définition de la connaissance a priori

Deux cas se présentent : soit nous ne disposons d’aucune information sur le niveau de fiabilité du
systéme soit une connaissance est disponible.

Cas ou aucune connaissance est disponible
Dans ce cas, toutes les valeurs de taux de défaillanoet exactement la méme chance d’apparaitre
caractérisant I'ignorance totale. Cet état de la connaissance est modélisé par une loi uniforme non infor-
mative (hypothese de Laplace) :

g(\) =% A€ [0,K]avec K—oo

Remarque : on peut aussi utiliser I'information de Fisher et prendre I'a priori de Jeffgéys = %

Ainsi, le theoréme de Bayes s'écrit :

e—)\T)\ka-i-l
MMM:‘?@15* 9
Soit une distribution Gamn‘ﬁ(aﬂ)?{ g i ];er !

L'estimateur ponctuel du taux de défaillanteest la valeur moyenne de la distribution Gamma a
posteriori.

E(,\):j\:%:%
5.4
V) =& =5 (5.4)

Il est également possible de calculer un intervalle de confiancem®ir un niveau de confiance
(1-y) donné par :

1 —v = Prob(Amin < A < Amax)
1- Y= F()\max) - F(Amin)
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ou F(\) est la fonction de répartition de la loi gamma a posteriori. Cet intervalle est défini par des
valeurs minimum et maximum de I'estimation Al@ un niveau de confiance bilatétéral symétrique)1-
Soit :

_ fo/\min G(k+1;T).d\ = valeur de A\pin

55
_ % — fOAma" G(k+1;T).d\ = valeurde Apax (53)

NB : Dans le cas ou il n'y a aucune défaillance, il est nécessaire d'utiliser un intervalle unilatéral.

Cas ou il existe une connaissance disponible

La distribution Gammé- (ay; Bo), conjuguée bayésienne de la distribution exponentielle, est utilisée
pour modéliser la connaissance a priori :

ﬁgéO)\ao—le—ﬁok

\) = 5.6
Ainsi, le theoréme de Bayes s'écrit :
(Bo+T)* " ikt —(Bo+T).A
=T\ . - 4
. . R =ag+k
soit une distribution Gamma de paramétrég ¢, 5) = a=a0

L'estimateur ponctuel du taux de défaillanteest la valeur moyenne de la distribution Gamma a

posteriori.

« a k+k+1 k+ag
EAN) =\ =—-= = 5.8
(Y 8 T+ 1Ty T+ Bo (©-8)

Comme dans le cas précédent, il est possible de déterminer un intervalle de confiance sur I'estimation

A

5.3.3 Exemple d’application

Considérons que I'on cherche a estimer la fiabilité d’une carte électronique. Trois séries de tests ont
été réalisées :

1¢7¢ série de testgig = 3 ;77 = 10000 h)

2i¢me série de tests ¢e 0; T, = 8500 h) cas avec 0 défaillance

3ieme série de testgg=5; T3 = 12000 h)

- Si on considére que I'on a aucune connaissance, la distribution a priori est uniforme sur l'intervalle
[0,0¢] et nous obtenons les estimations suivantes :

A= E(\) =29510"*p~1

1.341074h 71 < gz, < 5.61107 %A1

avec les paramétres de la loi gamma a postetierio et = 30500.
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- Si maintenant nous considérons le cas ou nous disposons de la connaissance a priori, fournie par des
experts, matérialisée par une loi gamma de parameére20 et3,=78000. Les estimations deviennent :

A= E(\) =2.5810"h"1

L711074h 71 < Az, < 3.62107 %A1

avec les paramétres de la loi gamma a postesiofi8 et3=1.09 10.

Remarques:

1. Dans les deux cas, la distribution a posteriori est une loi Gamma, conjuguée bayésienne de la
distribution exponentielle. Cela permet de simplifier les calculs en se limitant, dans la pratique, a
des additions sur les paramétres de la distribution de Gamma.

2. Lorsque I'on dispose de la connaissance a priori traduite en une distribution Gamma de parametres
ap et [y, cela revient a considérer une campagne d’essai équivalente @éfaillances et de
temps cumulé d'essgh

3. lintervalle de crédibilité, a un niveau de confiance donné, est moins large dans le deuxiéme cas,
la fonction de distribution est moins dispersée. La quantité d’informations étant plus importante
et plus riche, il est normal que les résultats soient plus précis. Dans la pratique, la forme des
distributions pourra fournir une information qualitative sur la richesse des données utilisées.

5.4 Application de I'approche bayésienne a la fiabilité¢ des matériels a
mortalité binbmiale

5.4.1 Définition de la vraisemblance

La probabilité de défaillance est caractérisée par une loi Bindmiale [2], [3], [4] :

f(klp) = Cxp*.(1 — p)N~F (5.9)

avec :

— N :nombre d’essais de la série

— k : nombre de non fonctionnements observés identique a la variable x

— p : probabilité de défaillance a la sollicitation (probabilité de non fonctionnement du systéme),
c’est le paramétre que I'on cherche a estimer

5.4.2 Définition de la connaissance a priori

Cas ou il nexiste pas de connaissance

Dans ce cas, il faut que toutes les valeurs possibles de la probabilité aient autant de chances d’étre
vraies, ceci caractérise I'ignorance totale. Cet état de la connaissance se modélise par une loi uniforme
non informative (hypothése de Laplace) :

g(p)z{l;ogpSl (5.10)

0; ailleurs
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Remarque : on peut aussi utiliser I'information de Fisher et prendre I'a priori de Jefftgys=

1 ’ iAr A’ _ 1
— ou I'a priori d’'Haldaney(p) = =

Ainsi, le théoreme de BAYES nous permet de déduire la fonction a posteriori correspondant a un
échantillon équivalent d&" essais donkt défaillants :

g(plk) = mpk(l —p)NF (5.11)

a=k+1
b=N-k+1

L'estimateur ponctuel bayésien de la probabilité de non fonctionnepmesitl’'espérance mathéma-
tique de la loi beta a posteriori :

soit une loi beta de paramétre8(a ; b) =

a k+1

E = pH = = —
P)=P= 77 = N2

(5.12)

Il est également possible de calculer un intervalle de crédibilit¢ @len niveau de confiance (-
tel que :

1-— Y= PTOb(pmin <p< pmaat) = F(pma:c) - F(pmzn)

ou F'(p) est la fonction de répartition de la loi beta a posteriori.
Ceci permet d’encadrer par des valeurs minimum et maximum I'estimatipaulaiveau de confiance
(1-v) bilatéral symétrique, soit :

% — fgmin B(k + 1 ’N —k + ]_)dp = Pmin
(5.13)
1_%:fé’maxB(k+1;N—k+l).dp:>pmax

Cas ou il existe une connaissance disponible

Toute la connaissance disponible doit étre modélisée par une distribution de probabilité. On utilise
principalement des lois de probabilité paramétrées qui, en fonction de la valeur de leurs parameétres,
peuvent prendre un trés grand nombre d’allures. La loi bgta@, conjuguée de la loi binbmiale est
utilisée :

F(ao + bo)
I'(ag).I'(bo)

Nous verrons comment I'établir & partir de plusieurs sources de données dans la partie suivante. Le
théoreme de BAYES s’écrit :

9(p) = P (1 —p)! (5.14)

_ (ag 4+ bg + N —1)! ao+k—1 bo+N—k—1
e oy s Ty sy AR St (.15

a=ay+k

soit une loi beta(a, b#{ b—bo+ N —k
= 0 —_
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L'estimateur bayésien de la probabilité de non fonctionnement p est I'espérance mathématique de la
loi beta a posteriori :

a k+tag
a+b ay+by+N

B(p)=p= (5.16)

De méme qu’au paragraphe précédent., il est possible de calculer un intervalle de crédipiié de
un niveau de confiance (1} bilatéral symétrique.

5.4.3 Exemple d’application

Prenons I'exemple fictif ou I'on cherche a évaluer la fiabilité d’'un AIR-BAG (dans ce cas la pro-
babilité de défaillance a la sollicitation correspond a un non fonctionnement de I'AIR-BAG lors d’'une
simulation de chocs).

Supposons que I'on dispose des résultats des trois séries d'essais suivantes :

1.Série1(N=20;k =3)

2. Série 2 (N=10; k, = 0) cas du zéro défaillance

3. Série 3(N=50; ks = 1)

SiI'on considére la loi a priori uniforme non informative (U(0,1)), les résultats sont :

p = E(p) = 0.060976
0.024635 < posy, < 0.109448

avec pour parametres de la loi beta a posteriori a=5 b=77

Si maintenant I'on considére une loi beta(1; 70), définie a partir d’avis d’experts, comme a priori,
les résultats deviennent :

p= E(p) = 0.033113

0.013224 < poso; < 0.059981

avec pour parametres de la loi beta a posteriori a=5 b=146
On peut remarquer que :

1. dans les deux cas, la distribution a posteriori est une loi beta, conjuguée de la loi binbmiale. Ceciva
permettre de simplifier les calculs en se limitant, dans la pratique, a des additions sur les paramétres
aeth.

2. l'estimateur bayésien de p est plus faible dans le deuxiéme cas, la connaissance a priori a été
intégrée dans le calcul comme un équivalent a une série d'essais supplémentaire.

3. lintervalle de crédibilité, a un niveau de confiance donné, est moins large dans le deuxiéme cas,
la fonction de distribution est moins dispersée. La quantité d’informations étant plus importante
et plus riche, il est normal que les résultats soient plus précis. Dans la pratique, la forme des
distributions pourra fournir une information qualitative sur la richesse des données utilisées.
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5.5 Application de I'approche bayésienne a la fiabilit¢é des matériels a
mortalité normale ou lognormale

La distribution normale est importante pour décrire les durées de vie de nombreux systémes et en
particulier mécaniques. De nombreux chercheurs ont étudié I'estimation des parametres de la loi en uti-
lisant la méthode du maximum de vraisemblance ou les techniques bayésienndsdrugitgn, 200[1
[Guerin and Dumon, 1998[Guerin and Dumon, 199P Nous nous sommes intéréssés a l'application
des techniques bayésiennes aux essais.

5.5.1 Définition de la vraisemblance

Les temps de défaillancasde la plupart des systemes mécaniques sont caractérisés par une distri-
bution normale ou lognormale (lorsque I'on a une variabtgii suit une loi lognormale alors la variable
log(x) suit une loi normale). La fonction de densité de probabilité est définie par :

g9(x|p, ) = %e<9<z2m ) (5.17)

pour (-0o< X <+00), (6 > 0) et (vo< i <+o0)

ol x est la variable étudiég,la moyenne ef I'inverse de la varianced(= 1/02).
Dans le cas d’'une distribution & 2 parametres inconnus, le théoréme de Bayes s’écrit :

B f(x|p, 0).9(1,0)
9lun ) = I f f (|1, 0).9(, 0).dpd6 (5-18)
D(u) D(6)

ou
— p et les parametres a estimer

— x={x;} : les données observées

— g(u, 0) : distribution a priori

— f(z|u, 0) : la vraisemblance

— g(u, 0)z) : la distribution a posteriori

— D(n) et D(0) : les domaines de variation des paramétres?.

5.5.2 Définition de la connaissance a priori

cas ou il n’existe pas de connaissance
Dans un premier temps, nous considérons aucune information a priori sur les parang#esussi,
nous considérons 2 distributions uniformes non-informatives &Gjr:

Ag(W) Ag(0)
12K 1/K”

K o +K " 0 +K

Figure 5.3 —lois uniformes non-informatives aved¢, K’ — oo
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La vraisemblance, pour un échantillon de tailleest donnée par :
05 105 (@i-w)’
L e et (5.19)

[ (x|p, 0) = WB

Alors, le théoréme de Bayes s’écrit :

J(x|p, 0)g(p)g(0
(11, 012) = —— 2110 O)01)5(6) (5.20)
T2k I (@, 0)g(1)g(0)dudd
avecKetK' — oo
Finalement, nous obtenons la relation suivante (voir annexe A.5) :
n ni —19 S z;—7)2
o [Z (ws —x>2] pie T o dontuay
i=1
9(p,0|z) = 2 () (5.21)
2
qui est une combinaison de distributions Gamma et Normal.
ba 1 —bo n@ _LQ(N_ )2
— a i ¢ 22
f (M? e‘x) F (a) e 27_(_6 2 (5 )
G(6]a,b) N(pla,c,0)
ou
0=l
b=13 (z;—7)°
i=1
c=2x

Cas ou il existe de la connaissance a priori sur les parametres inconpet 6

Sion considere une distribution a priori avec la méme forme que la rel&tid1) (caractérisée par 3
parameétres a, b et ¢ (définis par des experts), et les résultats de tesfifawd& x; le résultat d’'un test,
T la moyenne des résultatsreta taille de I'échantillon). Alors la distribution a posteriori s’écrit (voir

I'annexe A.6 pour la démonstration) :

n—1 HERS (zx%)%b]e
o te [2 =1 "
= 9( )e ! X e

f(:uvmx) \/ﬂf(%—ka)
(5.23)

_ 3
—19{n52+(2a—1)02—7("96-"(2'1__1)6) ]
6 nhza—t ><\/n+2a—1(%—|—a)><

—\2 n(2a—1)(T—c)?
> (=) +b+(n+2)a(—1):|

iE

—20(n+2a—1)(u—M)? %

D=

N _ nZ+(2a—1)c
OuUM = n+2a—1
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qui est une combinaison de distributions Gamma et Normale :

ra’

f(/,L 0’,%) _ b Ha/_l —b'0 (20,/ — 1)0

(20/-1)0

e e L (p—d)?
I (a’) 2
—
G(8/a' W) N(u/a' ¢ 0)
ou
4 a/ — % _"_ a
V=35 Y (xi—f)2+b+w

2(n+2a—1)
1=1

o _ nZ+(2a—1)c
¢ =M= n+2a—1

Nous constatons une forme identique au cas sans connaissance.

5.5.3 Détermination des estimateurs bayésiens

(5.24)

Une fois la distribution a posteriori construite, nous pouvons déterminer les estimations des para-

meétresy etd par les distributions marginales associégse.
La distribution marginale dé s'écrit :

FOlz) = [T f(u,0)z)du

J(0/2) = G a,b) [ N (e, i) du

f (0lz) = PO = G(a,b)

L’estimateur ponctued ded est défini par le mode dg(0/x)

b —1

/

0 =
a
Alors la variance est définie par :

) a’

Ty -1
Nous déduisons l'intervalle de confiance (défini @, ; 0,mq2]) €n résolvant

emin

V= gf@@ﬂ9

emax
l—vy= [ f(0x)do
0
avec (1<) le niveau de confiance désirée.

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)
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La distribution marginale dg s’écrit :

+oo biv/2a—1T1 (a+ 4
Py = [ s oyan = CPIEE) (5.29)
0 at3y27  T(a)
avec i =b+ £(2a —1)(u — ¢)?
Cette distribution marginale est symétrique par rappeort a
L'estimateur ponctuell@ de . est donné par le mode dé./x)
p=cd (5.30)

Nous déduisons l'intervalle de confiance (défini pani, ; t4maz]) €N résolvant :

v = “T“f(ﬂ\x)du
0 (5.31)

Hmax

l—y= Of f(ulz)dp

avec (1«) le niveau de confiance désiré.
Dans le cas ol aucune connaissance est disponible, les estiniegeéfrsont définis par les relations
connues suivantes :

(z; —7)?

Fg=0 (5.32)
n—1

=7 (5.33)

5.5.4 Exemple d’application

L'exemple suivant consiste a déterminer la valeur de durée deyid'un roulement a billes (valeur
pour laquelle 10% des roulements sont défaillants) en considérant une distributiog @és normale
(avecN le nombre de rotations). Dans cet exemple, nous nous intéressons a la comparaison des méthodes
classique et bayésienne.

Méthode classique :

Dans le cas classique, les estimateurs ponctuels et les intervalles de confiance sur la moyenne et
I'écart-type sont donnés par :

S S

T — t177/2,n71% <p <TH tlf'y/Z,nfl% (5.34)

oUty_, /9,1 €Stdéduit de laloi de studenpour le niveau de confiance (42) et le degre de liberté
n-1.
L'intervalle de confiance bilatéral symétrique sur I'écart-type est donné par :
—1)s2 “ 1) 2
(n—1)s <o< (n—1)s

! . (5.35)
X1—v/2,n—1 X5/2,n—1

ou X21—'y/2,n—1 est déduit de la loi dg? pour le niveau de confiance (¥2) et le degré de liberté
n-1.
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Méthode bayésienne

Avec la méthode bayésienne, il est possible de donner les estimateurs ponctuets dest les
intervalles de confiance associés pour un niveau de confiance donreqQ%).

Les estimateurs ponctuels deto sont respectivement (le mode de f(/x)) eta’ /(' — 1) (le mode
de f(0/x)).

Simulation

Pour nous permettre de comparer les deux approches, nous allons simuler les résultats d’essai en
tirant aléatoirement des valeurs de logarithmes de nombre de cycles de rotation a défaillaNge log(
selon une loi normale théorique suivante uNg?) = N(4.16 , 0.2971)

Nous considérons une distribution a priori définie par les paramétres suivants :

a=17.72
b= 4.48
c=4.1

A chaque test, nous déterminons les estimations eler et les intervalles de confiance associés (au
niveau de confiance 90%). Nous pouvons tracer leurs évolutions en fonction de l'indice de tirage (voir
les figuresh.4 et5.5).

6 4,8
classique \ bayésien

5 /\ 4.6 \
g \V’\_\_,_/\"\— qé 4’4
5 4 /\W L \./\’_/*—'\_-/‘/\N/\
) g4
g Ch

3 4

2 T T T T 3’8 T T T T

2 12 22 32 42 0 10 20 30 40 50

indice de tirage indice de tirage

Figure 5.4 —Estimation de la moyenne par les méthodes classique et bayésienne

5 classique 07 bayésien
\ 0,65 1 ISOSN_[

L LS o J ) ]
é: 1 \\ 2 055 Y o e At
L§ /\m § 0.5 /j\/

0,5 0.45 Jvf_\/‘/\/

L
0 ‘ ‘ : ; 04 T T T T
2 12 22 32 42 0 10 20 30 40 50

. . indice de tirage
indice de tirage g

Figure 5.5 —Estimation de I'écart-type par les méthodes classique et bayésienne
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Sur cet exemple, nous pouvons voir la convergence plus rapide des estimateurs bayésiens vers les
valeurs de simulation. Cela s’explique par la bonne adéquation de I'a priori.

Pour estimer la valeukE ;o du roulement, nous allons considérer les résultats d'essai a l'issue de la
dixieme simulation (indice de tirage = 10). Les résultats sont donnés dans le tabbleau .

Méthode Bayésienne Méthode classique
Estimateur ponctuel o = 4.118 o = 4.186
o = 0.550 o = 0.726
Intervalle de confiance| 3.982 < pggy, < 4.254 3.667 < pgoy, < 4.705
0.470 < o9, < 0.667 0.529 < gggo, < 1.194
Parametres de la distrj-a=22.722
bution a posteriori b=6.883
c=4.118

Table 5.1 —Estimations de la moyenne et écart-type a l'issue de la dixieme simulation
La valeur del, est déduite de la fiabilité par :
Lip = R71(0.9)

La fiabilité est donnée par la relation suivante :

“+00 +00

R(a'|u, 6) = / / R(z' / 1,6) f (1. 6/ )dpdf (5.36)
—oo 0

soit

xr 400 400

R(x|u, 9):1—// /N(x///,t, V1/0)G(0/a,b)N () a, c, 0)dz' dudf (5.37)
0 —c0 0

Nous pouvons tracer les fonctions de fiabilité estimées par les différentes méthodes (vdb.figure
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1 — S . T
| S R, (x’/p,0) bayésien | —
09 1] \\\\ 7777777777777777 R.(x/p,0) classique—
07 \ R,(x’/1.6) théoriquej
< 0,6 A
§ 0’5 : W
Z 04
0,3 N
, S E
0,2 I )
0,1 el || -
0 ’ |

—
\S]
W
NN
W
(@)
~

x"=log(N)
Figure 5.6 —Lois de fiabilité estimées par les différentes méthodes

De ces courbes, nous pouvons déduire les différentes estimatidng feir tablealb.2).

Niveau de fia-| x L1p en nombre

bilité de cycles
théorique | Ry(z|un,0)=0.9| 3.461 31.862 16
classique | R.(z|u,0)=0.9 3.075 21.650 16
bayésienne| R,(x|u,0)=0.9| 3.365 28.963 10

Table 5.2 —Estimations dd.( par les différentes méthodes

Remarque :nous avons appliqué également cette méthode a I'estimation de la limite d’endurance
lors d’'un essai en escalier (voiGlerin and Dumon, 199&t [Guerin and Dumon, 199p

5.6 Modélisation de la connaissance a priori issue d’avis d’experts

Les différents exemples précédents montrent que I'approche bayésienne, lorsque la distribution a
priori est bien choisie, permet une estimation correcte d’'une caractéristique de fiabilité avec une taille
d’échantillon faible. Nous nous sommes intéressés alors a la construction de la distribution a priori a
partir d’avis d'experts (abordée partiellement darennoy and Procaccia, 20pdt [Cooke, 199]). En
effet, il est toujours possible de reccueillir un avis sur la fiabilité d'un systémes auprés d'un ou plu-
sieurs experts. Leur connaissance se traduit par la définition d’'intervalles dans lesquels se trouvent les
caractéristiques de fiabilité. Nous avons étudié les trois cas suivants :

— le taux de défaillance pour les systémes a mortalité exponentielle

— la probabilité de défaillance (ou la fiabilit€) pour les systemes a mortalité bindmiale
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— la moyenne et la variance pour les systémes a mortalité normale ou lognormale

5.6.1 Cas des systémes a mortalité exponentielle

On cherche a définir la loi gamma a priori décrivant le taux de défaillance. Les experts ont plus
I'habitude de décrire la fiabilité par le MTTF. Aussi, nous considérons les avis d’experts exprimés par
des intervalles de MTTF (temps moyen avant la premiére défaillance d'un systeme ).

Ainsi, chaque expert donne son avis sur un intervalle du MTTF :

MTTF € [MTTF},,, MTTF}

min’ maw}

Il s’agit de convertir I'opinion d’expert i en un essai équivalent tronqué de temps curhylétide
nombre de défaillances observéés xDe plus, on considére que l'intervalle donné par I'expert est un
intervalle bilatéral symétrique au niveau de confiafce

D’apres A. Pages et M. GondraiPdges and Gondran, 19B@ous pouvons écrire que le MTTF

2T 2T
T (i < MTTF < —rn iy
Xi-7 (2xeq + 2) X7 (Q:Beq)

Par conséquent, il est possible de déduire les parametres en résolvant le systéme d’équations suivant :

(5.38)

; 2772

MTTF;, = Xy (2;@(1+2) , ,

MTT _2?qu = (x’eq, qu) (5.39)
max = 52 (2si,)

A partir de ces 2 expressions, il est possible de déduire les vaigzurfgq de la loi Gamma connais-
sant le niveau de confiance (3; MTTF', et MTTF} .. Pour cela nous utilisons une méthode d’'op-
timisation mathématique. Le probléme d’optimisation a résoudre est le suivant :

Rechercher les valeurs,, T¢, telles que : ) ,

. , . i 2T, Y
Minimiser I'erreur quadratique totaleMTTF} ;| 7)@7%(2%#2) +| MTTF. 7)(2%(%%)

Ensuite, cette opération est répétée pour I'ensemble des avis d’expert. La distribution a priori est
définie par :

O oy T} = —

Ainsi, la loi Gamma a priori aura les parametres suivants:

ap =i+ +al,+1
ﬁo:T§q1+-~-+Te’l}
Exemple :
Nous interrogeons un expert sur le MTTF d’'un matériel. Il nous donne un intervalle :

MTTF € [2000,2370]
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Cet intervalle est fourni pour un niveau de confiance donné 90%. Nous en déduisons un nombre
d’échec équivalent et temps équivalent par la procédure d’optimisation précisée auparavant :

Teq = 550
T,, = 2393648, 46

Ainsi, la loi Gamma a priori aura les parametres suivants :

ap = 551
Bo = 2393648,46

5.6.2 Cas des systémes a mortalité binbmiale

Dans le cas des systémes a mortalité binbmiale, la connaissance a priori est définie par une distribu-
tion beta. Nous nous sommes intéréssés a la définition de la distribution beta a priori en interrogeant des
experts sur la fiabilité d’'un systéme. Pour ce faire, nous traiterons deux cas de figure selon le nombre
d’expert s’exprimant :

— Un seul expert

— Plusieurs experts

Un seul avis d’expert

Nous interrogeons un expert sur la fiabilité d’'un systéme. Il nous donne un intervalle :

R e [Rminv Rmax]

Cetintervalle, choisi bilatéral symétrique, est fourni pour un niveau de confiance donpé\{ssi,
on peut écrire les 2 relations suivantes :

(ag+bo+2 .
3= F(a(()—i?l)l“o(bo—i)—l) of R®)(1 — R)™dR

(5.40)

Rtn ax

o I'(ao+bo+2) b,
1= 3 = FatDr e +D) of R@0)(1 — R)"dR
A partir de ces 2 expressions, il est possible de déduire les valeetr§ de la loi beta connaissant
v, Rmin €t Rnaz. Pour cela, nous utilisons une méthode d’optimisation mathématique. Le probléme
d’optimisation a résoudre est le suivant :
Rechercher les valeurs at b, telles que :

2 2
Rmin Ruax
Minimiser I’erreurquadratiquetotale('g — Of B(ag, bo) dR) + (1 -3 - bf B(ag, bo) dR)

Exemple :
Un expert donne un intervalle sur la fiabilité d’'un matériel soit pour une période d'utilisation donnée,
soit pour un nombre de sollicitations données (systémes monocoups).

Expert 1:R € [0.95, 0.99]

Nous considérons un niveau de confiancetle 90%.
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Nous obtenons les paramétresed by de la loi beta par la procédure d’optimisation précisée au

dessus :
ap = 162.78
bo = 4.48

Plusieurs avis d’experts
Nous interrogeons experts sur la fiabilité d’'un matériel. lls nous donnent des intervalles de la

valeur :
R € [R.;,. R ]donné par le i€me expert qui peut donner aussi une valeur déterministe

Nous pouvons, en considérant des lois uniformes, déduire la fonction générale de densité de proba-

bilité de R.
1
g(B) =~ (fi(B) + f2(R) + ... + fu (R)) (5.41)
La moyenne et la variance sont définies par :
o 1 = (Rz max + R’L min)
E(R) =~ Z; 5 (5.42)
et
2
2 l = (Rimax - Rimin)2 (Rimax + Rimin)2 . i = (Rimax + Rimin)
o(R)’ =3 5 + i = Z; . (5.43)

Il est ensuite possible de déduire les paramétres de la loi beta, caractérisant la probabilité d’occur-

rence p, par les relations suivantes :

a0 =28 (1 - E[R)) - E[R]

(5.44)

bo= 2. (1- E[R)*+ E[R] -1

Exemple : Deux experts donnent des intervalles sur la fiabilité d’'un matériel.

Expert1:R € [0.95, 0.99]

Expert2:R € [0.9, 0.99]
La moyenne et I'écart-type sont égaux a :

E(R) = 0.9575
o(R) = 0.02367
D’ou les parameétres, etb, de la loi beta :

ag = 68.56
by = 3.04
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5.6.3 Cas des systemes a mortalité normale ou lognormale

Nous demandons a un expert d’estimer la moyep)@4r la valeur la plus probable et I'écart-type
5
[M] et emin = ﬁ ) Hmax = 5%]
Nous avons montré précédgfﬁment qgue la distribution a prigrff(x) est une combinaison de
distributions Gamma et Normale :

F(1,002) = G (a,b) N <c, 9(2;_1)) (5.45)

Pour construire cette distribution, il est nécessaire d'estimer les paramgiret:.
Evaluation dea etb

La distribution marginale dé est donnée par :

ana—1_—bo
£ (0lz) = “’F(a‘; — G(a,b) (5.46)

L'intervalle [0, Omaz] définit une loi uniforme de moyenne et de variance données par :

emin emax
E(f) = Gmintbma) & 47
‘7 (emax_gmin)2 ( ' )

D’autre part, nous connaissons les expressions de la moyenne et de la variance pour une distribution
Gamma G(a,b) :

b 5.48
V(o) =& (5.48)
etV(0) =%
Par correspondance des moyennes et variances, nous déduisons les patisghktres

3 (Qmin + emax)2

a= 5.49
(emax - Hmin)2 ( )
b — G(QL‘I'GW*’;) (5.50)
(emax - emin)
Evaluation de ¢
La distribution marginale dg s’écrit :
b"v2a —17T (a+ 3
f(plz) = (a+3) (5.51)

adts V2 I'(a)

avec o =b+ 1(2a —1)(p — ¢)?

Cette distribution marginale est symétrique par rapport a la valguet b étant déja définis). Alors,
le parameétre prend pour valeur donnée par I'expert.
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Exemple :.Un expert donne un intervalle sur I'écart-type et la valeur la plus probable de la moyenne :

n=4.1
0 € [2.32;5.58]

La moyenne et la variance sont égales a :

E(0)=3.95
V(0)=0.88

De ces valeurs, nous pouvons déduire les parameétiest ¢ :

a=17.72
b= 4.48
c=4.1

5.7 Modélisation de la connaissance a priori issue de I'expertise a partir
de I'étude sareté de fonctionnement

Lors de la conception d’'un nouveau systéme, de nombreuses études de Sdreté de fonctionnement
sont effectuées (Analyse fonctionnelle, AMDEC, Arbre de défaillances, Diagramme de fiabilité, ...). Ces
analyses sont conduites par des groupes de travail réunissant 'ensemble des experts. Toute l'informa-
tion nécessaire pour la modélisation de I'a priori se trouve inclue dans ces études et notamment dans
la fonction structure (Arbre de défaillances et Diagramme de fiabilité). Dans les paragraphes suivants,
nous présentons la méthododologie élaborée dans le cadre de la thése d’Emmanuel USUREAU pour les
systémes a mortalité bindmialdJgureau et al., 2004[Guerin et al., 2003p.

5.7.1 Modeles d’architecture de systeme

La fonction structure est couramment utilisée pour modéliser la fiabilité. Celle-ci est construite a
I'aide des diagrammes de fiabilité ou des arbres de défaillance.

5.7.1.1 Diagramme de fiabilité

La méthode des Diagrammes de Fiabilité permet de modéliser simplement la logique de fonc-
tionnement d’'un systéme Rages and Gondran, 198QBirolini, 1997], [Cocozza-Thivent, 1997et
[Villemeur, 1988). C'est notamment une représentation proche du schéma fonctionnel Gigure

Dans cette représentation, les blocs représentent des matériels, des événements ou des fonctions
pouvant défaillir. Les principaux cas de modélisation sont les suivants :

- lorsque la défaillance de I'une des entités du systéme entraine la défaillance du systeme, les blocs

sont placés en série,

- lorsque la défaillance d’'une entité du systéeme ne peut entrainer a elle seule la défaillance du

systeme, mais seulement en combinaison avec d’autres blocs, les blocs sont placés en paralléle, ce
type de systéme est aussi appelé " redondance active ".
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E2

Figure 5.7 —Diagrames de fiabilité

5.7.1.2 Arbre de défaillances

La méthode permet principalement :
- de déterminer les diverses combinaisons possibles d’événements qui entrainent la réalisation d’'un
événement redoutdi(R)
- de représenter graphiquement ces combinaisons au moyen d’une structure arborescente
- de déterminer les coupes (combinaisons simples d’événements entrainant I'apparition de I'événe-
ment redouté)
- de calculer le risque (notamment la probabilité) que I'événement redouté se produise.
On trouvera les principes de construction d’un tel arbre, ainsi que les combinaisons logiques utilisables
dans [Pages and Gondran, 1948(Birolini, 1997], [Cocozza-Thivent, 1997 En résumé, l'analyse est
réalisée de maniere déductive en partant de I'événement indésirable et en déduisant la combinaison des
causes conduisant a son apparition (voir fighug}.
Ces causes deviennent ensuite des événements dont il faut rechercher la combinaison de causes
conduisant a leur apparition.
On procéde ainsi jusqu’au moment ou les événements obtenus sont considérés élémentaires. Ce type

Zn

d’événement est appelé " Evénement de base ".

ER ER

o
& ® &)

Figure 5.8 —Arbre de défaillances : portes ET et OU

L'analyse qualitative de I'arbre de défaillance consiste a rechercher les chemins les plus courts (ap-
pelés coupes minimales) entre les événements élémentaires et I'événement redouté.
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L'analyse quantitative permet de déterminer la probabilité d’occurence de I'événement redouté a
partir des coupes minimales et des probabilités d’occurence des événements élémentaires. La probabilité
de défaillancep d’'un systéme est simplement la probabilité que tous les événements de base d’'une ou
plusieurs coupes minimales apparaissent :

p = prob(dé faillance du systeme) < prob(U Ci) (5.52)

2

ou lesC'; sont les coupes minimales pour le systéme.

5.7.1.3 Fonction structure

Pour cette analyse, les systémes étudiés sont supposés cohérents ce qui veut dire :

L'état du systéme dépend des états de ses composants (Le systéme est opérationnel si tous ses com-
posants le sont).

Si le systeme est défaillant, une nouvelle défaillance d’'un composant ne doit pas entrainer I'opéra-
tionnalité du systéme (monotonie).

L'état cohérent du systéme peut étre décrit par une fonction structure qui est une fonction booléenne :

1 pour systéme opérationnelle
0 pour systeme défaillant

%Z):@b(l’l,"wﬂ?n):{

La fiabilité du systéme est définie par :

Plp=1=EW(r1,--, ) (5.53)

avecr; la fiabilité du composant

5.7.2 Modélisation de la connaissance a priori

Les composants du systéme sont supposeés indépendants et définis par leur fiabilité (ou par leur pro-
babilité de défaillance). Ces fiabilités peuvent étre décrites par des distrubution statistique (par exemple
une distribution uniforme lorsque I'on dispose d’'un intervalle fourni par un expert).

De ces informations, il est possible de construire la distribution a priori par 3 méthodes :

— Algébre des variables aléatoires .

— Monte-Carlo

— FORM

Ces méthodes consistent a évaluer les deux premiers moments de la probabilité de défaillance (la
moyenne Ef) et la variance Vi))et de déduire les parametres de la distribution a priori par la méthode
des moments :

a =2 (1- B - E[v]

(5.54)

bo= . (1 B[]’ + E[¢] -1
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5.7.2.1 Algébre des variables aléatoires

Les deux premiers moments de la fiabilité ou de la probabilité de défaillance du systéme (définie
par la fonction structure) sont évalués en considérant ceux des composants (variablexgebigseut
étre décrite par diverse distribution) (voRyfyub and Mccuen, 1997 [Dodson and Nolan, 1999 La
moyenne et la variance sont évaluées par :

1 m m 62¢
E ] = () + 5 ; ]2 ( 5 5%)# COV (i, ;) (5.55)
o] = ZZ (;) <5Z> COV (zi,x;) + ... (5.56)
=1 j=1 12 %2
avec (1)=(fz1,- - - - em)s Ma 1@ MOyenne de la variable (voir annexe A.7),

5.7.2.2 Monte-Carlo

La simulation de Monte-Carlo consiste a générer aléatoirement des vatialsielen leur distribu-
tion de description et de déduire la fiabilité ou la probabilité de défaillance du systeme par la fonction
structure(¥?) (voir [Ayyub and Mccuen, 1997[Villemeur, 1988). Aprésn simulations, les deux pre-
miers moments sont estimés par :

=130

2] — 21: (5.57)
o W=

2

(v' — E[¢])

ﬂMs <

Les résultats sont d'autant plus précis que le nombre de simulatie@st important (voir
[Ayyub and Mccuen, 199Y.

5.7.2.3 Méthode FORM

La méthode FORM (First Order Reliability Method) transforme I'ensemble des variables initiales
x; en un ensemble multi-normal et utilise une approximation linéaire pour éviter des intégrations numeé-
riqgues complexes (voiyyub and Mccuen, 1997[Madsen et al., 19¢6[Castillo et al., 199p.

Supposons que nous ayons une variable aléatoiéfinie par la fonction structu@=v (x4, ...,X,).

Les variables aléatoires de descripti&F(z1, ...,%,) représentent les fiabilités (ou la probabilité de
défaillances) des composants. Supposons également gue nous connaissions les fonctions de densité de
probabilité f.(x), de X, et que nous sommes intéressés par les valeurs de percentiles extrémes de

aux gqueues de la fonction de répartitibiy ().

Fy(z) est évalué par la méthode FORM en transformant I'ensetkibéa celuil/ (par la transfor-
mation de Rosenblatt par exemple) tel di&evienne une variable aléatoire multi-normale (centrée et
réduite) N(0,]) etV = Ux(X) = ¥y (U), alors¥y(U) est remplacé par une approximation linéaire
h(u). F'y(z) est transformée en :

Fy(z) =prob (¥ < z) = prob (Y, (X) < z) = prob(Vy (U) < z) = prob(h(U) <z) (5.58)
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ou

hU) =Y al; (5.59)
=1

est une variable aléatoire normale puisqu’elle est issue d’'une combinaison de variables aléatoires
normales. Plus précisemment[/) est définie par :

1=1

ou A=(a, ..., &) et 'approximation finale est :
z— i g fli
Fy(2)=Prob(h(U)<z2)=¢ | —=E— | =6 (3) (5.61)
> a
ou
zZ— i @i fli
f=—=L (5.62)

est la distance minimale dea la moyenne, mesurée en écart-typd; eist la fonction de répartition
de la loi normale standard.

Alors,F'U(z) est approximée par la fonction de répartition de la variail$) et le probléme est fa-
cilement résolvable. Pour détermirigt)), la limite U, (U) = z est remplacée par un hyperplafJ)=z
tangent au point U* avec la vraisemblance maximale. Puisqué&/cpst décrite par une distribution nor-
male standard, les contours deviennent des hypersphéres centrées a I'origine. U¢ petrfacilement
obtenu puiqu'il doit satisfaire :

u; = a;(u)f (5.63)

1

ou 3 est la distance minimale de I'origine a la surfacg(U)=z et

B oV (U) /Ou;
(V)= (ww) (564

est le vecteur unitaire du gradient.

Par changement de variableLa fonction de répartition de la fiabilité du systéme (ou la probabilité
de défaillance) est construite progressivement (fisu€e Une distribution beta (hypothése considérée)
est ajustée sur les points obtenus par FORM.
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probE(¥)=) |
1
i Point défini par
¢ FORM
1
g S |
Z 05 ! Lissage par une
g ! distribution Beta
O |
— |
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o) |
= 0 !
l
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0 z, 0.5 1

z : Probabilité de 1'événement redouté ou fiabilité

Figure 5.9 —Définition de la loi beta a priori par la méthode FORM

5.7.3 Exemple : Evénement indésirable défini par un arbre de défaillances

L'événement indésirable est défini par I'arbre de défaillances suivant :

/o0
(1) (1)
®»® ® © O ©®

Figure 5.10 —Arbre de défaillances du systeme étudié

Supposons que les événements élémentaires A, B, C, D et E sont indépendants et caractérisés par des
probabilités d’occurence définies par une grille AMDEC (voir la tdhg}
— A catégorie 3
: catégorie 2
: catégorie 3
: catégorie 3
: catégorie 3

mooOw
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Categorie
currence

intervalle de Probabilité d’Ocr

103 <PO<1

10°<PO<103

109 <PO<10°

RIN W

PO< 107

Table 5.3 —Girille de cotation AMDEC

Des lois uniformes sont tirées de ces intervalles (voir annexe A).
La fonction structure est :

v =p=(ra.xp)+ (xc.xp.2g) — (Ta.xB.Tc.Xp.TE)

Les deux premiers moments de la probabilité d'occurence de I'événement indésirable sont détermi-

nés par I'algébre des variables aléatoires et par simulation de Monte-Carlo (Talfleau

Algébre des variables aléatoires| Monte-Carlo (1000 tirages)
les deux premiers mo- E[p] =1.92 104 E[p] =1.9515 10*
ments o?[p] =1.110°8 o’[p] =1.210°8
Parametrespaet by de | ap = 3.24 par la relation5.54)
la distribution Beta a by = 1.69 10 ap =3.18
priori bo = 1.63 10

61

Table 5.4 —Résultats par les méthodes de I'algebre des variables aléatoires et de Monte Carlo

Le Tableal5.5 présente les différentes valeyrsob(p < z) obtenues par la méthode FORM et
I'approximation par une distribution beta.

z 16 Probabilité par FORM Probabilité par la distribution beta
Probp<2) Probp<2)
avecag = 2,54by = 1,17 10

5,00E-05 | -1,6195 0,05266986 0,04901702

1,00E-04 | -0,802 0,21127641 0,19208787

1,50E-04 | -0,31945 0,37469272 0,36876932

0,000192 | 0,000218 0,50008697 0,50996173

2,00E-04 | 0,0625 0,52491774 0,53479207

2,50E-04 | 0,387 0,65062185 0,67128201

3,00E-04 | 0,7 0,75803642 0,77493163

3,50E-04 | 1,239 0,89232719 0,8496096

0,0004 1,3739 0,91526358 0,9014373

Table 5.5 —probabilitésprob(p < z) résultant de la méthode FORM et de la distribution beta a priori

La figure5.11représente graphiquement les résultats du tableau préd&egent
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Fonction de répartition

0,9 A
0,8
0,7
0,6 y
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0 : : : :
0 0,0001 0,0002  0,0003 0,0004

Probabilité z

Probabilité prob(p<z)

0,0005

Figure 5.11 —Construction de la fonction de répartition de la loi beta a priori par la méthode FORM

Finalement, la distribution beta a priori est obtenue en I'ajustant aux points obtenus par la méthode
FORM. Les paramétres de la distribution sont :

ap = 2,543
bg = 1,1710%

Des intervalles de confiance ggpeuvent étre estimés a partir des distributions a priori obtenues par
les trois méthodes sans qu'il ait eu d’essai (table&y

Intervalle de confiance au niveau de confiance
(1) = 90%

Méthode utilisée

Algébre des variables aléatoires

5.61 10°<p< 3.93 107

Monte-Carlo :
par la méthode des moments
par le maximum de vraisemblance

5.62 107 <p< 4.02 10*
5.14 10° <p< 3.98 10

FORM

5.07 107 <jp< 4.77 10"

Table 5.6 —Intervalles de confiance par les différentes méthodeg sur

Nous pouvons noter que les résultats par I'algébre des variables aléatoires et Monte Carlo sont simi-
laires. Par contre, les différences de résultats par la méthodes FORM s’expliquent par la transformation
de rosemblatt permettant de passer de I'espace des variables physiques a celui normales centrées réduites.
C’est particulierement vrai lorsque I'on transforme une variable décrite par une loi uniforme. Le lecteur
peut trouver une autre application dans l'article intitulé "Reliability estimation by Bayesian method :
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definition of prior distribution using dependability study” de 'annexe B.1 ou le probleme de fiabilité est
défini par une diagramme de fiabilité.

5.8 Vérification de la compatibilité de I'a priori avec la vraisemblance et
pondération

5.8.1 Problématique

Une fois la modélisation a priori réalisée, il reste un point a optimiser. En effet, comment sa-
voir et vérifier que la loi a priori déterminée est la plus pertinente et, notamment, qu’elle n’influence
pas la vraisemblance de maniére a dégrader le résultat. Cette partie constitue un élément peu étudié
a ce jour. Les connaissances sur le sujet sont faiblesfloy and Procaccia, 1994Peruggia, 1997
[Ringler, 1979), peu robustes, et il n’existe pas de démarche standard connue.

Aussi, dans le cadre de la these d’Emmanuel Usureau, nous avons proposé une méthode de vérifica-
tion des lois a priori modélisées en étudiant compatibilité avec la vraisemblarsaa¢au et al., 2004
[Guerin et al., 2003a[Guerin et al., 2004 Nous avons défini un indicateur évaluant la pertinence de
la loi a priori et une méthode permettant une meilleure utilisation de celle-ci par rapport a la distribution
de vraisemblance.

5.8.2 Obijectifs d’'un facteur de pondération normalisé K

Rappelons que I'un des intéréts des méthodes bayésiennes est de permettre de limiter les plans de
validation de Sécurité et/ou de Fiabilité d’'un nouveau produit en intégrant la connaissance disponible
a I'estimation de ces deux caractéristiques. Cette intégration est symbolisée par la distribution a priori.
En conséquence, et par comparaison a un plan d’essais classique, souvent inexploitable dans le cas de la
démonstration de la fiabilité élevée (nombre et temps d'essais a réaliser trop grand), deux cas peuvent se
présenter si cette distribution a priori est mal évaluée :

— la modélisation est trop optimiste (figubelz), ceci conduira a valider a priori une Sécurité/Fiabi-
lité du produit sans que le niveau d’exigence soit réellement obtenu ; il serait méme possible dans
ce cas que l'analyste pense avoir démontré la performance recherchée sans devoir, a priori, réaliser
un seul essai, alors qu’en réalité la performance réelle est bien moindre.

— la modélisation est trop pessimiste (figird3, ceci conduira a définir un plan d’essais de va-
lidation de la Sécurité/Fiabilité du produit beaucoup plus important que dans le cas classique;
l'intérét de l'utilisation des méthodes bayésiennes devient ici caduque et les résultats sont méme
plus contraignants que dans le cas fréquentiel puisqu’il faudra réaliser plus d’essais pour démontrer
la fiabilité du produit.
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f(el

A Priori .
Vraisemblance

A\
D

Figure 5.12 —Exemple de distribution a priori trop optimiste par comparaison a la distribution de vrai-
semblance

f(©)

Vraisemblance

A priori

)

Figure 5.13 — Exemple de distribution a priori trop pessimiste par comparaison a la distribution de
vraisemblance

Il est donc indispensable de pouvoir vérifier que la modélisation a priori est compatible avec les
données observées. Dans le cas contraire, I'analyste pourrait étre amené a prendre des décisions lourdes
de conséquences :

— sur le plan de la maitrise de la Sécurité/Fiabilité dans le cas optimiste,

— sur le plan économique au niveau du codt du développement du nouveau produit dans le cas

pessimiste.

De plus, une fois que cette modélisation a été vérifiée et qu'il est prouvé que celle-ci n'est pas
compatible, trois solutions peuvent étre envisagées :

— revenir a l'utilisation des méthodes classiques, ce qui signifie perdre I'intérét des méthodes bayé-

siennes, soit se priver d'une partie de l'information et se pénaliser sur le plan économique,

— recommencer la modélisation de la connaissance a priori, ce qui peut se révéler long et coliteux en
terme d’analyse de données ou d’interrogation des experts,

— pondérer la connaissance a priori pour la rendre compatible avec les résultats réellement obtenus
(vraisemblance) et donc ne retenir qu'une partie des informations a priori. En effet, méme mal
modélisée, la connaissance a priori est en partie basée sur des données correctes qui peuvent étre
exploitées dans le cadre de l'inférence bayésienne.

Les paragraphes suivants apportent une solution a ce probléme crucial. Une méthodologie y sera

présentée permettant de déterminer un facféude pondération normalisé compris entre 0 et 1 qui
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permet :
— de déterminer le degré de compatibilité de la modélisation de la connaissance a priori avec les
données réelles
— de pondérer la distribution a priori afin de la rendre compatible avec les données observées et pour
ne pas biaiser les résultats de I'analyse

Y seront également définies les conditions d’utilisation de cette nouvelle démarche que nous illus-
trerons par des exemples d’application.

5.8.3 Principe de calcul d’'un facteur de pondération normalisé<

Un tel facteur de pondération doit pouvoir étre utilisé dans le cas général, exploitable et efficace dans
tous les cas extrémes possibles.

Ce facteur doit mesurer la similitude entre la distribution a priori initiale modélisée a partir des
avis d’'experts, des données et/ou simulations sur produits similaires et la fonction de vraisemblance
représentant, elle, les données réelles observées.

f0)  g®) f0) g®)

Vrajsemblance franslatée f(6)

Vraisemblance f(0); » f

A priori g(0)

- 15

A priori g(0) |

Cmax(S)

f(0)®g(0) f(6)®g(0)

Figure 5.14 —Principe de détermination du coefficient de pondération normalisé

Cette similitude est proportionnelle au produit de convolution (voir Figuté) entre I'a priorigo ()
et la vraisemblancég (). Il est ainsi possible de définir le réel&par le produit de convolutiogy (6) ®
£(0), soit

C(6) = / 60(6) (0 — 6)d (5.65)
D(0)

On peut bien sir procéder d’une autre maniére en écriVéhnt = fD(a) go(0 —98)f(0)db, cela ne
change enrien le calcul.

La valeur de Cf) évolue bien avec la similitude entre la distribution a prie(iég et la distribution
de vraisemblance f(p) puisque plus les deux fonctions se recoupent et pjuss€Célevée. Dans le cas
contraire, plus les deux fonctions ne sont pas similaires et pljseS{ faible.
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Il reste maintenant a trouver une solution pour réaliser la pondération de la distribution a priori. Pour
ce faire, il suffit de définir un valeur cohérente aveé)@i évolue entre 0 et 1 uniguement. L'expression
normalisée de @) suffit a répondre a ce probléme, notons la K :

C(0)

K= G

(5.66)

avec
— C(0) obtenue pous = 0
— Chax(0) représentant la valeur maximum dedl;(c’est-a-dire pour simplifier le maximum de
I'aire qui se trouve sous la courbe produit des deux foncti@ii@)get f(0) quand on fait glisser
les deux courbes I'une sur I'autre (voir figuBel4).
Finalement, K n’est autre qu'un facteur de compatibilité normalisé entre la distribution a priori et la
distribution de vraisemblance.

5.8.4 Calcul pratique du facteur K

Le principe de calcul du facteur de pondération K est maintenant défini dans le cas général et sur
le domaine de définitio® (). L'expression de GY) est complexe nécessitant de la calculer numérique-
ment. La valeur de K est donc obtenue selon le processus suivant

— Calculer numériguement &,

— Déterminer les valeurs spécifiques d@)Ca savoir G,...(6) et C(0),

— Calculer le facteur de pondératidn = % .

Les figures suivantes montrent quelques exemples de calcul du facteur de pondération K dans les
cas de systémes a mortalité exponentielle (a gauche) et bindbmiale (a droite) dans différentes positions
relatives des distributions a priori et de vraisemblance.

La figure5.15présente le cas ou les distributions de I'a priori et de la vraisemblance sont différentes
et décalées (moyennes éloignées et écart-types différents). Cela se traduit par une valeur de K proche de
0 indiquant I'incompatibilité.
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Figure 5.15 —Distribution a priori totalement décalée de la vraisemblance
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La figure5.16présente le cas ou les distributions sont semblables mais décalées. Cela se traduit par
une valeur de K proche de 0,5 indiquant une compatibilité partielle.

400

A priori
3500 Vraisemblance i L
300 K=0.42 -
Vraisemblance
250 L
2001 A priori ] K =048
150H i 15 .
100 10 ]
50 5F _
00 0.605 0.01 0.015 0 0 0.05 0.1
A P

Figure 5.16 —Distribution a priori partiellement décalée de la vraisemblance

La figure/5.17 présente le cas ou la distribution de I'a priori est large et intégre le domaine de la
vraisemblance. Cela se traduit par une valeur de K proche de 1 indiquant une compatibilité forte.

400 T T T 70
Vraisemblance

350 60 - =
w00 K =0.8544 Vraisemblance
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Figure 5.17 —Distribution a priori raprochée de la vraisemblance

La figurel5.18 présente le cas ou les distributions sont presque confondues. Cela se traduit par une
valeur de K proche de 1 indiquant une compatibilité parfaite.
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Figure 5.18 —Distribution a priori totalement compatible avec la vraisemblance

5.8.5 Utilisation du facteur de pondération K comme facteur de pondération de I'a priori

Nous disposons maintenant d'un facteur K de pondération qui permet de statuer sur la bonne cohé-
rence entre la modélisation a priori et les essais réels symbolisés par la vraisemblance. Bien entendu, le
facteur K est déja utile dans le sens ou il va permettre de statuer sur la pertinence de I'a priori.

Il est tout de méme possible d'aller plus loin dans la démarche. En effet, quel que soit I'état de la
distribution a priori, le facteur K peut étre utilisé pour pondérer cette connaissance afin d’améliorer la
compatibilité avec la vraisemblance.

Plus K sera proche de 1, et plus la connaissance a priori originale sera intégrée, permettant ainsi d’ex-
ploiter au mieux I'un des intéréts des méthodes bayésiennes, a savoir de réaliser des gains substantiels
sur les plans d’essais de Sécurité/Fiabilité.

Plus K sera proche de 0 et moins la connaissance a priori initiale sera intégrée dans l'inférence
bayésienne, évitant ainsi de prendre des décisions pouvant étre lourdes de conséquences sur le plan de la
Sécurité ou sur le plan économique ; ceci sur la base de résultats faux.

Pour ce faire, rappelons que la connaissance a priori est de typ8bgtab,) pour les systémes a
mortalité binbmiale avecyeet by tels que :

bOZNo—k0+1 N0:a0+b0—2 (567)

{ ao 0o+ N { 0 = ao
Et la connaissance a priori est de type Gan@iay, 5p) pour les systéemes a mortalité exponentielle
avecag et g, tels que :

(5.68)

{Ozozk‘o—}—l <:>{ ko=ap—1
Bo = To To = fo

Tout se passe comme si la définition de I'a priori était équivalente & une série d’essais fictifs. Afin
de pondérer I'impact de cette série d'essais fictive sur les résultats du retour d’expérience réel, il suffit
d'utiliser le facteur de pondération K en opérant le changement de variable suivant pour la distribution
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beta :
k‘éZKk‘o CLE):K]{?0+1
{ N, =KNy, < { by = K.No — K.ko + 1 (5.69)
et pour la distribution Gamma :
k= K.ko oy = K.ko+1
{ T, =KT, < { Bl = KTy (-70)

Le résultat est qu’on ne modifie pas le mode de la distribution a priori, par contre la variance devient
plus importante afaiblissant cette distribution. Le facteur de pondération K évoluant avec le niveau de
pondération entre a priori et vraisemblance, la modélisation a priori initiale sera bien d’autant plus inté-
grée dans l'inférence bayésienne qu’elle est compatible de la vraisemblance. Il en sera de méme en cas
d’'incompatibilité entre a priori et vraisemblance car le facteur K sera proche de 0. Le poids de la vraisem-
blance dans l'inférence bayésienne sera donc prépondérant. Aussi, la modélisation a priori incompatible
au départ sera trés peu exploitée.

A titre d'illustration, les figures suivantes présentent des exemples d’inférence bayésienne utilisant
une distribution a priori pondérée dans la construction de celle correspondant a I'a posteriori en considé-
rant les systémes a mortalité exponentielle (a gauche) et binémiale (a droite).

Distributions a priori trés pessimiste ou optimiste => K tres faible

Dans les figures ci-dessous, que la distribution a priori soit trés optimiste (Bdlieou bien trés
pessimiste (figur&.20), le facteur de pondération K est tres faible. La pondération, par ce facteur, de la
distribution a priori permet de donner un maximum de poids a la vraisemblance. La distribution a poste-
riori est donc modélisée principalement en exploitant les résultats de la vraisemblance puis, a beaucoup
moindre échelle, par les données cohérentes de I'a priori. Les résultats sont donc au plus proche de la
réalité et I'inférence bayésienne a été optimisée au mieux.
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Figure 5.19 —Distribution a priori décalée et trop optimiste
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Figure 5.20 —Distribution a priori décalée et trop pessimiste
Distribution a priori non cohérente => K minimum

Dans le cas de la figufe2], la distribution a priori n’est absolument pas cohérente et beaucoup trop
optimiste. La pondération par K, qui cette fois-ci est nul, permet de ne pas prendre du tout en compte
I'erreur liée a I'a priori. La distribution a posteriori est identique a la distribution de vraisemblance, ce
cas correspond au cas des essais classigues.
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Figure 5.21 —Distribution a priori incohérente
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Distribution a priori cohérente => K maximum

Dans le cas de la figuig.22, la pondération entre a priori et la vraisemblance est maximale. La
pondération par le facteur K égal a 1 n’a aucun effet sur I'a posteriori.
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Figure 5.22 —Distribution a priori cohérente

Distribution a priori en partie cohérente =>0<K <1

Le cinquiéme cas (figu®.23) est une illustration de toutes les éventualités comprises lorsque K n’est
ni minimum, ni maximum. Dans ce cas, seule la partie cohérente de I'a priori est prise en compte dans
l'inférence bayésienne, laissant plus ou moins de poids a la vraisemblance en fonction de la similitude
des deux fonctions. Ceci permet d’'inhiber les erreurs liées a la premiére modélisation a priori et de
fournir des résultats fiables a I'analyste et au décideur.
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Figure 5.23 —Distribution a priori partiellement cohérente

Synthese :
En résumé, et sur la base des exemples présentés ci-dessus, la pondération par le facteur de pondération
K présente un intérét évident, ceci quelle que soit la situation a analyser. En effet, dans le cas extréme d'a
priori non cohérent, il permet de ne pas utiliser du tout la loi a priori. Ce cas revient a utiliser les méthodes
classiques en évitant a I'analyste de s’engager inutilement sur des plans d’essais trop importants et sans
aucune justification réelle. A I'opposé, méme si I'a priori est parfaitement cohérent, la pondération n'a
aucun impact, ce qui revient a réaliser une inférence bayésienne normale, permettant ainsi d’exploiter
au mieux l'intérét de ces méthodes. Enfin, entre ces deux cas, la pondération par K apporte le fait de
n'exploiter que la partie utile de la modélisation a priori, ce qui permet de ne pas biaiser les résultats.

5.8.6 Interprétation de la pondération par le facteur de pondération K

Plus K est proche de 1 et plus la distribution a priori doit étre prise en considération. Cela se manifes-
tera par la quasi conservation du nombre de défaillances équikglentiu nombre d’essais équivalent
Ny (dans le cas de systemes a mortalité bindbmiale) ou du temps cumulé d’essai éqiiyétknts le
cas de systémes a mortalité exponentielle) obtenus a partir des données du retour d’expériences sur des
produits similaires, des résultats d’études de conception, des avis d’experts, ...

Par contre si le facteur K est inférieur a 1, on peut décider soit de rejeter I'a priori pour une valeur
de K inférieure a une valeur limite, soit pour "affaiblir" I'a priori multipliés, Ny et T, par le facteur
de pondération calculé et reteiff = K.k (pour les systemes & mortalité bindmiale et exponentielle),

N} = K.Ny (pour les systémes a mortalité bindmiale)lgt= K.Tj (pour les systémes a mortalité
exponentielle).

On admet alors que I'on retient des informations moins "riches" pour I'a priori qui se manifeste par
un nombre de défaillances réduit, une taille d’échantillon (dans le cas de systeme a mortalité bindmiale),
un temps cumulé d’essai (dans le cas de systeme a mortalité exponentielle) et sans pour autant modifier
le maximum de la distribution a priori toujours ega}%%l N, pour beta et %f pour Gamma.

Seul I'écart type de la distribution est affecté, il est d’ altant plus important que la taille d’échantillon
ou le temps cumulé diminue. En premiére approximation on peut admettre, ldggquiget 7, ne sont
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pas trop petits, que les variances des distributions a priori avant et apres pondération sont liées par la
relationVyj = Y2 > V5.

A la limite, lorsque K se rapproche de 0, c’est admettre fue- N, = T} = 0, c’est-a-dire qu’on
ne retient aucune information, et I'a priori se raméne a une fonction uniforme sur [0,1] (essai classique).

A l'inverse, si K=1, il n’existe aucune raison de rejeter I'a priori et I'essai réel a réaliser sera réduit.

Au fur et a mesure que l'on va enrichir les essais réels, on va "renforcer” la vraisemblance et I'on
peut s’attendre a ce que K diminue.

A la limite, quand la taille de I'échantillon d’essais réels ou le temps cumulé d’essais réels tend vers
I'infini, on retrouve le résultat des essais classiques eabKon ne tient plus compte de I'a priori).

5.8.7 Exemples d’application - comparaison avec les essais classiques et bayésiens pon-
dérés ou non

Nous allons illustrer la méthodologie par 2 exemples, dans le cas de systémes a mortalité bindmiale,
en montrant I'évolution des estimateurs de probabilités de défaillance définis en classique, bayésien et
bayésien pondéré. Pour cela, nous effectuons des tirages aléatoitesetian une loi binbmiale de
probabilité réelle de 0.1 en modifiant la taille de I'échantiliowariant de 1 a 50.

Pour le premier exemple (Figuke24), nous considérons un a priori pessimiste puisque I'estimateur
de la probabilité de défaillance est :

ko _ 80
No 100

3
Il
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Figure 5.24 —Exemple avec un a priori erronné

Sur la figures.24 la pondération permet de donner peu de poids a I'a priori initial lors de la premiere
inférence. Ceci permet a l'inférence bayésienne pondérée de converger beaucoup plus rapidement vers le
résultat par comparaison a la méthode bayésienne sans pondération, qui, celle-ci, converge plus lentement
compte tenu de I'a priori erroné de départ.

Pour le deuxiéme exemple (FigiBe25), nous considérons un a priori cohérent puisque I'estimateur
de la probabilité de défaillance est

ke 12
Ny 100
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I
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Figure 5.25 —Exemple avec un a priori correct

Sur la figure5.25 I'estimation bayésienne pondérée converge aussi plus rapidement. En revanche,
compte tenu de la cohérence avec la vraisemblance, la convergence du résultat par les méthodes clas-
siques est également trés rapide et les résultats des deux méthodes sont trés rapidement identiques.

5.9 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté les travaux sur les essais bayésiens, permettant de réduire la
taille d’échantillon de systémes a tester, réalisés en partie dans le cadre de la thése d’Emmanuel USU-
REAU. Apres avoir rappelé le principe de I'inférence bayésienne, nous avons montré trois applications
d’estimation de la fiabilité en considérant les mortalités suivantes :

— Bindmiale (caractéristique des systémes fonctionnant a la sollicitation comme les air-bags, mu-
nitions, interrupteurs (ON/OFF), ... ou de la fiabilité des systémes continus au bout d’'un temps
donné)

— Exponentielle (utilisée dans le cas des systémes dont le taux de défaillance est constant comme les
cartes électroniques ou certains systemes complexes)

— Lognormale ou normale (descriptif des systémes mécaniques soumis a des phénoménes d’usure
ou de vieillissement)

Le cas lognormale est trés peu étudié et nous sommes les premiers a I'avoir appliqué a la fiabilité. Cette
application a fait I'objet d’'une communicatio@perin and Dumon, 1999

Pour étre exhaustif, il nous reste a étudier le cas de Weibull pour lequel il n’existe "a priori" aucune

distribution conjuguée bayésienne (la forme de la distribution a posteriori est identique de celle a priori)
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imposant aujourd’hui a faire appel aux calculs numériques.

Ensuite, nous avons traité un aspect important dans la démarche bayésienne en proposant des métho-
dologies de construction de la distribution a priori a I'aide :

— d’avis d’experts

— d’'études préliminaires de SdF
C’est cette distribution qui, si elle est bien définie, permet de réduire la taille d’échantillon a tester.
La méthode basée sur les études préliminaires de SdF, est tout a fait originale et a fait I'objet de deux
publications majeure&uerin et al., 2003ket [Usureau et al., 2004

Pour finir, nous avons abordé un aspect peu étudié qui est la compatibilité entre I'a priori (fiabilité
présumée du systéme et son incertitude) et la vraisemblance (données réelles de fiabilité). Ainsi, nous
avons proposé un indicateur de compatibilité, noté K et compris entre 0 et 1, permettant par la suite de
pondérer I'a priori. Nous avons étudié principalement les cas binomial et exponentiel. Les nombreux
exemples traités montrent I'éfficacité de la méthode proposée. Cette méthode originale a fait I'objet
de deux publications majeureb. [Guerin and Usureau, 20P0&t [Usureau et al., 20(04Ce travail doit
permettre une diffusion plus large de la démarche bayésienne en fiabilité.

Des études complémentaires sont nécessaires pour d'une part analyser d’autres approches de mesure
de compatibilité et de pondération et d’autre part les appliquer a d’autres types de distribution comme
celles de Weibull et Lognormale avec la difficulté qu’elles sont définies par deux paramétes.
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par les essais accéléres

En parallele des études sur les essais bayésiens, permettant de réduire la taille de I'échantillon a
tester, nous nous sommes intéressés aux essais accélérés qui réduisent les temps d’essai. Brievement
ces essais consistent a sévériser les conditions d’essais en stressant le produit (fonctionnement a haute
température, niveau d’humidité élévé, fréquence des sollicitations plus importante, ...) pour précipiter
plus rapidement les défaillances (vaNdlson, 199]) [O'Connor, 200R [Caruso and Dasgupta, 1998
[Vassilious and Mettas, 20D1Ainsi, il est possible de construire la fonction de fiabilité dans les condi-
tions sévériséeR(t) et a 'aide d’'une fonction de transfert (appelée également loi d’accélération),
déterminée par les résultats d'essai a différents niveaux de stress, de déduire celle dans les conditions
normalesR,(t). Ainsi, les essais permettent de déterminer les parametres des fonctions de fiabilité et
de transfert (voir figur®é.1).

R,(t) sous stress s,

R,(t) sous stress s,

Loi d’accélération

Estimation de la loi de
fiabilité en conditions
Conditions nominales

nominales
Sy

log(1)

Figure 6.1 —Principe d’'un essai accéléré

6.1 Définition d’'un plan d’essai accéléré

La conduite d’'un essai doit se faire selon un plan de tests qui caractérise :

— la nature des stress de sévérisation (accélérant le mécanisme de défaillance)

— les niveaux des stresss (assurant de conserver le mécanisme de défaillance d’origine tout en accé-
lérant suffisamment I'essai)

77
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— la taille de I'échantillon (donnant la précision des estimations)
— laloi d’accélération (permettant d’analyser les résultats d’essai pour définir la fonction de fiabilité
dans les conditions nominales)

Remarque :

Pour construire ce plan d’essai il est nécessaire de connaitre les informations suivantes :

— le mode de défaillance (permettant de choisir les stress de sévérisation et une famille de loi d’ac-
célération)

— les conditions nominales d'utilisation (nécessaire pour estimer la fonction de fiabilité dans les
conditions nominales a partir des résultats d’essai)

— les limites opérationnelles du produit déterminées par un essai aggravé par exemple (donnant
les niveaux de stress extrémes a ne pas dépasser afin d’éviter les fonctionnements dégradés des

produits)

Remarque :dans le cas ou le produit est sujet a plusieurs modes de défaillance, il est nécessaire
d’estimer la fonction de fiabilité pour chacun d’eux pour construire la fonction de fiabilité globale.

6.1.1 Profils de stress utilisés

Divers profils de stress sont utilisés dans les essais accélérés dont le constant (v@rdjgligehe-
lonné (voir figure6.3), le cyclique (voir figures.4), ...

Stress

e Profil 3

e el Profil 2

Figure 6.2 —Profil d’essai sous stress constant
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Figure 6.3 —Profil d’essai sous stress échelonné

Stress
Amplitude
\ ' Moyen
Temps

Figure 6.4 —Profil d'essai sous stress cyclique

Le choix du profil de stress dépend des conditions d'utilisation du produit, de ses limitations tech-

nologiques (ne pas dépasser ses limites opérationnelles par exemple), conserver le mode de défaillance
d’origine (voir figure6.5), ...

1 NORMAL PROCESS

RESULT : CHICKEN

AT j02°F

2. ACCELERATED PROCESS

HEAT EGG FOR IOMIN. 5
AT 200°F RESULT : BOILED EGG

3. DELAYED PROCESS 3
NS
=y~
LEAVE EGG AT ROOM RESULT:
TEMPERATURE FOR 1 YEAR ROTTEN EGG.

Figure 6.5 —Danger de ne pas reproduire le mode de défaillance d’ori@ine [
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6.1.2 Types de stress utilisés

Les types de stress appliqués lors d’'un essai accéléré dépendent des conditions nominales et des
modes de défaillance a reproduire. On peut les classer en trois catégories :

1. stress mécaniquesla fatigue est le stress le plus communément utilisé pour les composants méca-
nigues qui sont testés sur des pots vibrants. Quand ceux-ci sont soumis également a la température
on considére le mode de dégradation par fluage.

2. stress électriques cela inclue la tension, l'intensité, I'électromigration, ... La tension est le stress
électrique le plus courant puisqu’il génére rapidement des défaillances.

3. stress environnementaux La température et les cycles thermiques sont les stress les plus com-
munément utilisés. Il est nécessaire d’appliquer des niveaux appropriés pour conserver les modes
de défaillance d’'origine. Lhumidité est également un stress utilisé mais il génére des mécanismes
de défaillance lents comme la corrosion. D’autres stress peuvent étre appliqués comme les ultra-
violets, brouillard salin, poussiéres, ...

6.1.3 Modeles de vie accélérée

Le modéle de vie accélérée permettra de déduire la loi de fiabilité dans les conditions nominales a
partir des résultats de I'essai accéléré.
Il existe différentes classes (voir figuset) de modéles de vie accélérée :

1. les modéles expérimentaux déterminés par des plans d’expérieRbaskE, 1959

2. les modeéles physiques définis a I'aide de ceux de dégradation (chimique, mécanique, ...)
(J[Guerin et al., 20011 [Lalanne, 199p

3. les modeéles statistiques caractérisés par des approches paramétrique, semi

paramétrique et non paramétrique B&pdonavicius and Nikulin, 1995b
[Bagdonavicius and Nikulin, 199ha [Bagdonavicius and Nikulin, 1997 [Nelson, 199])
[O©’Connor, 2008 [Bagdonavicius et al., 200 [Bagdonavicius and Nikulin, 201

[Bagdonavicius and Nikulin, 20p2Basu and Ebrahimi, 19324Devarajan and Ebrahimi, 1998
[Caruso and Dasgupta, 1998 [Owen and Padgett, 19p8 [Vassilious and Mettas, 2001
[Hoang, 2008 [Shyur et al., 1999...).

Modéles de vie accélérée

Modeles expérimentaux Modeles statistiques Modeles physiques
. L. Modéles semi- Modéles non-
Modeles paramétriques . i
param¢étriques parametriques

Figure 6.6 —Classification des modeles de vie accélérée

On trouve une littérature abondante d'application des modeéles de vie accélérée dans le do-
maine de [I'électronique (voir Garuso and Dasgupta, 1998[Nelson, 199p) [O’Connor, 200B
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[Vassilious and Mettas, 20PImais moins nombreuse dans celui de la mécanicBadfin et al., 200[1
[Nelson, 199D [Augé, 1993, [Tebbietal., 2004a [Tebbietal., 2004c [Tebbi et al., 2004l
[Zhang, 200D.

Aussi, nous nous sommes intéressés a I'étude des modeéles standard de vie accélérée (SVA) appliqués
a la mécanique et plus particulierement aux composants soumis au dommage par fatigue en considérant
plusieurs types de plan d’essai :

— par régression et avec endommagement préalable accéléré (thése de Ouahiba Tebbi).

— sous stress échelonnés (thése de Pascal Lantieri)

— sur des systémes réparables (thése de Sorin Voiculescu)

6.2 Modele standard de vie accélérée

Nous allons présenter le modéle standard de vie accélérée (SVA) basé sur la définition d’une fonc-
tion de transfert qui a été décrite par Bagdonavicius et NikiBiagdonavicius and Nikulin, 1995b
[Bagdonavicius and Nikulin, 1995a[Bagdonavicius and Nikulin, 199,7[Bagdonavicius et al., 200
[Bagdonavicius and Nikulin, 20Q[Bagdonavicius and Nikulin, 20Q2

Supposons que I'on ait des systémes tres fiables ne permettant pas d’'observer des défaillances pen-
dant un tempg donné d’essai. Pour permettre la construction d’une loi de fiabilité, il est nécessaire de
procéder par des essais accélérés au cours desquels les systémes subissent des stress supérieurs a cel
gu'ils supportent dans les conditions normales d'utilisation.

Dans le cas général, les straspeuvent évoluer en fonction du temps et peuvent étre multidimen-
sionnels (combinaison de plusieurs stress). Dans le cas unidimensionnel, on a ;

s=s(1),7>00Us € [0,00[

Supposons que la durée de {ig ) d’un produit sous le stresonstants(.) soit une variable aléa-
toire de fonction de survie :

RS()(t) = pT’Ob(TS(.) > t),t >0 (61)

Soit Ry la fiabilité sous le stress USUE"O'e%ch (¢ Ensemble de stressR,,~! sa fonction inverse.
Lafonction de transferést définie par :

I foutoc] x & — [0, + o

(t.5(.)) — f(t,s() = (Bg' o Ry(y)(2) (6.2)

Cette fonction permet d'évaluer la fiabilité d'un produit, sous des stress expérimentalement indispo-
nibles, a partir de la fiabilité du méme produit sous des conditions particuliéres d’utilisation.
La définition def peut étre traduite par I'équation suivante :

P(Tso > f';() (t)) = Prob (Ts() > t) (6.3)

fs()(t)est appeléee ressource utilisée sous le stegfusqu’a l'instantt.
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AR

Prob(T,, 21, (1) = Prob(T,, > 1)

Ry, = Ry(r(s)t) \\K
t

T, T, :-fs() (T,)
t r(s).t

Figure 6.7 —Définition de la fonction de transfert

Le modeéle statistique de vie accélérée est définesiil existe une fonction r £ — Rttelle que
pour touts(.)€ ¢ :

S R0 @®) =[50 (6.)
L'équation6.4implique :
t
Re)(t) = Rey ( /O rs ()] dT> (6.5)

Dans le cas ou(t) est constant I'équatio@.5 devient :

Ry(t) = Ry, (r(s).1) (6.6)

On note quer(sp) =1
Considérons un plan d’essai classique consistant & utiliser plusieurs niveaux de stressggorstant
. S 851< 89 <...< 8, etsy (sp < s1) le stress usuel qui ne sera pas utilisé. Si la fonctiast
complétement inconnue alors la fonction de fiabiltg ne peut étre déterminée. Donc, il est nécessaire
de choisirr dans une certaine classe de fonctions. Nikulin et Bagdonavicius considérent une forme
exponentielle. Si I'équatiorb(€) est vérifiée sur un ensemble de stresalors pour tous, ss € € :

Ry (t) = Rs1(p(s1, 52)t) (6.7)

Ou p(si, s2) =7(s2)/r(s1)
Supposons dans un premier temps que le stress)sC R soit unidimensionnel. Le taux de change-
ment d’échelle est déterminé par la dérivée :

5(s) = lim p(s, s+ As) — p(s, s) _ dlog(r(s))

6.8
As—0 As ds ( )

Donc pour touts €

r(s) = elso O (6.9)
Supposons qué&s) soit proportionnelle & une fonction connugs) du stress :
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4(s) = B1 u(s)B1> 0

Alors

r(s) = ePotfiz(s) (6.10)

ou z(s) est une fonction primitive de(s), 5y et/3; sont des parameétres inconnus
Par exemple, si on considéiés) = /31 /s alors on obtient le modéle de puissance inverse (pour plus
de détail voir I'annexe A.3) :

,,,.(S) — 660+ﬁ1 IOg(S) — aslBl (6.11)

aveco = e
Ce modele est appliqué dans le cas de systéme soumis au phénomeéne mécanique de fatigue.
Ainsi, les expression®$(5) et (6.6) s'écrivent :

Ry()(t) = Ry, < / t eﬁTZ(T)dT> (6.12)
ou 0
Ry(t) = Ry, (eﬁTZ.t) (6.13)
OuB=(Bo,-..,0m)" estle vecteur de paramétregz@) = (z(t), ..., z,(t)) le vecteur de primitives
(avec z=1) deuq, ..., um, avecd(s) = Brur(s)+ ...+ Bmum(s).

Dans les paragraphes suivants, nous allons préciser I'application des modéles SVA a la mécanique et
plus particulierement aux systémes soumis a 'endommagement par fatigue.

6.3 Application des modeles SVA a la mécanique

6.3.1 Introduction

Les modéles SVA peuvent s’appliquer a plusieurs domaines comme celui du vivant (sciences médi-
cales), de I'électronique, ... et de la mécanique. Ce qui différencie les diverses applications ce sont les
lois de fiabilité utilisées, les stress employés pour sévériser les essais et la nature de la famhesion
modeles6.12) et (6.13).

Ainsi, en mécanique il est courant de définir la loi de fiabilité par une distribution de type Weibull,
Log-normale ou Birnbaum-Saunders qui caractérise correctement les durées de vie des systémes soumis
ades dégradations mécaniques (VOwen and Padgett, 19p§Hoang, 200B. La défaillance constatée
est bien souvent une rupture de piéces mais les mécanismes d’endommagement sous jacents peuvent étre
de nature totalement différente. Cela dépend essentiellement des conditions d’utilisation du systéme et
des stress qui y seront appliqués. En effet, la combinaison de la température, la corrosion, un chargement
cyclique, ... agit différemment selon le niveau de chacun des stress en provoquant des mécanismes de
dégradation différents (fluage, fatigue-corrosion, fatigue, ...). Aussi, les mécaniciens ont I'habitude de
définir des modéles de dégradation en fonction des stress prépondérants pour caractériser la durée de vie
des systémes. Dans le cadre de la these de Ouahiba Tebbi, nous avons étudié I'application des modéles
SVA a la mécanique en intégrant les spécificités de la mécanique. A titre d’illustration, nous prendrons
comme exemple d’application 'endommagement par fatigue.
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6.3.2 Rappel sur 'endommagement par fatigue

Description de 'endommagement par fatigue

On appelledommage par fatigué&a modification des caractéristiques d’un matériau, tenant essen-
tiellement a la formation de fissure8.€) et résultant de I'application de cycles de contrainte (charge-
ment cyclique de la contrainte, voir Figure 6.9)) conduisant a une ruptureBgmpas-Smith, 1973
[Doyle, 1991, [Kececioglu et al., 1998[Little and Ekvall, 1979 [Shigley., 197D.

fissure
Ligne d’arrét

grain

Crique initiale
Ligne
de propagation

Figure 6.8 —Propagation de la fissuration

GJF

) ~ A~
N Y4 \

Figure 6.9 —Cycle de contrainte

Une piece soumise, dans des conditions bien précises, a une contrainte, dont les valeurs extrémes
sont+o, se rompra au bout d'un nombre de cyclésLa courbe qui donne la variation de la contrainte
appliquées, en fonction du nombre de cycles a la ruptWeest appelée courbe de fatigue ou courbe
de Wohler (Figuré.10). La courbe partage le plan en deux régions : une région située au-dessus de la
courbe dans laquelle les piéces sont rompues et une région située en dessous dans laquelle il n y a pas de
ruptures. La courbe de Wohler peut étre décomposée en 3 domaines de fatigue : oligocyclique, limitée et
illimitée.

Le dimensionnement de pieces soumises a la fatigue s’effectue en considérant la limite d’endurance
op(N) caractérisée par 'amplitude de la contrainte a ne pas dépasser pour éviter une rupture avant un
temps donné (nombr®& de cycles) correspondant a la durée de vie.
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Densité de probabilité des log(N)
A Oa pour une contrainte donnée

R, T (distribution horizontale)

Zone de rupture

Densité de probabilité de la contrainte o,

pour N donné
Zone de bon (distribution verticale)

fonctionnement Courbe de Wohler (p=0.5)

Op 4 ¥

log(N)

Domaine Domaine d'endurance | Domaine
oligocyclique limitée d'endurance illimitée

Figure 6.10 —Courbe de Wohler

La courbe de Wohler d’'un matériau est tracée en soumettant successivement un échantillon d’éprou-
vettes a des contraintes cycliques de différentes amplitudes. L'expérience montre qu'il y a une dispersion
importante des durées de vie. On montre ainsi qu’en fixant la contrainte d’amplitude on obtient une
distribution normale dekg(N) dans le domaine de fatigue limitée et en fixant le nombre de cycles, la
contrainte d'amplitude suit une loi normal®@mpas-Smith, 197 3[Lalanne, 199 [|Shigley., 197D.

Dans la littérature (voir entre autredlanne, 199p, on trouve de hombreux modéles caractérisant
en partie ou complétement la courbe de Wéhler. Nous pouvons citer :

Nom de modele | Domaines modélisés équation

Basquin endurance limitée NoF=A

Strémeyer endurances limitée et illimitée 00 =op+ (2)°

Bastenaire Fatigue oligocyclique, endurancegN + B)(o, — op)e(7a=0) = C
limitée et illimitée

Table 6.1 —Modéles usuels de la courbe de Wo6hler
Nota : A, B, C et k sont des parametres dépendant du matériau et des conditions d’essai.
Facteurs influencant la tenue en fatigue

De nombreux facteurs affectent les résultats d'une courbe de fatigusarihe, 199P
[Lemaitre and Chaboche, 199¢Sendeckyj, 20(J). Le plus significatif est sans doute I'état de surface.
En effet, la rupture de fatigue a toujours pour origine I'existence d'une fissure et on a constaté que la
plupart des fissures de fatigue commencaient a la surface de I'échantillon. Par conséquent, les rayures
d’usinage ou de polissage diminuent la limite de fatigue : une surface rugueuse peut abaisser la résistance
a la fatigue de 15 a 20%.

Un autre facteur modifiant la limite de fatigue est la superposition a la contrainte alternée d'une
contrainte moyenne,,, constante (voir figuré.<). Les diagrammes d’endurance (d’abscisgeet d’or-
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données,, voir figurel6.11) permettent de prendre en compte les contraintes pour lesqugllest
différente de zéro et sont issues des courbes de Wohler. Une bonne approximation des points expérimen-
taux est la droite de Goodman-Smith :

00 = 0D {1 - "m] (6.14)

>» o

f{m m

Figure 6.11 —Diagramme d’endurance de Goodman-Smith

La fréquence des contraintes cycliques a relativement peu d'influence sur la limite de fatigue. Les
phénoménes de corrosion ou une élévation de la température peuvent également diminuer de facon tres
importante la limite de fatigue d’'un matériau. Ainsi, on trouve des courbes d’évolution des caractéris-
tiques matériaux en fonction de la températlirg=igure<6.12).

600

550 -

500 -

N

450 -

Rm et SigmaD en MPa

400 -
SigmaD

350

1 1 1 1 1 1 1
50 100 150 200 250 300 350 400 450

Température T en °C

Figure 6.12 —Exemple de diagramme d’évolution des limites de rupfeyeet d’endurance p selon la
température
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Enfin, d’'une fagon générale, les impuretés internes ou superficielles, les hétérogénéités locales, les
gros grains et les tensions internes abaissent la résistance a la fatigue. Ainsi, dans la problématique des
essais accélérés, nous utiliserons ces facteurs influents pour sévériser les conditions d’essai.

Cumul du dommage par fatigue

Toute piéce soumise a des contraintes cycliques subit une altération de ses propriétés mécaniques.
Selon le niveau de contrainte et le nombre de cycles effectués, cette altération est partielle ou totale par
la rupture de la piecel(planne, 199p [Lemaitre and Chaboche, 196

Ainsi, on définit un critére d’'endommagemdnivoir figure6.13) représentant le degré de dommage
subi par la piéce variant de 0% (a la mise en service) a 100% (correspondant a 'endommagement critique
Dpr au moment de la rupture). Il existe de nombreuses lois de cumul d’endommagement mais la plus
utilisée est celle de Miner.

Dommage D
5 Rupture
i
0 |
d =N i
|
|
|
i b cycl
0 . N nb cycles

Figure 6.13 —Evolution du dommage jusqu’a rupture

Cette loi définit le dommage emmagasiné par la piéce a chaque cycle dépendant uniquement du
niveau de contrainte. Pourn cycles, on appelle dommage partighu niveau de contrainte:

d= (6.15)

ou N représente le nombre de cycles a rupture (voir fiut€) au niveau de contrainte.

Les dommages partiets s’additionnent linéairement. Si on applique sur une piecentraintes;
pendant:; cycles, le dommage cumul@ s'écrit :

D:Zdi:Z% (6.16)

La figure6.14 montre une application du cumul d'endommagement a la fatigue en considérant la
courbe de Wahler.
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A
i

=
\ 4
3

0 N3 N,

Figure 6.14 —Cumul d’endommagement appliqué a la fatigue

Dans le cas de la fatigue, on montre bien que le nombre de cycles a rupture est une variable aléatoire
caractérisée par une loi normale (pour leg(N)). Ainsi, le dommage critiqued r(voir figure6.13),
dépendant du nombre de cycles a rupture, est une variable aléatoire qui suit une loi normale (dans le
cas de son application a la fatigue limitée) de moyenne 0,98 et d’écart typeF0s8 dt al., 196]L
[Lalanne, 199p.

6.3.3 Etude des SVA en mécanique

En considérant I'application des SVA a la fatigue, la fonction de fiabitiig(n), avec n représentant
le nombre de cycles, est définie par la loi suivante :

Ry (n)=1—¢ <log ((;‘)V)) (6.17)

aveco la fonction de répartition de la loi normale standaratn les parametres de loi.
Alors, pour un stress constastla loi de fiabilité, définie par la relatioi®(13), s’écrit compte tenu

de 6.17) :
=5 )) o (o (52))

Ry(n)=1-¢ <10g(”)_7TZ> (6.18)

soit



CHAPITRE 6 — Estimation de la fiabilité par les essais accélérés 89

oUy" = (70, -+ 7m)s 70 = log(n) — Bo, vi = —fi etv = 1/o.
Nous retrouvons la définition d'une distribution normale. Rappelons que le modéle SVA est vérifié
s'il existe une fonctionr telle que :

d

dt

La fonctionr représente physiquement le taux d’accroissement de la vitesse de dégradation. Dans le
cas de la fatigue, cette fonction peut étre déduite de 'endommagement.

fs() (@) =7[s(t)] avect=mn (6.19)

AD
g
S
D,=0.98
d,=d, V
6P
b? e
0 n N, rn N, - N

Figure 6.15 —Fonction de transfert dans le cas de la fatigue

Ainsi, considérons un test de 2 piéces a des niveaux de contraintes d’amplitude diff¢sestis,;
de telle maniére qu’a l'issue de celui-ci elles soient endommagées identiquement (respectiyeshent
dy, voir figure6.15). Pour respecter I'équivalence d’endommagement padiet (), la fonctionr doit
vérifier :

n r.n

—_— = — 6.20
N, T N (6.20)
avec :Ng et N1 les nombres de cycles a rupture aux niveaux de contrajpteto, .
d'ou
No
= — 6.21
r=3 (6.21)

Si on considére le modeéle de Basquin pour caractériser la courbe de Wohler, 'endommagement
partield(c,) s’écrit :

n n
d’ou la vitesse d’endommagement définie par
. d 1 i
d(0q) = -~ d(0a) = +(0a) (6.23)
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Ainsi, la relation 6.21) s’écrit :

P
r (o) = <‘”> _ dlow) (6.24)
Oa0 d(Uao)

Pour faire I'analogie avec ce qu’exprime Nikulin a propog deous pouvons dire que ce terme cor-
respond au taux d’accroissement de la vitesse d’'endommagement sous conditions accélérées par rapport
aux conditions nominales.

Ainsi, la loi de fiabilité R,,1(n), définie par la relationd. 1), s'écrit :

w1 afon(522)) -roe(on(3))) o

avecn = N1 représentant le nombre de cycles moyen a rupture sous la contrginte

6.3.4 Définition d’'un modéle de simulation

Dans la suite de I'article, nous allons appliquer les SVA a la fatigue dans le domaine d’endurance
limitée (voir figure6.10). Pour ce faire, nous avons besoin de simuler des résultats d’essai de fatigue
et nous proposons de développer un modéle simplifié de simulation de fatigue. Celui-ci dépendra de 3
stress de sévérisation couramment utilisés : la température, la contrainte d’ampjiteida contrainte
moyenner,,.

Le modéle proposé est basé sur celui de Basquin représenté en échelle bi-logarithmique par une
droite permettant une construction simplifiée de la courbe de Wohler a partir de 2 points caractéristiques
([Bompas-Smith, 197 3[Shigley., 197D :

Pour les aciers | Pour N=10 on a| Pour N=10 on ac,=op
0,=0,95R,, (données a recueillir dans les bases|de
données)

Table 6.2 —Points caractéristiques de la courbe de Wohler
Ainsi, connaissant 2 points de la courbe, on peut déduire les paramétres du modéle de Basquin.

log(o A
Log(0.95 Rm) ”””

ﬁ log (q) = %(loéA)—log(N))

| —

log(o)} -

N
7

log(N)

103 107

Figure 6.16 —Construction simplifiée de la courbe de Wohler a partir du modéle de Basquin
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Ainsi, cette représentation permet, par exemple pour les aciers, de déterminer le nombre de cycles
d’enduranceV pour une amplitude de contraintg choisie :

4
N = 1000 [095Rm] (“’910(0'95;'")) (6.26)

Oq

Pour pouvoir intégrer la température dans le modéle, il faut que celle-ci soit inférieure au tiers de la
température de fusion du métal afin d'éviter les phénomeénes de fllameditre and Chaboche, 196

La limite d’endurance varie selon la température mais également en fonction du profil de mission
et plus précisément avec la contrainte moyenne. Ainsi, pour sévériser les essais, nous augmentons la
contrainte moyenne,,,, la contrainte d’'amplitude, et la fréquence (voir Figuie.17).

Cette élévation a pour effet de diminuer la limite d’endurangell est indispensable que les ruptures
dans les conditions sévérisées soient obtenues pour des nombres de cycles supénaysesipour
des raisons de validité de modele).

o A

c,$ /\ /\ /\ /K /\ Conditions sévérisées
VAV

o N
/\ /\ / ; /\ /\\ Conditions nominales

O \VZ VAV ARV

Figure 6.17 —Sévérisation du cycle de contrainte

Ainsi, nous obtenons le modéle de simulation suivant permettant d’appliquer les modéles SVA a la
fatigue :

4
o o 0.95 Rm(T) )
N(ow. 0. T) = 1000 (0.95 Rm(T)) am} (L glo(igD(TW) 6.27)
Oq
avec :
— Rp(T) =5.69179 1076 % T3 — 8.42136 1073+ T2 + 2.75626 + T + 3.17359 10? tirée de la courbe
de la figure6.12

— op(T) = —3.7810""2%T6 +6.531072 % T° —4.36 1076 + T* +1.40 1073« T3 — 2.18 10~ ! *
T? +15.51 T — 49.7 tirée de la courbe de la figufelZ
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— op(T,om) =0p(T) [1 - %} tirée de larelationg.14 correspondant a la droite de Goodman-
Smith
L'aspect statistique de la courbe de Wohler sera défini en considérant un écart-type constant de la loi
normale de$og(N) sur le domaine de fatigue limitée. Lalanii@lanne, 199Ppropose de considérer la
valeur 0.2 pour les aciers.

6.4 Plan d’essai acceéléré par régression

6.4.1 Définition du plan d’essai

Ce plan consiste a déterminer les paramétres de la fongtg@ partir de résultats d’essais effectués
uniguement dans des conditions sévérisées et de déduire par régression la loi de fiabilité en conditions
nominales (Figur®.18).

Ainsi, on réalise des essais dans les conditions sévérsées. . ., s, et on déduit les parametrgs
du modéle/6.13 permettant de caractériser la loi de fiabilitg,(¢).

/Rxl(t)

Conditions
nominales

log(t)

Figure 6.18 —Définition du plan d’essai par régression

Pour illustrer ce premier plan d’essai, nous allons considérer 3 types d’estimation de la fiabilité :
— paramétrique

— semi-paramétrique

— non paramétrique

6.4.2 Application des SVA paramétriques

L'estimation paramétrique d'un modele SVA consiste a prendre une loi statistique particuliére
pour caractériser la fiabilité[Bagdonavicius and Nikulin, 1995gBagdonavicius and Nikulin, 1997
[Bagdonavicius and Nikulin, 201  [Caruso and Dasgupta, 1998 [Bagdonavicius et al., 200
[Vassilious and Mettas, 20pIHoang, 200B [Tebbi et al., 2004} [Tebbi et al., 2004)3.
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Dans le cas de la fatigue, la loi plus appropriée pour caractériser la fiabilité est la loi normale (lorsque
I'on considére la distribution ddeg(N)) :

Ry (N)=1—¢ (W) (6.28)

ou ¢ représente la fonction de répartition de la loi normale standard

u la moyenne

o I'écart type

Considérons un essai dans lequel on fixe la durée maximale d’expéNe(egprimé en nombre de
cycle pour la fatigue) du iéme échantillon (de tailly sous stress sévérisg¢(avec i=1, ..., ket? =
Zo, -- -, Zm) €tm; le nombre de défaillances.

Donc le modele6.13) devient :

log(N) —~"=
g

RS(N):1—¢< ) avec N > 0 (6.29)
Ol:l’}/ = (’YOl v 1777"0) et’YO = IOg(ﬂ)'ﬁO

La vraisemblance est définie par :

b1 (oY ( <1og(zvi> — 47500 ))’“
L(v,0) = e x|1—¢ 6.30
(7,0) EE = - (6.30)

avecN;; les nombres de cycles a rupture sous le stgggseme défaillance)

N; le nombre de cycles de la censure sous le stress

Par le maximum de vraisemblance [2], nous déduisons des estimateéwsidegermettant de définir
la loi de fiabilité dans les conditions nominales :

AT,
Roy(N)=1— ¢ <1°g(N) . 720 ) N>0 (6.31)

ol 29 représente le vecteur de stress dans les conditions nominales

6.4.3 Application des SVA semi paramétriques a la fatigue

La méthode semi-paramétriqgue consiste a ne faire aucune hypothése de loi statistique de la
fiabilité (voir [Bagdonavicius and Nikulin, 1995 Bagdonavicius and Nikulin, 199,7/Hoang, 2008
[Shyur et al., 1999. Pour construire la fonction de fiabilité, nous considérons le taux de défaillance
défini par le modele de Cox :

A (log(N), z) = Ao(log(N))e? = (6.32)

avecAg(log(N)) le taux de défaillances dans les conditions nominales.
Ainsi, la fiabilité est définie par :
log<N)

- [ X 7z)e’BTzd
Ry, (log(N)) =¢ o ! (6.33)
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L'estimation du vecteup peut se faire indépendamment de celle\g€og(N)). Pour ce faire, on
considére la vraisemblance partielle suivante :

k )
G | PC— (6.34
i=1 ZjeS(log(l\fi)) e

ouS(log(N)), représente le nombre d’unités survivantes ou non censurées au momah) log(

Par le maximum de vraisemblance, nous déduisons un estimteur

Pour estimer le taux de défaillance de bagéN ), nous considérons la construction de la loi de
fiabilité dans les conditions sévérisées a l'aide de I'estimateur Kaplan-Meier.

Notons K;(n) le nombre de défaillances observées du i éme échantillon dans l'intervailg f,
S;i(n) le nombre de survivants avant le nombre de cygle¥ ;1, ..., N;,,; représentent les nombres de
cycles a rupture du i éme échantillon sous stegsg@vecm,;= K;(log(N;)).

La loi de fiabilité peut étre construite par I'estimateur de Kaplan-Meier :

&M@:HO—%mv (6.35)

n<w
OUAK;(n) = Ki(n) — Ki(n—)
ConnaissanR(n), il est possible d’estimer le taux de défaillance sous le st;gsar :
dRsi (Uﬂ)
dn
A, B) = —=—F— 6.36

qui peut étre approximée par :

Rsi (777,8) *RS,L' (anan)

A1, B) = —=0 s (637)

ou Rs;(n, B) et Rs;(n — An, 3) représentent 2 valeurs successives décalégs)de
Finalement, nous pouvons déduire le taux de défaillance de\pége:

Ao(log(N)) = \; (log(N), z) e B7="" (6.38)
Alors, la loi de fiabilité s’écrit

N, <z

ij <
Ao(log(Nij)) AN;;

>
Ry, (z, ) = e (WD (6.39)

6.4.4 Application des SVA non paramétriques

Ce dernier cas consiste a ne faire aucune hypothése de loi de fiaf@asu(gnd Ebrahimi, 1932
[Devarajan and Ebrahimi, 19pgBagdonavicius et al., 200[Tebbi et al., 2004p. Pour ce faire, on
construit la loi de fiabilité & I'aide de I'estimateur de Kaplan-Meier. Notéh¢n) le nombre de dé-
faillances observées du i éme échantillon dans l'intervall@][Gst S;(n) le nombre de survivants avant
le nombre de cycles. N1, ..., Ni,; représentent les nombres de cycles a rupture du i @éme échantillon
sous stress; (avecm;= K;(log(N;)). Les variables aléatoires :

e i log (N)(i=1,...,k;j=1,..., m)
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k
peuvent étre considérées comme des pseudo-ruptures observées dans unnessadi ow; piéces
i=1
. . i L, , . r 2 ~ T .
avec la loi de fiabilitéR o ont été testées et —m,; parmi elles ont été censurées au momént: ;.
Soit le nombre total de défaillance dans I'intervalleD;

k

K(n,0) =Y Ki(e %) (6.40)

=1
et le nombre total de survivants avant 'instgnt

k

S(.8) =Y Si(e™ =) (6.41)

i=1

La loi de fiabilité peut étre construite par I'estimateur de Kaplan-Meier : pour fous<
max; (e’ % log(IV;))

AK(n,p) j=1
Ry ) =] (1- === )=]]|1- (6.42)

n<z

OUAK(n,B) = K(n,8) — K(n—,B)etAK;(n,8) = Kj;(n) — K;(n-)
La fonction de vraisemblance est définie par :

k my

L(8) = [T TT [Reo(e”"* 1o(Nij=). 8) = Rug €7 10g(Ni;), B)] x (Reo(e” *log(Ni). 8))
i=1j=1
(6.43)
en approximant la fonction densif§,= — Ry’ inconnue par :
Ry (¢ log(Nij=), B) — Ry (¢”  log(Nyy), 3) (6.44)

Par le maximum de vraisemblance, nous obtenons une estimatiépelenettant de construire la
loi de fiabilité dans les conditions nominales.

6.4.5 Exemple par simulation d’'un essai de fatigue
6.4.5.1 Exemple d’application d’'un modéle paramétrique

Pour illustrer le modéle paramétrique, nous allons considérer I'exemple d’'une sévérisation par la
températurd’ et la contrainte d’amplitude,,. Les paramétres de simulation sont donnés dans le tableau
6.3
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température | o, en| R, en|op en| Moyenneu log(u) Ecart-
°C MPa MPa MPa (tirte de eq type
(6.27)
conditions | 50 330 435 330 9,41E+06 6,97 0,2
nominales
essai 1 100 400 514 341 1,68E+05 5,23 0,2
essai 2 100 450 514 341 8,26E+03 3,92 0,2
essai 3 200 400 577 368 1,45E+06 6,16 0,2
essai 4 200 450 577 368 9,59E+04 4,98 0,2

A partir de ces parameétres, nous simulons des valeutsgdé/;;) avec les distributions normales

suivantes :

No;

essai 1 log(Ny;) selonN
essai 2 1log(Na;)
essai 3 1og(N3;)
essai 4 log(Ny4;) selonN

selonN
selonN

Table 6.3 —Parameétres de simulation

o~~~ S~

5.23,0.2
3.92,0.2
6.16,0.2
4.98,0.2

)
)
)
)

Les résultats de simulation sont donnés dans le ta@glau

2

3

4

5

6

7

8

9

10 | 11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

essaill 4,8¢

b 5,

05 5,0¢

5 5,0]

/5,08 5,11

55,17 5,18

35,19 5,19 5,23 5,24 5,33

3 5,3¢

5 5,3]

[ 5,31

[ 5,45

b 5,51

? 5,61

3 5,8(

essaiR 3,71

| 3,

72 3,78

3 3,8(

D 3,83 3,8§

3 3,93 3,94

13,95 3,99 3,99 4,00 4,01

| 4,0¢

5 4,0]

7 4,1

D 4,11

? 4,16

b 4,23

? 4,3(

essail 5,54

) 5,

735,78

3 5,84

35,94 6,0(

D 6,08 6,0¢

56,09 6,10 6,13 6,14 6,1¢

56,19

) 6,2¢

b 6,31

36,34

3 6,4(

) 6,43

essaid 4,54

14,

60 4,63

34,74

14,87 4,8§

34,88 4,9]

1 4,93 4,95 5,02 5,02 5,07

[ 5,07

[ 5,08

3 5,1¢

55,18

3 5,29

) 5,3]

D
D
36,64
46,50

Table 6.4 —Résultats de simulation

Des 4 séries d’essais simulés, nous pouvons tracer les droites d’'Henry.
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droites d'Henry

~

2
\

log(N)

—e—essai 1

—m— essai 2

—a—essai 3

-’4,"«*_'..'.’./. Glc

B
W

(O8]

Figure 6.19 —Droites d'Henry des 4 séries d’'essai

Nous choisissons un modéle d’Eyring (pour plus de détail voir 'Annexe A.4) pour caractériser la
fonctionr(s) dépendant des stress tempérafliret contrainte d’amplitude, :

T(Ta aa) = €ﬁ0710g(T)+/31%+ﬂ20',1+53%

En considérant une loi normale pour caractériser la fonction de fiabilité, nous obtenons par le maxi-
mum de vraisemblance les résultats suivants pour le ve@tetifécart typeo :

— [y =2904,33
— (3 =5513,53
— ($,=0,02

— (3=-17,76
~6=0,22

D’ou la moyenne en conditions nominales :

1 330
(0) — (2904,33~10g(273+50)+5513,53 575155 0,02.330- 17,76 325%55 _ 7 3

7

Ainsi, nous pouvons définir la loi de fiabilité dans les conditions nominales (f&12€g
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1 x‘ ~ N
0,8
06 \ ------- R, (N) Normale-
i \ Eyring
< 04 \ —— R, ,(N) Théorique
=\
0 , = -
5,7 6,7 7,7 8,7
log(N)

Figure 6.20 —Loi de fiabilité par le modéle paramétrique

Nous avons appliqué ce plan sur un exemple concret en étudiant la tenue a la déformation d’'un
trombone papier (voir I'article intitulé "Estimation de la fiabilité par les essais accélérés" en annexe B.2)

6.4.5.2 Exemple d’application d’'un modéle semi paramétrique

Pour illustrer les modéles semi paramétriques, nous allons considérer seulement la contrainte d’am-
plitude comme stress de sévérisation. Les paramétres de simulation sont les suivants :

température | o, en| R, en|op en| Moyenne u | log(w) écart
°’C MPa MPa MPa tirke de eq type
6.27
conditions | 50 330 435 330 9,41E+06 6,97 0,2
nominales
essai 1l 50 335 435 330 5,10E+06 6,71 0,2
essai 2 50 340 435 330 2,79E+06 6,45 0,2

Table 6.5 —Paramétres de simulation

A partir de ces parameétres, nous simulons des valeutsgd#';;) avec les distributions normales
suivantes :

— essai 1 log(Ni;) selonN(6.71,0.2)
— essai 2 log(Na;) selonN(6.45,0.2)

Les résultats de simulation sont donnés dans le ta@&au
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112 |3 |4 |5|6 |7 |8 |9 |10]11|12|13|14|15|16|17|18| 19|20
essail 6,8/ 6,2/ 6,8 6,6/ 6,4 6,8 6,6/ 6,4 6,9 7,0 6,3 7,0 6,7 7,0/ 7,0 7,0] 6,5 6,9 7,1 6,9
essai26,4| 6,1 6,6 6,2| 6,3 6,4/ 6,5 6,4/ 6,5 6,3 6,6 6,4 6,3| 6,4 6,4 6,7| 6,7| 6,5 6,6/ 5,9

Table 6.6 —Résultats de simulation

Pour le modéle semi paramétrique, nous considérons un modéle puissance inverse (pour plus de
détail voir annexe A.3) pour caractériser le taux de défaillancé &) :

BTz _ oBo+B1log(ca)

Par le maximum de vraisemblance partielle §edf) nous estimons le vectepr:

- 3,=6,9

— /1 =-091

Par I'estimateur de Kaplan-Meier nous déduisons les fonctions de fiabilité sous les 2 niveaux de
contraintes d’'amplitude (¢6.51). Cela nous permet d’'estimer les taux de défaillance sous les 2 niveaux
de stress et de déduire le taux de défaillance de base par I'équati®hEedEnsuite, nous construisons
la fonction de fiabilité dans les conditions nominales@€if et voir figure6.21).

1,2

R, (N) théorique
---a--- R cox

SO

6.3 6,5 6,7 6,9
log(N)

Figure 6.21 —Loi de fiabilité par le modéle semi paramétrique

Nous trouvons une bonne adéquation du modéle semi-paramétrique (modeéle de Cox) par rapport a
la distribution théorique (ayant servie a genérer les valeurs aléatoir€s;; ). Par contre la fonction de
fiabilité est connue que partiellement et le modéle utilisé ne permet pas d’extrapoler. Il existe un mo-
déle généralisé Bagdonavicius and Nikulin, 1995Hoang, 2008 [Shyur et al., 199P..) permettant
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I'extrapolation :
At, 2) = Xo(te” #)e*" =

6.4.5.3 Exemple d’application d’'un modéle non paramétrique.

Nous considérons les mémes données de simulation que dans I'exemple précédent Gtébleau
Pour le modele non paramétrique, nous considérons également un modeéle puissance inverse pour la loi
de fiabilité :

B7% — fo+B1 log(0a)

Nous construisons la loi de fiabilité dans les conditions nominales par I'estimateur de Kaplan-Meier
(eq6.42) et nous déduisons par le maximum de vraisemblancé.45 le vecteurs :

— By=-17,3

— £ =2,95

Finalement, nous obtenons la loi de fiabilité dans les conditions nominales (voir6i@aye

\ —— R, Kaplan-
0,6 \.\ sO p

g \ Meier
S 0 U R,, théorique

log(N)

Figure 6.22 —Loi de fiabilité par le modéle semi paramétrique

Nous avons appliqué ce plan sur un exemple concrét en étudiant la tenue a la déformation d’'un
trombone papier (voir I'article intitulé "Estimation de la fiabilité par les essais accélérés" en annexe B.2)

Analyse des résultats Nous constatons une bonne adéquation des modéles paramétriques, semi-
parametrique et non paramétriques avec les distributions théoriques. Toutefois, ce type de plan d’essai
par régression nécessite une bonne connaissance de la fongtjare qui n’est pas toujours évident

surtout dans les cas ou de nombreuses variables sont utilisées pour sévériser les essais. Par conséquent,
cela impose de réaliser des essais avec différentes combinaisons de niveaux de stress afin d’estimer les
parametres de(s). De plus, les niveaux de stress retenus pour réaliser les essais sont relativement élevés
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par rapport aux conditions nominales et les différentes estimations sont entachées d’incertitude. Cela pro-
voque par régression une plus grande incertitude sur I'estimation de la loi de fiabilité dans les conditions
nominales (voir figur®.23).

/ Résultats pour ’échantillon 1
z ‘,\‘ ) - Résultats pour I’échantillon 2

ﬁk‘ /Résultats pour [’échantillon 3
Z = <) \

! N\ o ———Résultats pour I’échantillon 4

Résultats en considérant

= 2 les échantillons 2 et 3
: : Résultats en considérant
| i ‘/ les échantillons 1 et 4
N u

Zp

log(1)

Figure 6.23 —Exemple de propagation d’incertitude

7 7

6.5 Plan d’essai avec endommagement préalable accéléré

6.5.1 Définition du plan d’essai

Dans les paragraphes précédents, nous avons montré les difficultés de mener un essai ac-
céléré par régression a l'aide des modéles classiques. Nikulin et Bagdonavicius présentent,dans
[Bagdonavicius et al., 20QOune alternative en partant du principe que pour les systémes hautement
fiables la plupart des défaillances se produiront aprés un nombre de dyclegortants. Il propose de
procéder par un essai avec 2 groupes de composants. Le premier groupe sera testé sous un stress séveris
s1 et le deuxieme sous un stress échelonné : sous le strggsqu’au nombre de cycledy <N, et
sous stress nomina). Les piéces soumises au streasgmmagasineront beaucoup d’endommagement
jusgqu’au nombre de cycle¥; permettant d’obtenir des défaillances dans I'intervaNg [V ].
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S

Q

* défaillance Courbe de Wohler

(o oy o)

e

\ Endommagement par le

critére de Miner

63 6

N
0 N, N,

Figure 6.24 —Définition du plan d’essai avec endommagement préalable

Dans ce plan d’essai, il n’est pas nécessaire de paramétrer la fongtjoi le premier échantillon
est testé sous le stresset le deuxieéme selon le profil de stress suivant :

5150 0<n <N
() = { SIS

s0 st N1 <1 < No

Alors le modelel§.13) implique que

R (n) = Rso(rn) (6.45)

et

_ RSO(”?) OSWSNl
Rey(m) = { Ry (rlog(N1) + 1 — log(N1)) N1 <1< N (6.46)

La figure suivante illustre la méthode (avEG= —Rs1’, fso= —Rs’ et fso= —Rs0').
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Figure 6.25 —Définition du plan d’essai

Les 2 paragraphes suivants présentent I'application de ce plan d’essai, proposé par Bagdonavicius et
Nikulin ([Bagdonavicius et al., 20D Tebbi et al., 2004} [ Tebbi et al., 20043, dans les cas :

— paramétrique

— non paramétrique

6.5.2 Application du modéle SVA paramétrique

Le premier échantillon de tailbe, est testé sous stress sévékisét on obtient les nombres de cycles
a rupture aux instants N1, ..., N1,1. Le deuxiéme échantillon, de taille,, est testé sous le stress
échelonné suivant :

sa(n) = s1 80 0<n <N
2\ o S0 S’iN1<77§N2

Nous obtenons un échantillon censuré des nombres de cycles a dpiure. , No,,0 (Avecmo<ns)
dontk, défaillances sous le stress mo—ko défaillances sous le stregsetn, —mso Systémes survivants
a l'issue deN, cycles.

Supposons que lésg(N) suivent une loi normale :

log(N) —
Ry (log(N)) = 1-¢ <g( U) “) (6.47)
ou ¢ représente la fonction de répartition de la loi normale standard

1 la moyenne

o I'écart type

Donc le modéle@.13 peut étre écrit :

Ry(log(N)) = Ru(rlog(N)) — 1—<z><“°g@‘“) (6.48)
Ainsi, on obtient
Rallog(V) = 10 (SR (6.49)

(6.50)

r.log(N1) + log(IV) — log(N1) — M)

Ruy(l0g(N)) = 1—¢<
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La vraisemblance est définie par :

2 1 [ rlog(Ngj)—p 2
ni ) _ %<r log(Nu)f,u> ko i _ 5( ~ J >
L(T’ K U) - 11;[1 o 271'6 jl;Il o'\/271'€
. log(N1)+log(Noj)—log(Ny)—p \ 2 _
mo 1 _ %(r og(N1) og(gzl) og(Ny) u) B r. 1og(N1)+log(N2)—log(N1 ) —p ng—mo
H o 271'6 x (1 (b o

l=ko+1
(6.51)

Par le maximum de vraisemblance, nous déduisons des estimateuysedé permettant de définir
la loi de fiabilité dans les conditions nominales :

Ry, (log(N)) =1— ¢ (WU)_“> avec N >0 (6.52)

6.5.3 Application du modele SVA non paramétrique

Ce dernier cas consiste a ne faire aucune hypothese de loi de fiabilité. Pour cela, on construit la loi
de fiabilité a I'aide de I'estimateur de Kaplan-Meier.

Le premier échantillon de taille; est testé sous stress séveérigéet on obtient les nombres de
cycles a rupture aux instantsViiq, ..., N1,1. Le deuxiéme échantillon, de taille,, est testé sous le
stresss; jusqu’au nombre de cycles; et ensuite sous le stresgjusqu’aN,. Ainsi, nous obtenons un
échantillon censuré des nombres de cycles a ruptyge. .., Noy,o (Avecms<ns) dontk, défaillances
sous le stress;, my—ko défaillances sous le stresg et no—mso Systémes survivants a l'issue @&
cycles.

Le modélel6.13 implique que

_ Ryy(n) = Ruy(rm) pour i < log(Ny)

Be1(n) = Raolt1) e‘{ Roy(n) = Rag(rlog(N1) + 1 — log(N1)) pour 7> log(Ny)

oun représentant I'instant en échelle logarithmique.

Les nombres de cyclesNy; (aveci < kp) etr.N1; peuvent étre interprétés comme des moments
de défaillance obtenus dans un essai pendant leguet, systemes de fonction de fiabilifé,, ont été
observésy. N, correspondant a I'instant ou ont lieu les—mo censures du second échantillon (sous la
loi Ryp).

Notons :

— K, (1) le nombre de défaillances observées du premier échantillon dans l'intervdlle [0,

— Kz(7) le nombre de défaillances observées du deuxieme échantillon dans l'intervée [0,

— S1(1) le nombre de survivants du premier échantillon avant I'instant

— S(1) le nombre de survivants du deuxiéme échantillon avant I'ingt@ntompris lesns — mo

systemes censureés).

Soit le nombre total de défaillance dans I'intervalle/f)(n représentant toujours l'instant en échelle
logarithmique) :

K(n) = K1 (%) + Kz () pour n<log(N1) (6.53)
1) 4+ Ky (r.log(N1) + n — log(N1)) pour n > log(N1) '
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et le nombre total de survivants avant I'instgnt

S(n) = S1(}) +S82(}) pour n <log(N1) (6.54)
S(n) = S (g) + So (r.log(N1) +n —log(N1)) pour n > log(N1) '
La loi de fiabilité peut étre construite par I'estimateur de Kaplan-Meier :
AK (n))
Rg (x,7) = 1 - 6.55
o(@:7) n[[ ( S (6.55)
OUAK(n) = K(n) — K(n-)
La fonction de vraisemblance est définie par :
ni k’2
L(r) = -H1 [Rs, ([r-1log(Nwi)] =) — Rs, (rlog(N),7)] Hl [Rs, ([rlog(Noj)] —, ) — Rs, (rlog(Noj), 7))
1= j=
ma
[T [Rs ([rlog(N1) +log(Nayy) —log(N1)] —7) — Ry, ([rlog(N1) + log(No) — log(N1)], 7))
I=ko+1
[Rs, ([rlog(N1) + log(N2) — log(N1)],r)]"* ™™
(6.56)
en approximant la fonction densif§,= — R’ inconnue par :
RSO (77_1 T) - RSO (777 T) (657)

Par le maximum de vraisemblance, nous obtenons une estimatigmedmettant de construire la loi
de fiabilité dans les conditions nominales.

6.5.4 Exemple par simulation

Pour illustrer ce plan d’essai, nous allons considérer I'exemple d’'une sévérisation par la tempéra-
ture T et la contrainte d’amplitude,. Les paramétres de simulation sont donnés dans le tabl&au
permettant de tirer aléatoirement des nombres de cycles a rupture selon le &dele

températureContrainte| Limte a| Limite Moyenne | = | Ecart-
°C d’ampli- | la rupture| d’endu- | Ntirée de| log(N) type
tude o, | Rn en | rance I'équation o pro-
en MPa MPa open (6.27) posé par
MPa Lalanne
[Lalanne, 199P
conditions 50 330 435 330 9,41E+06 | 6,97 0,2
nominalessg
conditions 200 450 577 368 9,59E+04 | 4,98 0,2
SEéveérisées;

Table 6.7 —Paramétres de simulation

La simulation consiste a reproduire le plan d’essai étudié de la maniére suivante :
échantillon 1 : 20 valeurs de lol(;) tirées selon la loi normale N(4,98; 0,2) caractéristique des
conditions sévérisées,



106 CHAPITRE 6 — Estimation de la fiabilité par les essais accélérés

échantillon 2 : 20 valeurs de lalyi;) tirées selon la loi normale N(4,98; 0,2) jusqu’a 16g(=5 et
selon la loi N(6,97 ; 0,2) pour les suivantes.

A lissue de la simulation, nous traitons les données en considérant les modéles paramétrique et non
paramétrique :

pour le modéle paramétrique, la fonction de fiabilité est caractérisée par une loi normale, les estima-
teursu, o etr sont évalués par le maximum de vraisemblancel6esf))

pour le modéle non paramétrique, la loi de fiabilité dans les conditions nominales est construite a
I'aide de I'estimateur de Kaplan-Meier (€6.54) et I'estimation de- est évaluée par le maximum de
vraisemblance (e®(56)).

Cette simulation est répétée 50 fois permettant de calculer la moyenne et I'écart-type sur chacun des
estimateurs (voir le table&u8).

Moyenne sur
50 simulations

Ecart-type sur
50 simulations

paramétrique

Estimation I 6,9687 0,015
paramétrique
o 0,2136 0,0061
r 1,4048 0,0142
Estimation non| r 1,3885 0,0584

Table 6.8 —Résultats des simulations

A la fin de chaque simulation, nous tracons la fonction de fiabitiig{log(V)) dans les conditions
nominales dans les cas paramétrique (Fiu2€) et non paramétrique (Figue27).

RsO(log(N)) Théorique |

Figure 6.26 —Exemples d’application du modéle paramétrique

.
6.6

6‘.8 7
log(N)

) .
7.2 7.4

7.6 7.8 8
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0.9
Rs0(log(N) théorique

0.8

0.7

0.6

0.5

Rs0(log(N))
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0.3

0.2

0.1

Figure 6.27 —Exemples d’application du modele non paramétrique

Nous pouvons observer que les estimations par les 2 modéles sont correctes. Nous avons appliqué
ce plan sur un exemple concret en étudiant la tenue a la déformation d’'un trombone papier (voir l'article
intitulé "Estimation de la fiabilité par les essais accélérés" en annexe B.2)

analyse Nous constatons une bonne adéquation des modeles paramétriques et non paramétriques avec
la distribution théorique. Ce plan d’essai est tres séduisant car il nécessite une faible paramétrisation de
la fonctionr qui peut étre source d’erreur. On montre a travers ces quelques exemples l'intérét a utiliser
ce plan d’essai avec un endommagement préalable permettant d’obtenir de bons résultats. Néanmoins,
dans cette étude, nous avons considéré que le paramétre de forme de la loi de fiabilité est constant quel
gue soit le niveau de stress. Or, en mécanique ce n'est pas toujours le cas. Notre étude se poursuit donc
en intégrant ce dernier parametre (thése de Pascal Lantieri).

6.6 Plan d'essai en contraintes échelonnées

6.6.1 introduction

Une des difficultés pratiques dans le plan par régression, que nous avons vu précédemment, est
de choisir correctement les niveaux de stress de sévérisation. En effet, s’ils sont choisis trop séveres,
on risque de changer de mode défaillance ou de provoquer des erreurs de régression trop importantes.
Aussi, le plan d’essai en contraintes échelonnés a été proposé consistant & augmenter progressivement
les niveaux de stress afin de précipiter plus rapidemment les défaillances. On trouve de nombreux
travaux comme :|Nlelson, 199D [Hoang, 2008 [Baietal., 1989 [Linn, 1998k, [Linn, 19984,
[Devarajan and Ebrahimi, 19p8 [Xiong, 1999, [Xiong and Milliken, 1999, [Tang et al., 1996
[Khamis and Higgins, 1996[Yeo and Tang, 1999 [Bagdonavicius and Nikulin, 20([Barton, 1994
Dans le cadre de la thése de Pascal Lantieri, nous I'avons appligué aux systémes mécaniques et a
'analyse des temps de défaillance obtenus lors d’un essai HALT imputable & une cause de fiabilité (voir
le chapitre de livre intitulé "Applying accelerated life models to HALT testing" se trouvant en Annexe
B.3).
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6.6.2 Définition du plan d’essai

Considérons le plan d’essai ou I'échantillon est testé selon le profil de stress suivant :
S, 0< 7 < ty;
S, t1 <7 <ty
s(7) :
Sny, tmo1 <7 <ty
Alors le modeleés.13implique que :

Ry(y = R (r(s(7)) - 7) (6.58)
Soit
Ryy = R, (T —tio1 +17_4) (6.59)

outy | = Ry (Rs,_, (tic1 — tia +17_5))

= s

La figure6.28suivante représente le principe de I'essai.

R0V

Figure 6.28 —Changement de loi de fiabilité en fonction du niveau de stress

6.6.3 Application du modéle SVA paramétrique en contraintes échelonnées a la fatigue

Supposons que lésg(N) suivent une loi normale :

Ry (N)=1—¢ <bg(N)_’“‘> (6.60)

g

ou ¢ représente la fonction de répartition de la loi normale stangal@moyenne et I'écart type.
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L'échantillon de taillen est testé sous les stress échelonnés suivants :

s, 0<n<log(Ny);
< :
s(n) 52' lOg(Nl) <n <log(Na);
Sny 10g(Nim—1) < n < log(Nm).
Nous obtenons les nombres de cycles a rupture aux insignt§-ieme défaillance) aveer; de-
faillances au niveau de stregset k défaillances au total a la fin de I'essai..
Donc le modél®.13peut étre écrit :

10 N — Tz
Ainsi, on obtient
o T, (1)
Ry, (log(Ny (lg =
10 lo N log (N Tz(2)
Ry, (log(N; ( (1) +log(Ny;) “log(N1) = ) 62
Ry, (log(N; ¢<10g )" +log(N. 310g(Ni_1)_7Tz(i)>
ollog(N1)* = R;M(Rs, (log(N1))) etlog(N;—1)* = R;'(Rs,_, (log(Ni—1)—log(N;_2)+log(N;—2)*))

La vraisemblance est définie par :

( IOE(Nifl)*JFlOg(Nij)7103<Ni—1)*’YTz(i> ) ?

( ) zHI ]HI (6 . 63)

% (1 — ¢ (log(Nm—1)*+10g(NmZi]0g(Nrn_1)7,YTZ(m)>)n—k

Par le maximum de vraisemblance, nous déduisons des estimatéues@permettant de définir la
loi de fiabilité dans les conditions nominales :

Ry, (log(N)) =1 — ¢ <1°g(N) ~ i Zm)) avec N > 0 (6.64)

6.6.4 Exemple numérique :

Pour cet exemple, nous considérons un composant mécanique soumis a la fatigue. On souhaite dé-
terminer la loi de fiabilité en condition normale d’utilisation ou la contrainte d’amplitude est de 330
MPa. Pour ce faire, nous allons simuler un essai accéléléré sous chargement en escalier en considérant
le modele de simulatioB.27avec les parametres de simulation suivants :

N= 50 (taille de I'échantillon)

So =330 MPa

AT =5 (durée de palier)

Le profil d’essai et les parametres des lois normales de simulation sont définis dans le@ébleau
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niveau de contrainte en MBamoyenne (e®.27) | écart type
350 5.93 0.2
360 5.43 0.2
370 4.95 0.2
380 4.48 0.2
390 4.02 0.2

Table 6.9 —résultats

Nous obtenons les tempsg(1V;;) par tirage aléatoire et on en déduit les résulats d’essai (tableau
6.10).

niveau de contrainte; en MPa| k; | n; | k; cumulé| R;exp pare®.2 | log(N;)* | R;mod par e®.62
350 0 | 50 0 1 5 1
360 0 | 50 0 1 4,766 0.996
370 12| 38 12 0.76 5.116 0.838
380 12| 26 24 0.52 5.294 0.416
390 26| 0 50 0 5.356 0.113

Table 6.10 —résultats

avec

— k; nombre de défaillances au palier
— n; nombre de systémes testés au palier
— log(N;)* temps équivalent au palier

Nous considérons un modele puissance inverse (pour plus de détail voir annexe A.3),pour sa forme
indentique a celle du modéle de Basquin, pour caractériser la moyenne :

AT 20 = 45 + 41 log(s;)

Par le maximum de vraisemblance &63) nous estimons le vectegret I'écart types :

— 6=0.277
— o =16.842
— =17

Nous pouvons en déduire la fonction de fiabilitg @®g(N)) en condition nominale (5330 MPa)
(voir figurel6.29).
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0,7 ——— R(t) théorique
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0,1|

65 7 75 8
log(N)

Figure 6.29 —Fonction fiabilité en condition nominale

6.6.5 Conclusion

Ce plan d’essai est intéressant puisqu’il permet de construire la fonction de fiabilité lorsque I'on
ne maitrise pas le comportement du produit sous l'effet de stress. Ainsi, il est possible de commencer
I'essai a un niveau relativement faible de stress et d’augmenter progressivement en maitrisant le mode
de défaillance. Nous avons appliqué également ce plan d’essai a I'analyse des résultats d’essai aggravé
HALT (voir I'article intitulé "Applying accelerated life models to HALT testing." en annexe B.3).

6.7 Plan d’essai avec réparation

L'idée de départ de ce plan d’essai était de pouvoir lancer une campagne de tests sur des proto-
types en faible nombre. Ainsi, si I'on éxécute des réparations a I'issue de chaque défaillance il est
possible d’'obtenir un échantillon de données en taille suffisante pour estimer la fonction de fiabilité.
Cocozza dangjocozza-Thivent, 199propose un plan d’essai classique (sans accélération) avec répa-
ration. Une premiére approche de plan d’essai accéléré avec réparation a été proposée par Guida dans
[Guida and Giorgio, 1995Nous avons donc complété cette étud@ugrin and Dumon, 200§psur la
définition d’'un plan d'essai accéléré avec réparation en considérant que les temps de défaillance sont
décrits par des processus de Poisson homogéne et non-homogéne.

6.7.1 Rappels sur les plans d’essais avec réparation

Supposons que I'on observe les instants successifs de défaillance d’'un matériel de taux de défaillance
A(t), ce matériel étant neuf a l'instant initial. Lorsqu’une défaillance survient, le matériel est réparé im-
médiatement. Nous supposons que la réparation effectuée est une "petite réparation”, appelée encore
réparation minimale : cela signifie que le matériel est remis en état de marche, mais son taux de dé-
faillance est celui qu'il avait juste avant la panne (aussi mauvais que vieux). Nous nous intéresserons
au plan d'essais dont la duréeest fixée a priori. Nous observons n matériels qui sont réparés instan-
tanément lors d’'une défaillance. Le matériel i est observé jusqu’a l'instdatnombre de défaillances
survenues pour ce matériel est (dléatoire) et les instants de défaillance sonm]éso <j <Kj) (voir
Figure6.30).
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1 1 1
Tl T, 2 TK 1
I X X X
0 T
|
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[ X X
0 T

Figure 6.30 —Définition du plan d’essai classique avec réparation

Cas d'un processus de Poisson homogéne :
L'observation du matériel i correspond a I'observation d’'un processus de Poisson homogéne d'inten-
sité A sur I'intervalle de temps [05]. La log-vraisemblance du paramétxes’écrit :

log (L(X\)) = (Z K> log (A) — nAT (6.65)
=1
L'estimateur de\ est donné par :
i K;
P — (6.66)
nrt

Cas d'un processus de Poisson non homogéne (processus de Weibull) :
Nous regardons maintenant un processus de Weibull de parathétrg c’est-a-dire un processus
de Poisson d’intensité :

O <t>ﬁ_1 (6.67)

Il modélise les instants successifs de défaillance d’'un matériel dont le taux de défaillance est de type
de Weibull et qui subit de "petites réparations".
La log-vraisemblance des parametfestr s'écrit :

n n K; - 8
log (L(8,7)) = (log 8 — Blogn) (Z K) +(B=1)) ) logTj —n <n> (6.68)
=1

i=1 j=1
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Les estimateurs du maximum de vraisemblancg den sont déduits de :

n K;
1 . :
= =logT — > ) "log (T}) (6.69)
S K i=1 j=1
=1
R 1 1 =
logn =logt+ E log (n) — E log (Z KZ> (6.70)
i=1

6.7.2 Modeles de vie accélérée de systemes réparables

Considérons un plan d'essai dans lequel chaque systémééchantillon de taille: est testé sous
le stress; jusqu’a l'instantr et réparé immédiatement aprés chaque défaillance. Un échantillon censuré
de temps de défaillanc® (0 < j < K;) est obtenu (voir figuré.33).

1 1 1
T T
1 T, 2 KI
F—x X X Sous stress s,
0 T
i - Sous stress s,
0
3 3 3
I 1 TK
| 3 Sous stress s,
I A A X
0 T
n
n T
- £,
i Sous stress s,
—X X
0 T

Figure 6.31 —Définition du plan d’essai classique avec réparation

Nous appliqguons les SVA en considérant les modéles paramétriques dans le cas des processus de
Poisson homogéne et non homogene.

Application des SVA dans le cas d’'un processus de Poisson homogéne

Pour construire la fonction de fiabilité nous considérons que le taux de défaillance constant est défini
par le modéle de COX :

As = Ao 2 (6.71)

avec)\ le taux de défaillance dans les conditions nominales.
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Ainsi, la loi de fiabilité s'écrit :

T,
Ry (t) =e ¢ 71 (6.72)

La log-vraisemblance est définie par :

log (L(N)) = (Z K) log (Ao) + (Z K; (ﬁ»)) - (Z Ao> (6.73)
=1 =1 i=1

Par le maximum de vraisemblance, nous déduisons des estimateyrstakes permettant de définir
la loi de fiabilité dans les conditions nominales :

R, (t) = e Mot (6.74)

Exemple numériquePour cet exemple, nous considérons que la loi d’accélération est définie par le
modele d’Arrhénius (pour plus de détail voir 'annexe A.1) et I'essai se fait & deux niveaux de tempéra-
ture. Le taux de défaillance a la températliyest défini par :

Ty = roel - (F%)) (6.75)
avec:
— \o le taux de défaillance dans les conditions nominales
— E, I'énergie d’activation
— k la constante de Boltzman (8.6170~° eV/K)
— T; latempérature d’essai
— Tp la température dans les conditions nominales
Les données sont simulées selon les parametres suivants :

— Ea=0.37eV

— N=5 (la taille de I'échantillon par niveau d’essai)
— X = 5. 107°h!

— 7 = 1000h (temps de censure)

— To = 30°C (température nominale)

— T, =120°C (température de I'essai 1)

— T, =200°C (température de I'essai 2)

Les temps de défaillance sont obtenus par tirage aléatoire avec ces paramétres. Les taux de défaillance
A1 et Ao sont obtenus en appliquant I'équatién’s:

Eqg (1 _ 1
(_ 057 (1 1 ))
)\1 — 5 X 10_56 8.6171x10—5 \ 273+120 273430 — 128 X 10_3h_1

)\2 = >\0 €<_ %(%2_%0>)
Ao =5 X 10—56(_ 8‘61701'?;710—5 (2731200‘273&-30)) =8.15 x 10731

Les temps locaux de défaillance sont simulés par
Températurd’; = 120°C :t; = F(t)"'avecF(t) = 1-e~**
Températurd’s = 200°C :t; = F(t)"'avecF (t) = 1l-e !
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Les temps cumulés sont définis par :

i
T; = th
=1

Nous obtenons les données suivantes :

Matériels | Temps de défaillance ou de censure (gras) Nombre de défaillances
1 397 872 1000 2
2 1000 0
3 646 1000 1
4 850 851 1000 2
5 69 1000 1

Table 6.11 —Résultats pour I'essai a température T=120°C et une censure a 1000 h
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Matériels Temps de défaillance et de censure (en gras) n
1 329 | 345 | 349 | 393 | 509 | 922 | 1000 6
2 39 |79 109 | 189 | 502 | 551 | 730 | 1000 7
3 52 170 | 849 | 1000 3
4 175 | 206 | 223 | 246 | 268 | 288 | 302 | 543 | 545 | 612 | 663 | 848 | 1000| 12
5 79 | 234 | 337 | 600 | 650 | 710 | 735 | 971 | 994 | 1000 9

del

Table 6.12 —Résultats pour I'essai a température T=200°C et une censure a 1000 h

ParAIe maximum de vraisemblance nous déduisons les estimatel\y®tE,, :
— E, =0.365 eV (au lieu de 0.37 eV)
— X =4,85 10~°h~! (au lieu de 5. 10° h™1)

Nous pouvons constater que les estimateurs sont proches des données de départ et montre I'efficacité

a méthode.

Application des SVA dans le cas d’un processus de Poisson non homogéne
Pour construire la loi de fiabilité nous considérons la distribution de Weibull :

Rs(t) = e(

— )ﬁ
Tz

En considérant le plan d’essai avec réparation la log-vraisemblance s'écrit :

log ((B8,7)) = (

> K;(log 8 — Blog "YTZi)>

i=1

+(B-1))

i=1 j=1

n

K;
BT

n

i=1

(6.76)

N
() em
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Par le maximum de vraisemblance, nous déduisons des estimatéues die3 permettant de définir
la loi de fiabilité dans les conditions nhominales :

6
Ry, (t) = e<ﬁ> (6.78)

ol z(9) représente le vecteur stress dans les conditions nominales.

Exemple numérique :

Pour cet exemple, nous considérons que la loi d’accélération est définie par le modéle de Peck (voir
annexe A.2) et I'essai se fait & trois niveaux de température. Le parametre d’eatelizloi de Weibull

est défini par :
E.

n(Ty, Hy) = AH; ™ et
Avec
— A,m et E, les parametres de la loi d’accélération de Peck
— T latempérature
— H I'’humidité
— k la constante de Boltzman (8.6170° eV/K)
— E, I'énergie d’activation
Les données sont simulées selon les parameétres suivants :

- FE,=051eV
— n="5 (la taille de I'échantillon par niveau d’essai)
- m=6,2

— A =8,7510° jours
— [ = 1.5 parametre de forme de la loi de weibull
— T, =65°C (température de I'essai 1)
— T, = 85°C (température de I'essai 2)
T3 = 85°C (température de I'essai 3)
H; = 90% (Humidité de 'essai 1)
Ho = 90% (Humidité de I'essai 2)
— Hsz =95% (Humidité de I'essai 3)
Les résultats d'essai sont obtenus par tirage aléatoire en considérant les parameétres ghéghelies
obtenus en appliquant le model de Peck :

Eq 0.51
m = AH;™ e =8.75 x 10° 90% 62 e8:6171x1075G1+63) = 26.93 jours

Eq 0.51
me = AH, ™ et =8.75 x 10° 90% 62 e8:6171x1075G+83) = 10.13 jours

0.51

Eq
n3 = AH;™eFs = 8.75 x 10° 95% 02 e861mx10-°(1+85) = 7.24 jours

Les temps de défaillance sont simulés par la méthode suivante (voir@Gd@ie
_(t

Ti=F()lavecF(t)=1—c¢ (’7>5 etF(t) e [0, 1]
_(r

T2=F(t)_l aveCF(t) =1-e¢ (W)ﬁ etF(t) S [Fl, 1] OuFle(Tl)

Ty = F(t) avecF(t) = 1 — ()0 et F(t) € [Fiy, 1]00F; \=F(T; 1)
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Figure 6.32 —Simulation des temps

Les différents résultats d’essai sont donnés dans les talfeht6.14et6.15

Temps de défaillance (en jours) et temps de cen-
sure en gras
Systeme 1 | 4.83 6.88 20.00
Systéme 2 | 20.00
Systeme 3 | 6.59 20.00
Systéme 4 | 20.00
Systeme 5 | 13.81 16.52 20.00

Table 6.13 —Résultats d’essai simulé pour T=65°C, H=90% et une censure a 20 jours

Temps de défaillance (en jours) et temps de cen-
sure en gras

Systeme 1| 6.87 7.98 9.28 10.00
Systeme 2| 1.34 10.00
Systeme 3| 1.25 6.00 10.00

Systeme 4| 10.00
Systeme 5| 10.00

Table 6.14 —Résultats d’essai simulé pour T=85°C, H=90% et une censure a 10 jours
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Temps de défaillance (en jours) et temps de cen-
sure en gras

Systeme 1 | 4.99 8.67 10.00
Systéeme 2 | 9.15 10.00
Systeme 3 | 5.86 5.90 8.06 8.20 10.00
Systeme 4 | 0.88 2.28 9.00 10.00
Systeme 5 | 10.00

Table 6.15 —Résultats d’essai simulé pour T=85°C, H=95%et une censure a 10 jours

Par le maximum de vraisemblance, nous obtenons les estimations des paramétres inconnus :

— =1.4 (au lieu de 1.5)

— E,=0.44 eV (au lieu de 0.51 eV)

— m =5.26 (au lieu de 6.2)

— A =1.19* 10 jours (au lieu de 8.75*10jours)

Nous pouvons constater que les estimateurs sont proches des données de départ (sauf pour A) et
montre l'intérét d’un tel plan.

6.7.3 Conclusion

Nous avons montré qu’il est possible d'estimer la fiabilité d’'un produit au cours de son dévelop-
pement, période ou on ne dispose que de trés peu de prototypes, en réalisant des essais accélérés avec
réparation lors d'une défaillance. Cette approche permet d'augmenter la précision sur les résultats d'es-
timation des parameétres de fiabilité (la précision étant liée au nombre de temps de défaillance dont on
dispose). Néanmoins, ces modeles supposent de "petites réparations" n'engendrant aucune modification
du taux de défaillance. C’est sur ce dernier point que nos travaux se poursuivent afin d’étudier I'in-
fluence des réparations sur le taux de défaillance. Ce plan est actuellement étudié expérimentalement
dans le cadre du projet européen EUREKA/PIDEA/ACLIMAT.

6.8 Synthese

Dans ce chapitre, nous avons présenté les travaux sur les essais accélérés en partie réalisés dans le
cadre des theéses de Ouahiba Tebbi, Pascal Lantieri et de Sorin Voiculescu. L'objectif principal visé est
d’étudier 'application de ces essais a des systémes soumis a un vieillisement mécanique qui ont été tres
peu étudiés.

Dans un premier temps, nous avons introdulit le principe des essais accélérés en listant les différents
parameétres qui permettent de construire un plan d’'essai.

Ensuite, nous avons présenté le modéle standard de vie accélérée, récemment publiés par Nikulin
et Bagdonavicius, qui offre un formalisme unique pour décrire les lois d’accélération. Ces auteurs ont
proposé deux types d’'estimation :

— parametrique (hypothése d'une distribution),

— non paramétrique (pas d’hypothése de distribution).

Dans le cadre de la thése de Ouahiba Tebbi, nous avons introduit I'estimation semi-paramétrique
(utilisation du modele de Cox) du modéle SVA. Ce travail a fait I'objet de deux publications [CD37] et
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[RN5].

Nikulin et Bagdonavicius ont étudié trois plans d’essai différents :

— par régression,

— avec endommagement préalable accélére,

— sous stress échelonné,

Les auteurs n'ont fait quasiment aucune application de leur travaux. Aussi, nous avons appliqué le mo-
déle SVA a des systemes soumis a des dégradations mécaniques et plus particulierement au phénoméne
de fatigue. Nous avons pu alors donner une signification physique a la fonction de transfert utilisée dans
le modele SVA (publication dan3ébbi et al., 2004fet [Tebbi et al., 20043. Pour étudier les différents

plans et estimations, nous avons développé un simulateur d’essai de fatigue (dans le domaine de fatigue
limitée) basé sur le modeéle de Basquin. Ainsi, nous avons pu simuler de nombreux cas et montrer I'ap-
plicabilité du modéle SVA dans le domaine de la mécanique (publication debbilet al., 2004pet

[Tebbi et al., 200[). Pour compléter cette étude, nous avons réalisé une application expérimentale des
plans par régression et avec endommagement préalable accéléré en considérant la déformation d’un trom-
bonne pour papier, et montré tout I'intéret des essais accélérés (publicatioTelnisdt al., 2004}et

[Tebbi et al., 20044.

Une application originale du plan d’essai sous stress échelonné a été faite en analysant les temps
de défaillances (imputables a un probléme de fiabilité) issus d’'un essai HALT (voir la section sur les
essais aggravés) permettant d’obtenir une premiére estimation de la loi de fiabilité (publication dans
[Guerin et al., 2004cet [Guerin et al., 200g.

Pour finir, nous avons étudié un nouveau plan consistant a réaliser des réparations au cours de I'essai.
Les réparations sont intégrées en considérant deux types de processus de renouvellement : processus de
Poisson homogéne et non homogéne (publication daasrin and Dumon, 200%a

Ces différentes études ont mis en lumiére toutes les difficultés numériques des estimations étudiées.

En terme de perspectives, j'envisage plusieurs voies de développement :

— Etendre le travail a d'autres types de dégradation (une thése en co-tutelle doit débuter en 2004-
2005 sur les essais accélérés appliqués aux systémes soumis a l'usure)

— Définir les lois d’accélération, dans le cas de systémes mécaniques, par un modeéle éléments finis
ou les essais accélérés consisteront a le recaler (étude débutée actuellement par Pascal Lantieri).
L'idée vient du fait que la loi d’accélération est proportionnelle a la vitesse de dégradation et
gu’elle peut étre définie par un modeéle éléments finis. Ainsi, il est possible de simuler le compor-
tement mécanique (par exemple le nombre moyen de cycles a rupture dans le cas de la fatigue)
du produit dans les différentes conditions sévérisées et comparer a I'expérience. Ensuite, on recale
le modéle éléments finis en recherchant ses paramétres optimum afin de minimiser I'erreur qua-
dratique (entre les résultats du modéle EF et expérimentaux). Une fois le recalage obtenu, nous
appliquerons le modéle EF dans les conditions nominales pour connaitre le comportement nomi-
nal du produit (par exemple le nombre moyen de cycles a rupture). En faisant I'hypothése que le
parameétre de forme est constant (il sera donc déduit a partir uniguement des résultats issus des es-
sais sous conditions sévérisées), il sera possible de construire la loi de fiabilité dans les conditions
nominales.

— Considérer le cas ou le parametre de forme de la distribution caractérisant la fonction de fiabilité
évolue en fonction des niveaux de stress (étude menée actuellement par Pascal Lantieri)

— Profiter de I'arrivée de I'enceinte climatique du hall de technologie de I'I|STIA pour expérimenter
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le plan d’essai avec réparation.
— Introduire I'approche bayésienne dans les essais accélérés pour améliorer la précision des estima-
tions des parametres de modele SVA (Etude commencée par Sorin Voiculescu).



CHAPITRE 4
Conclusions et
Perspectives

Ce document présente mes activités de recherche développées au sein du LASQUO de I'|STIA durant
ces dix derniéres années. Ces activités de recherche s’articulent autour de I'estimation de la fiabilité par
les essais appliqués aux systemes mécaniques. De nombreux travaux de recherche ont été réalisés ou le
sont dans le cadre de théses (Emmanuel Usureau (soutenue en 2001), Ouahiba Tebbi (soutenance prévue
en janvier 2005), Pascal Lantieri (soutenance prévue fin 2005) et Sorin Voiculescu (soutenance prévue
fin 2006)). Plusieurs points de ces recherches sont des développements originaux parmi lesquels nous
pouvons citer :

— définition des marges de robustesse (opérationnelle et de destruction) lors d’'un essai aggravé.

— construction d’une distribution a priori a partir des études préliminaires de SdF

— pondération de la distribution a priori par un coefficidnttraduisant le degré de compatibilité
entre la distribution a priori et les premiers résultats d’essai.

— application du modéle standard de vie accélérée aux systémes mécaniques en étudiant différentes
estimations (paramétrigue, semi paramétrigue et non paramétrique) et différents plans d'essais (par
régression, avec endommagement préalable accélérée, sous stress échelonné et avec réparation).

L'ensemble de ces travaux a été abordé en considérant les aspects théoriques (modélisation stochastique
et estimation statistique) mais également pratiques. En effet, mon activité de recherche m’a amené a
développer le transfert auprés des industriels en effectuant des formations spécifiques dans le domaine
de la fiabilité, en réalisant des études, en patrticipant a différents groupes de travail ("Essais en fiabilité"
de I'IMdR et "Déverminage" de 'ASTE) et en étant co-responsable du projet européen EUREKA/PI-
DEA/ACCLIMAT sur la fiabilisation des systemes électoniques embarquées par les essais accélérés (en
particulier AIRBUS A380).

En terme de perspective, je continuerai a participer au développement de I'équipe "Sareté de fonc-
tionnement des systémes" sous la responsabilité du Professeur Bernard Dumon.

Je menerai un certain nombre d’actions que je peux résumer en trois catégories :

actions d'ouverture : I'estimation de la fiabilité par les essais étudiée par I'équipe se trouve a la croi-
sée de plusieurs domaines de recherche développés par des laboratoires de mathématiques appli-
guées, pour ce qui concerne la modélisation stochastique des phénoménes aléatoires et I'analyse
statistique des données d’essai, de métallurgie pour I'étude des mécanismes de dégradation des
matériaux. Dans ce but, je souhaite développer des collaborations avec de tels laboratoires pour
enrichir nos recherches. Ainsi, nous avons initié les premiers contacs avec les laboratoirés LPMI
de 'ENSAM a Angers sur les problémes de mécanisme de dégradation &tdeXuniversité
de Bordeaux, dans le cadre du projet EUREKA/PIDEA/ACLIMAT, sur les problémes de modé-
lisation stochastique. Ce travail est a poursuivre et a développer avec également des laboratoires
étrangers.

!Laboratoire Procédés, Matériaux et Instrumentation
2Laboratoire de théorie des nombres et algorithmique arithmétique
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actions de développement du théme de recherchedans le chapitre 2 jai déja précisé un certain
nombre d’évolutions des travaux en cours et de perspectives. Pour synthétiser, j'envisage de pour-
suivre le développement de mes recherches selon les axes suivants :

— profiter du hall de technologies de I'lSTIA pour expérimenter les différentes approches étudiées
(essais aggravés, bayésiens et accélérés)

— étudier les essais accélérés basés sur les processus de dégradation et non plus uniquement sur les
processus d'apparition des défaillances. En effet, en mécanique, méme si la défaillance est bru-
tale (généralement la rupture), le phénoméne provoquant la défaillance est progressif (comme
par exemple la propagation de fissures). Aussi, des travaux sont réalisés actuellement pour batir
des essais accélérés baseés sur le développement de modeéle de processus de dégradation accéléré.
Un thése en co-tutelle doit commencer en 2004-2005 sur ce sujet en considérant le phénoméne
d’'usure et en collaboration avec I'équipe tribologie du LPMI de TENSAM.

— développer des lois d'accélération en mécanique a I'aide de modéles éléments finis dont les
parametres inconnus sont estimés par les essais accélérés.

actions de transfert : la compétence acquise par I'équipe sur I'estimation de la fiabilité par les essais

est aujourd’hui trés demandée par les industriels. Actuellement nous y répondons au coup par coup

et a travers principalement des projets étudiants de DESS. Il est indispensable de structurer cette

activité et j'envisage d'y contribuer.
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ANNEXE A

A.1 Modeéele d’Arrhenius

Utilisé lorsque le mécanisme d’endommagement est sensible a la température (en particulier : diélec-
trique, semi-conducteur, batterie, lubrifiant et graisse, plastique et flament de lampe incandescente). La
loi d’Arrhenius modélise la durée de viedu produit comme fonction de la température T :

7= AeCT) (A1)

avec :

— A et B constantes positives

— T température absolue

Le facteur d'accélérationf{A) d’Arrhenius entre la durée de vig pour une température; Tet la
durée de vie, pour une température, st :

T2

A.2 Modeéle de Peck

Utilisé lorsque le mécanisme d’endommagement est sensible & la tempé&tateéel’humidité H
(en particulier : composants électriques, conducteur aluminium et composants mécaniques soumis a la
rupture). Le modele est défini par :

&)

T:A(H)_me(

B

(A.3)

avec
— T : température absolue en °K

H : humidité en %

k:8.6171 10° eV/K constante de Boltzmann
E. : energie d’activation en eV

m parameétre du modéle

A.3 Modele de puissance inverse

Il est utilisé lorsque le mécanisme d’endommagement est sensible a un stress particulier (par
exemple : diélectrique, roulement a billes ou rouleaux, composants optoélectroniques, composants mé-
caniques soumis a la fatigue et filament de lampe incandescente).

La loi de puissance inverse décrit la cinétique d’'une dégradation sous stress constant V, la durée de

vie est donnée par I'éguation :
A ol
== A4
= (7) (A4)
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avec:

— V : stress constant

— A et~ : constantes dépendantes de la défaillance et de I'essai

Cas particulier : quand le stress est la température, la loi est appelée la loi de Coffin-Manson.

Le facteur d’accélération entre la durée denji@our un stress Vet la durée de vie, pour un stress
V5 est:

Y
FA="T0— <V2> (A.5)
T2 Vi

A.4 Modeéle d’Eyring

Utilisé lorsque le mécanisme d’endommagement est sensible a la température et un stress V (en par-
ticulier : composants électriques, conducteur aluminium et composants mécaniques soumis a la rupture).
Le modele est défini par :

. <A> (B (V(C+5)) (A.6)

avec:
— T : température absolue

— V : Stress donné

— k:8.617110° eV/K constante de Boltzmann
— A, B, C et D les paramétres du modéle

A.5 Conjuguée de la loi normale sans connaissance

Pour la trouver il suffit de considérer a priori aucune informations@t . Dans ce cas, nous
caractérisons les deux parameétres par des lois uniformes non-informatives (hypothése de Laplace):

Ag(n) A£(0)
12K 1/K”’

K o K " 0 K

Figure A.1 —lois uniformes non-informatives

avecK, K' — oo
La vraisemblance, pour un échantillon de tailleest donnée par :

|3

o
(v2r)

n
—30 _Zl (@i—p)?
=

7 €
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Alors, le théoréme de Bayes s’écrit :

F1.6/2) =

“K 0
avecK, K' — oo
soit
ﬁ T e SEES
27
f(u’g/x>:+ +( ) 103> (zi—p)
o0 400 n _1
0% 2% 2 Ty
S Of (x/%)“e = 3 7 dpdd
— 00
d'ou

L'intégrale kL, est donnée par :

103 i)
I = e ~ =1 du
N
soit
e —%0(;12—2”54-% > (a:i)Q)
I = / e i=1 du
Zoo
d'ou

L'intégrale |, devient

T ar . 0 e
112/ @956 i=1 df
0

(A.8)

(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)
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soit

2 e - -8 i (zi—7)°
11_,/n/926 d6 (A.15)
0
o 1 n+1
L :,/; n+1r< : ) (A.16)

d'ou

n ol 05N (g p)?
_ /T \i=1
s b/2) = [ 5 EEy (A17)
n (Ll) n -£ i (mi*f)Q
0 (Z ($i—x)2> 2 0 ;—1 e =]
n _nb 752 i=
f(,u,Q/x):Uﬂe 5 (=) ! F(Ll) (A.18)
2
Finalement on obtient :
b* 1 nl _ne,_ .2
fw, 0/x) = P(a)ea Le=b0 o€’ (u=c) (A.19)
—_——
G(a,b) N(C:ﬁ)
ou
— ntl
2n
b=1% (v, -7
i=1
cC=1T

qui est une combinaison de distribution Gamma et Normal.

A.6 Définition de la distribution a posteriori de la loi normale avec
connaissance

Nous disposons de l'information suret 6. On est sdr aussi de disposer d’un a posteriori du méme

type que A.20 qui est donc conjugué de la loi normale. Nous avons :

ba —1 —bo n9 _né (/1/_ )2
— a - ¢ A.2
f g, 0) I (a) ¢ o’ ’ (A.20)
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alors, le théoreme de Bayes s’écrit

fp,0/2) = +OOL &/1,8) 1 ( 6) (A.21)

I ] L(x/n,0) f (u, 0) dpdd

—oo 0

soit
n —1y Zn: (zi—p) o "
£(1,0/2) = <( e P Fb(a)ealeb@,/gﬁe—f(ﬂ—c)z) /
n A.22
tooteo a —10% (@i-w)? i, (A22)
—oco 0 &
alors
_00 SN (gi—m)?
f(p,0/x) = (0(%)67%[”(“7f)z+(2a71)(“*c)2] e 2L§1( i) +b} /
. (A.23)
~+00 +00 (M) _Q[ (u—7)%+(2a—1) (u— )2] —%{Z (l‘i_f)2+b:|
| A e 2K amImT e Tli= dudf
—oo 0
Le dénominateur | devient
7 ""fooe(zaJr;fl) -4 {nl (xi—f)2+2b+nf2+(2a—l)c2—7@521221111)6)2
= e 1=
0
+oo _ (n+2a-1)0 (M_nf+(2a71)c)2 (A24)
f e 2 n+2a—1 d# do

soit

I= %,/# (Z (z; — )% + 2b + nZ?
i=1 (A.25)

_ 2\ — (2 +4a
2o Do ) gy

La distribution a priori s'écrit :

2a+n—1 n B ,
f(,u,@/x)zW%( (i —T)° +2b+nZ2 + (20— 1) 2 —W:f%
2 =1

)(Eﬂ)

(A.26)

0 ¢ 2 _o 5 (nEH2a-1)e)? NN

S i — 2b 2a—1)c* — U0 n+2a—1)0 (nT+(2a—1)c)

62 (221 ($z Z‘) +2b+nx +( a )C n+2a—1 ) m_%ﬂe_( = (M_ a1 )
™
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d’'ou
303 (@i-p)?
f2e =~ =1
71,0/ {zi}) = = : (A27)
T . —50 3 (zi—n)
f¢92{/e =t du]d@
0
I
Finalement, nous obtenons la relation suivante :
f(p,0/z) =
Vo e [0 —1)8 v, e
T (d) o - (A.28)
Ga' ) N D)
ou
d=%5+a
n —\2 n(2a—1)(Z—c)?
=43 =) b+ Mg
/ _ nz+(2a—1)c
—  n42a—1
qui est une combinaison de distributions Gamma et Normale comme I'a priori.
A.7 Moyenne et variance pour différentes distributions
Type Fonction de densité moyenne variance
i lax in ax—Min)?
uniforme F(@) =y m(z) = MaziMin V() = Moz Mink
expo f@) = ree mi(@) =3 V)= 3
. -1 (z\”
weibull fl)="2 (n) e§"> m(z) =yl (1+%) | V() =12 (r (1+%) 12 (1+%))
al,aflef T o a
gamma /@) be o) m(z) = m(x) = £
beta f(x) = F(a)F(b)xa_l(l — .’L‘)b_l m(ff) = # V(.T) = W




ANNEXE B

Cette annexe regroupe 3 publications qui couvrent les différents aspects de mes recherches présentées
chapitre 1.

B.1 Reliability estimation by Bayesian method : definition of prior distri-
bution using dependability study

[Guérin et al., 2003a] GUERIN F., USUREAU E. and DUMON B.
Reliability estimation by Bayesian method : definition of prior distribution using dependability
study
Reliability Engineering and System Safétgl. 82, p.299-306, 2003.

B.2 Estimation de la fiabilité par les essais accélérés

[TEBBI et al., 2004a] TEBBI O., GUERIN F. and DUMON B.
Estimation de la fiabilité par les essais accélérés.
Revue Mécanique et Industrjésparaitre.

B.3 Applying accelerated life models to HALT testing.

[GUERIN et al., 2004] GUERIN F., LANTIERI P. and DUMON B.
Reliability modeling, Analysis and Optimization.
Chapter : Applying accelerated life models to HALT testing.
, Ed World Scientific, to appear.
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Estimation de la fiabilité par les essais
FabriceGUERIN

Résumé

Ce mémoire a pour vocation de démontrer aux membres du jury ma capacité a diriger des recherches

dans le cadre d'une activité d’enseignant-chercheur. Je présente une partie des travaux que j'ai initiés au

cours de la derniére décennie. Dans un souci de cohérence d’ensemble, je n'ai présenté que les travaux

relatifs a I'estimation de la fiabilité par les essais. lls constituent le dénominateur commun aux quatre

theses que j'ai encadrées ou que j'encadre actuellement. Il est organisé de la maniere suivante :

— le premier chapitre présente la problématique de I'estimation de la fiabilité par les essais.

— le deuxiéme rappelle les bases de la fiabilité nécessaires a la compréhension des chapitres suivants.

— le troisieme chapitre regroupe les travaux portant sur I'analyse statistigue des essais agravés.

— le chapitre 4 présente I'approche bayésienne des essais.

— le suivant aborde les essais accélérés dans une perspective d’estimer la fiabilité de composants méca-
niques.

— un bilan et des perspectives concluent le mémoire.

— en annexe sont regroupées quelgues publications afférantes aux résultats énoncés dans le document.

Mots-clés : Fiabilité, Modéle standard de vie accélérée, Statistiques bayésiennes, Estimation



