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���������� ���� ���� ��� ��O������� 5��� ������ �� ���	����� �������� �� ��
��O����� ���� ��� �������� ���� ��� �� ��	����

��� ������� ����	
����

!�� ����� ������ ���� ����� �������� ��� ��
� �������� !�� ������
���
��� ��� ������� ��� � ������� ���� ��� �� ������� �� ������� ��� #��� �� �� 	���
���� ���� ������� ��� ��� ��������� ����������
�� ����� ��� �����������
����� �� ��������� ���� ������� ��� ���������
� !�� ��������� ������������
������ ��� �� ���������� ���� 	������ ��� �� ���� �� 	������ ���� ���
����� ��� �� �� �� �� ���������� �� �������������� ��� � ���������
����� ��� ��� �������
��� !� ����� ������� ��� �������� ����	��� ��
��������� �� ������������ ��� 	����� �� 	������� ��� �� ����� A

P � ������
�� ���	����� ��� ��� �� 	�������� �����
�� ���� ����� Q
P � ����������� ���	��� ��� ��� �� ����	� ����� Q
P �� ����#	� 	�� ��		��� � � ����	� �� �
��� ������������ ��� ���
��� ���
� ������� ��� 	������ Q

P �� ���� ���������� ��� �� �� 	�������� �
��� ������ ��� � ���������
�� ������ 	������ ��� ����� Q

P �� ������� �� �� Q
P ��� �������� ���������� ��� ������� ������������

!�� ������� ��� �O������� 	������ �� ��#� �� �������� �� �������� $��
�����' �� 	������ ���� ��� �������� 	����� ��� ��� �������� $�� ����'� ��� ��
����� ���� ��� �������� 	����� ������ � ��������� ��������� �� ������
	���� �� 	�	������� ��� �������� ���������� �� ������ ���������� �#�� ���
�������� ���������� �� �� ��������� �����

8���� ��� ��(������ �� �����#�� ����������� ��� ����� ���������� � ������
��� ������� A

P ������� ��� ����������� ���� 	����#	�� �� ����#	��� 	�� ����	��� ���
�������� �� ������ ��������� Q

P ��������� ����������� ��� ������� �� �
�� ��� � ����������
$% �������� ������� & � ������' Q

P �������� �� ������ ��������� ���� ��	
��� Q
P �������� ��� ���	������� ��������� ������� �� �������� Q
P ��������� �� ������ ��� �
� ��� ��� 	�������� ����������� Q
P ��������� �� 	�������� � �������� ��� �������� Q
P ������� ����������� ���� �
���

!�� ����� �� ��� �������� ���� ��
� �������� ��� �������� ������������
��������� ��� �����#�� �� ������ ����� �� ��� ������ !� �������� � ������
��� � �������� �� �������� �������� ������������� �� 	���� ����� � ����������
�������������
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����� �������	
� �� ��	��

8��� ���#��� �� ���
�� ���������� �� ���������� �� 	����#	�� ����
�������� � �������� ,� /���� � �O����� ��� ��	������� ���� ��� 	����� ���
�� ������ $	���� 	���'� !�� 	����#	�� ����� ����������� ������� ���� �������
���		����� $����� �� �����' �� �� ������� $(��� �� �����' ��� ������� 5 �����
��� �� �����	��� ���� ��� 	����� ��� 	���������� ��� ������ ������ �� ������� ��
�� 	�� ��������� 	������ ��� 	����� 	���������� �� �#	� % ����
 & �� % ��	�
 &�
��� 	����� �������� �� �������� 	������� P1 �� ����	������ �������� ��
/����� <� � ������ ���� ��� 	����� �#������ � ������� �� 	���� ����� ����
�� 	���� ������ ��� �#������ ��� ��� ��������� B1� �� 	����
�� ��������
������� /���� � ������� ��� ����� ������ ������ ������ ������� 5 0491� �� �����
��� �������� �����	����� �R����� ���� ��� �� ���������� ��� ������
��� ��
����������� <���	����� �� ���
�� �S��� ����� ������� ����� � �����������
���� ��� ��������� �� /����� ��� ��� 	����� B1 ������ ��� ���� �� ����� �#	��

/���� ���������� ���� 	��� ����� �� � 	�������� ��� ��	������� � �������
��� 	����� �� �� 	�	������ B1� 5 ������ ����� � ������ �� �������� B2 ��
� �� ������ ��� ���� �#	�� 	�������� ����� �� ������ ���		��������� 5 ���O����
�� �������� B2 � 	������ 1 ;:; ������ ������ �� 0 413 ������ ������� �� ���
������	�� �� ��		��� �� ����� �� :;�:; N A 21�29 N �� ��� 3

4 : 1
4 �

8��� ��������� ����� ��	������� ����� A �� ������� ��� ����� �� ������
�
�� % �����
� ����
� & �� a �� ������� ��� ����� �� ������
�� % �����
� ��	�
� &�
8��� ������� ��� ������ 	��	����� ��� �������� a �� A ������ ��	������� ���
��� 	����� B2� /���� � 	������� ��� ��������������� !�� 	����� B2 ����
����� �� ������
�� % �����
� ��	�
� &� ��� ��������� 	��������� ��� ����
��� ��� �� �G�� ������
��� �� ��� ��������� ��� ��� 	����� � �������� 	��
�� ������� A� !�������������� �� 	����� B2 �� ������
�� � ����� � �����
��������� 8������� ���� ��� ��������� 	��������� �� ������
�� % �����
� ����
� &
��� 	������� ��� ������ ��� ���� �#	��� 8���� ��� 	����� � ������
�� % �����
�
����
� & �� �� �������� B2� /���� � ������� 0=6 �#������ 	���������� A ��
6:2 �#������ ������ A �� a� ���� ������	�� �� ��		��� 6;�09 N A 91�4; N ��
��� 1

3 : 2
3 � 8���� ��� 3

4 ��� 	����� B2 ������ �� ������
�� % �����
� ����
� &�
�� �������� ����� ��� 1

4 ��� 	����� B2 ������ 	���������� a �� 2
4 ������ ���

�#������ �������
!�� ��������� �� ,� /���� ������ ��� ��������� 8����
������ �����

�#	�� �� 	����� ������� ��� �� �������� B2� 	���������� A� 	���������� a
�� Aa ������ 8���� ��� ��� ��������� ��� 	����� ������ 	����� G��� �����
��� A ��� a� ����� ������ G��� 	�������� ��� ���� �������� a �� A� ��� � �����
�� ��������� �� ���� 	������� ��� ��� 	����� 	���������� ������� ��������
���� ��	��� ��� ��������� ���� ���� ���� �� �G��� AA �� aa� �����
������
��� ����� �#	�� �� 	����� ������ 	������ � 	��	������ 	������ ���������
������ � 1

4 : 1
2 : 1

4 � +� ��� ��		��� ��� ��� ���� �������� ���� 	���� 	�����
�� ��	���� ����� �� �������� �������� �� �� 	������ � ������ �� ������ ��
�� ����� 0�0� C ������� ��� ��� 	����� �� �� �������� B1 ��� ������ ��
�#	� ����� Aa� !���� ��������� ��� ���� 	���������� 1

4 �� �#	� AA� ����
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 �
�����
�

	���������� �������� 1
4 �� �#	� aa �� ���� 	���������� 1

2 �� �#	� Aa� ���
���O��� ��	������ � ��������� ��� ����������� �� ,� /�����
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�
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� 
!����
��
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�# $%� �&��' �%�����
��
 	
� �����
� 
�' 	
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��
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!� ������������ ������		�� 	�� T� 8����� 	��� ������ �� �� ������������
�� n ��(��� ��� k �#	�� 	��� G��� ��	������ 	�� �� ��	������� ���������
��� ���� ��� ����� �� /����� !�� ��	������� �� /���� �� ������� � ��
������������ �� n = 565 = 193 + 372 	����� ��� ���� ������� ��� �� ���
	����������� ��������� �� 1

3 ��
2
3 � 8��� ������ �� ��� ����� ��� � ������ ����

�� �������� T� 8����� � 	��	��� �� ����������� �� I�������

S =

k∑

i=1

(Oi − Ei)
2

Ei
, $0�0'

�� Oi ��� �� ����� ����(��� �� �� �#	� �� Ei = npi �� ����� ��	��� ���� ��
�������� !� ����������� S ��� �� �������� ���������� +� ���#	���
�� ����

H0 : 	���������� �� ���e ������ = pi (i = 1, 2, . . . , k)

��� ������ �� �������� �� �� ������������ �������� �� ����� ��� � ���������
��������� ������ �� �� ������������ ���������� +��� ����� �������� �� ��� ��
S ��� �		������������� �� ��� I������� ���� k − 1 ������ �� �������� �����
�� ���� �		���� �� ��� ���
 �� �� �����

��� ������	��� � ������

S = (193−565/3)2

565/3 + (372−2×565/3)2

1130/3 = 0, 173.

����� ������ ������	�� �� ������� 0, 322 �� �� ��� I������� ���� � ���� �����
�� �������� χ2

1� +� � ��		��� ��� �� ��	������� ��������� ���� �� ����� ��	��������
��������� S = 0, 173 ���� ��� 	�� �� ���� ���	���� �� ����� ��� ��������
���� ��� ����� �� �� ������� �� /���� ��� ���� � ���� ������������

+� �� ������� ��� ������� �� ������ �� S ������ ����� ��� Oi �� Ei 	�����
G��� ����U ��O������ C ��� ����� ������ �� S ��� �����5�����
� ��

	������� = P (X > S) < 0, 05,

�� X ∼ χ2
k−1 ���� �� ��� ����� ���� �� 	������ ������� S ��� ��� ��� �� �����

�� �� ����������� χ2
k−1�

����� ��	��� ����� ���	������ �� ��	������

/���� �		����� ��� ������ ��������� ��� ���������  �(��������� � ��� �	�
	���� �"�
�� !�� ������
��� ��� /���� ����������� ��� �		���� ��� ��������
��
!�� ��	��� ��� �������� ��� ��� ���"�
�� !� ��� ���
�� ��� ������� 	��� �������
���� ������� ���� 	���� � ���
�� ��� ���� ���	����� �� ��	�� ��� �
��
 ���� ������ ������� ��� 	������ �� ���� ���
��� ����� �� �� ���� 	�����
��� � ������� � �
�� ������� 	���� �� ��� ���
�� ������ �� ������� ���
�
�� +� (��� �� ����	� ����� C� 	�� ����	��� (� ���� ��� ��� ���� ���
���
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�� �G�  DC ��� ���� ���� �� �� ������� C� ���� ���
��� � ��� ��� 	��
�������� ����� �� �� ��� � ���� ���
��� ��O����� ��� �
�� � ��� ��� 	��
����	�� A �� a �� A1 �� A2� ����

!�� ���"�
� ��� �� �������� �� �� ���������� �� ����� �� �� ������
��� 	������� ��� ���������� !�� ���
��� �� �� ����� ��	�� �� ��������
��������� ��� ��� ���� �����6	
�� M ������� ��� ���� 	�� �� ����� �� ����
���
��� �� ������ ������� $���� ��� ���
���' ������ ��� ���� ��	��� �� ���
������ ��������� M� ������� ������ ���� ���� ��	��� ��� �		���� 	����6	
� !�
��������� ��� ���� �������� ��� �
� ��� �� �������� ��J��� �� ��� 	��
���� ��� �		���� �� �������
� !� ����#	� ��� �������� 	��� � �
� � ����
�������� A �� a� 	��� ��� G��� ���� AA� ���� Aa� ���� aa� !�� ���� �#	�� 	���
AA �� aa ��� ���� ���������
�� ������� ���� ��� �����������
� 8�� ����� ��
	�� �������� ,� /���� � ������ � �
� ��� �� ����#	� � � �O�� ��������
�� ������� ��� �� 	���� ������� !��		����� ��� ������ ��� ���� �� ����#	�
����� ������ �� ������� ������ A

����#	� 	����#	�
aa ����

Aa� AA �����

8���� ��� Aa ��� ������ �G�� �� �� ��	�� �� �
� a ��� 	������ � ��� ���
�����
�� a ��� ���
����� ����� ��� �����
�� A ��� 	��������

�� ������� �	�����	
����

!� ����������� �������� ���� �		�� �� ���
�� ��
� �������� � ��� 	���
������ ����������� ��� �� �������� �� ���� ���
��� ���� ���� ��� ������ G���
�� ������� 	���� �������� !���������� (��� � ���� �"�� ���� ������� ���
�� �������� ��� ���� 	������ ������ P ����� ��� ����� �� ���� 	��� ����
P ��� ��� ������� �� �� ���������� ��� ���
��� ��� ��� ��� �� ��� ������
���� �� ����� G���� !� ���
�� ��������� ������� ��� �� ������� ��� ��
���	�������� �� �� �������� ���� �� ��� ��(� ����U ������

'&�"��� �(� 7�������� �
 ��������� 	
 �����
 ��������
' �����
���� N ���
	���	� 	��� �
� ����������� �
 �
 ��
����
�� ���' 	��� ����� � �����
 	
 ��
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�
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� �
 �
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� ���
��
�# 8
� ���"�
� ���	��� ��� �
�
��	���	� 	%�
 ���������� �%����
�� 	
 ����"�
 �����"�
�
�� ��������
 ���
���
� �
� ��	���	� 	
 �� ��������
 ����������# �� �
� 	�����
 �
 ����
��� ���
� ������ 	%��
 95�# .#2:# 8%��
 �����
�� ��� �
� ���"�
� 	%�
 ����������'
	��� � ����� 	
 2N ���
�# 8� ��������
 ���������� 
�� ����
 
� ������ ��
�
�
���
 2N ���� 	��� �
��
 ��
# 8
 ����
��� ����������
 �� 
� �����
 
�� 	��
�
 ����
��� 	
 ;������+���
�#

�������� �O��� �������� � 	��� �� ������ ��� ����#	��� �� � ������
��
���������� 	�� ����	�� ���V���� �� ����������� ��� � ������� �� ��



���	���� 0� <��������� :

�������� Fi

���
Aa
aa
aa
���

N ����#	��

�
�� �
���

���
2N ���
���

�2 ������� ����������

���� ������

��  � AA

�������� Fi+1

���

������� ��� ����#	� �� ��
	������� ��������

� ���� �O������ 2N
������� 	��� ����� ���
N ����#	�� �� Fi+1

������ ��� � 	����� �������� �� �� ��
���� �������� �
� ����
��� ��� ��
 ����
������
 ����� ���� ���������  �
 ��������
 �� �� �������� 
������� ��� �� ����!��
�� ��� ������ �������� ����� ���
 ��
 ������
�  � 
���� ��"��

�
 ������ �� ���"
���� ���� �������� # ����!�� AA ���
 �� ��

��� ����� ��������
 i �� i + 1� 	�
������ 
�����$ �� ������������ �
� ���� ������
 %� &����� �� '� (� ��
����

	�	������� �� ���� �� ������ �V������ ��� �������� �� 	�������� ��� �� ���
��� ��� �������� �� ������ �������� 	����� G��� �������� � 	��������
���������� ������������ � 	�������� ��� ��������� �� ��� ������� /����
����� ���������� �� �������� ��� � ������� �� ���� ��	������� �� ������
��� �� 	�	������ ���� ��� �		�� � ��� 	�������� ��������������

��� 	�������� ���������� 	����� �������� �V����� �� ��� ��� ����
����� ��� �� �����
�� ���	����� ��� ��������� �� ������		���� �� ��������
8������ =3 N ��� 	������ ��� ���O��� ���� ������ ��� 	����� �� �����
/��� �������� � 	�� 	�
� 03 N ��� ������� ������		�� � ��� ������ M�
��	������� �� ��� ���O��� ������� � 	������� � �O�� ��������� ����U ��	�����
��� �� ������		���� �� ����� ��������

��� �����
���

0� ��� �� ������� 	����� � 0491� ,����� /���� � ������ �� ���������� ��
���� ������ ������������ �� 	��� A �� ������� $A (���� a ����' �� �� �����
$B ������ b ����'� ��� ����#	�� ��O����� ���� ���� � ��� 	����#	��
��O������ <� � ������ �� ����#	� AA, BB ���� aa, bb � �� ��� ����� ��
	��������� F1 ��������� �������� �� ������U#����� ��� ��� ����
����� 5 ������� �� �������� F1 ���� ������G��� �� � ����� 	��� ��
�������� F2 ��� ��������� �������� A
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�������
)��"�    � ��
DD 64 93 24
D� 91 064 94
�� 61 9: 63

���U �� ������� ��� 	����������� ���������� ��� ����#	�� 	��� F2 ��
�O�����U � ���� �� I��������

2� $�' +��� � �
� �#�� n ���
��� A1, . . . , An� ������ �� ����#	�� ����
������ ������� 	�������� $��� �� ��� ��� �������� ��	��S��' W

$�' ,��������U �� �������� �� ��� �� M �
�� ���� n1, . . . , nM ���
���
���	�������

6� !�� ����#	�� ��� ��������� ��� �������� 	��� � �
� ��	��S�� �#��
2 ���
��� A �� a� ��� ���� AA� ���� Aa� ���� aa� <������ ��� ���� 	������
����� ���� �� ����#	� ������U#���� Aa� ���� � ���������

$�' ���U ���� ��� ����#	�� 	�������� �� �������� �� ����� 	�����
��������

$�' +��� A− ��������� ��� �� �������� ��� �� ���� �� ��	�� ��
�����
�� A� �������U �� 	���������� �� A−�

$�' ��������� ����� ��������� ��� 	����� ����������

�� /����U ������ ��� ���������� �� ����#	�� 	�������� �� ����
����U ���� 	�����������

��� X����� ��� �� 	���������� ������� ���� ����#	�� A− �� � aa
	���� ��� ��������� W

$�' X����� �� 	���������� ���� 	���� ���U� ���������� 9 ����#	�� A−
�� 3 ����#	�� aa ����� ��	��������

;� ��� �� ��	������� ������� ���H� � ������ ��� V���� ����U#������ �
����� ������ ���� ��� ����U#����� � ����� ��������
��� 7����� ��� V����
������� ������ �������� 5������ �� � ������ ��� V���� F1 ���� ����� �� �
������ :4N ������� �� 22N ��������
���� ������ ��	������ �� �������� W



�������� 	

����������	

!�� �������� ������������������ �� �� ����� ��� ��� ������ �� ���
� ��� 	���
��	������� ��� �������	 �� 	�#� ������		��� ���U ��� ������� �� ����� ��
�� 	�������� �� ����� �� 	���� �� �� ����� �� �"�� �� �� ������ ��� ���
	��� ��������� ���U ��� ������� �� ����� ������ �� ����� �� ���� �� �����
�� 	���� �� �� ����� �� �"�� �� �� ������� !� ����� �� 	��� ������ ��� ��
����� �� 	����� ������� ��	���� 	�#����������� �� ����� ��� ��� �����
!�� �������� �������
�� ��� ��O������ ��� �������� �������� 5���� ��� �����
���������
�� !��� ��������� ��� ��������� �� ����� ������ ��� �������� <� ���
	������� �� 	�������� �� ������� �� ������� ������ 	�� � ��������� ��
��#�� MF �� ������ 	�� ��� �������� �������� 	�� ����	������ � ��������
��������� ���������� ���� !� ����� ��	������� �� �� ������� �� ������� ���
�������� ���������� ���� ���� ������� ����������� 8��� ��� ���� �� 	�������� ��
����� �� ��� �������� ������� � ���� 	�� G��� �� �G�� ��� ����� ��� ��������
�������� !� ������		���� �� ����� ������� �� ���� ��� �� ����� ����������
�� ������ ���� ��J� �� ���� ����� �� ������ �������� �� �� �������� !����
	������ ��� �������� ��� �� ������		���� �� ������� ��� �������� 	��
�� ���� ���� �� ����� �� ��������� �����
�� ������� �� �������� ��
�������� 5 ��������� �� ������ 	������ ������ ��� ��� ������� ��� ���� �
�� ���������� $�������' �� ����� �����������

!� ����� ��� �������� ��	��� G��� �� ������� �������� ��� � �����
���� <� ������ ��� ������� ������ ������� ���������� ��� �������� ���
������ �� 	������ (����� ��� ��������� �� 	����
� ���� ���	����� ��
������ ��� ��� �� ����� ��������� ������ ������� ��� ������� ���
��� ���� 	���
�
��� ���� ��� ������������ 	��� ����������

��� �� ���	����� ��� ����� ��������� ��� ���
��� ������������� ��� ���
������ �� ������� ���� ������ ��� � ������  ��� ��� ����� �	���������
������ ��� ���	��� �� ����� �� ��� � ������ �� ��L�� ��� �� 	�	�������
� 	��� �(����� ��� 	����
���� �� ���� ���
��� �� ���� ����� ���	����� ���
��������� �� �� ��������
���
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!�� ������ ��� �� ��������
�� �� 	��� ������ ��� ��	������� ��� ��� ���
���� �� �� �������������� ��� ������ ��	����� � ��� ��#�� ����� ������		����
�� ��������� �� �������� ���� 	�� ���(���� ��� �G��� �� 	�� ���(���� ��
�G�� L��� ��� ���
��� ������������� 	�������� ��	������ ��� ��������� �� ��
��� 	��	���� ��	��� ��� ���� 0=23� +� ��� 	������ ����� 	�������� �����
��������� �� �#�� ���� ������� 	��� ����� �� ������������ 	�������
�� ��������� ��� 	��	������ �� �� �������� � � �� ������� ���� �������� +� ��
����� ���		� �� �� ���� ��R� 	��� ��������� �� �������� � 	���� �� ���
��
� �� ���		� �� ��� �� % ��
���� ��	
� &�

!� ������������ 	������� �� ����� � �������� �� ���
�� ���� �		��
��� ��(�������� �		���� �������� ���� ����� ������� ������� �� ��� ��
	���� ���� �� ���
��� �� �� ���� �� �������� ��� ������ ��� �� ���	�� +���
��� λ �� ���� �� ��������� 	�� ���� �� ���	� �� 	�� �������� !�����	�������
���������� ��� ��� ���� ������� � ���� ��� �� M(t) ��� ���� �� ����� ��
�������� ������ � ��L�� t� �����

M(t + dt) = M(t) + λ(N − M(t)) dt + o(dt), $2�0'

�Y N ��� �� ����� �� �������� �� �������� N −M(t) ��� �� ����� �� ��������
������� �� o(dt) ��� � ����� ��� ������ o(dt)/dt → 0 ������� dt → 0� ��
$2�0' � ������ ��� M ′(t) = λ(N −M(t)) �� ��� d

dt ln(N −M(t)) = −λ� +���
������� ������� M(0) = 0� �� ������� ���

ln(N − M(t)) = ������� − λ t

M(t) = N − e��������� e−λ t

M(t) = N
(
1 − e−λ t

)
.

!� ��������� ��������� ��� ������ �������� �� ����� ��#� �� ��������
������� 8��� ��� 	������ ������� �� ���� λ� �� ����� ��#� ������� ���
��������� M(t) ≈ Nλt� ��� �� ������� �� �� ��������
��� ����� ���#��
��� ���R����� ��� �������� �������� ��� 	��� ��	�������� C �������� �
	��������
�� ���Z��� �� 	���������� ��� ������� ����		� ��� ���		���

+��� S(t) �� 	���������� ���� ������� ��(�� � �� 	�������� �� ����������
��� ���� 	�� ������		� �� ������� (������ ��L�� t� ����� ������ ��� �		����
�������� 	
 ����
� ����� ����� ���� ����	������� �� ���� λ ���� �� ��������
����� � ��������� �� ������ ����� 0 < dt �� ��� � ����� � N ��������
�������� ����� �������� 	����� �� 	������� A

0� ����� ������� � ����� ���� 	���������� 1 − Nλ dt + o(dt) Q

2� ��������� �� ������� ����� ���� 	���������� Nλ dt + o(dt) Q

6� ���� �� 	�������� �������� ������ ���� 	���������� o(dt)�

��� 	����������� ���		������ ���	������� �� ��L�� �� ���������� 8��� ��
������ �� ������ S(t)� ����� ��� ����� ���

S(t + dt) = S(t)(1 − Nλ dt + o(dt)), $2�2'



���	���� 2� ��������
�� 00

��� �������� ��� ����� ������� ����� (������ ��L�� t + dt ���� 	������� ��� ��
��������� � 	���
�� ����� ������� ����� (������ ��L�� t �� �� ����� ��� N
�������� ����� �� ������� ��� ����������� (t, dt + t)� ��� ���� ��������
��� ���	������ �� ��� ���� ���� ��� ��� 	����������� �� �����	����� ����
��	����� $2�2' �� �� � ������� A

d

dt
S(t) = lim

dt→0

S(t + dt) − S(t)

dt
= −Nλ S(t),

������������ S(t) ∝ exp(−Nλt)� !� ������� ������� S(0) = 1 ��� ��
� �

S(t) = e−Nλt (λ > 0, t ≥ 0). $2�6'

!� ���	� T (������ ���������� �� �� 	����
�� ������� ����� ��� �		��� �� ���	�
�� ������� <� ������ ���� �������� ��������� $����' ��� ������ P (T > t) = S(t) ��
��� �� ������ ��� f(t) = −S′(t) = Nλe−Nλt� M� ����� ���� ��� ���� 
!���
��
��
��
 ���� 	����
��� Nλ� ���� ������� �� ���� � ������� T ∼ E(Nλ)� M
������ ���������� ����� ��� ����	����� �� ���������#	� �� ���	� �� ������
��� ���� ��� ���� 1/(Nλ)�

8�� �� �G�� �������� � 	��� �������� �������� ����	����� �� �����
�� �������� ������� +� I(t) ��� �� ����� �� ������ �������� �� M(t) = E(I(t))
�� ��	������ � � ��� 	����������� ������������ �������� A

0� P (I(t + dt) = I(t)|I(t)) = 1 − (N − I(t))λ dt + o(dt) Q

2� P (I(t + dt) = I(t) + 1|I(t)) = (N − I(t))λ dt + o(dt) Q

6� P (I(t + dt) > I(t) + k|I(t)) = o(dt) (k ≥ 2)�

���� ������ � 	�������� /��I����� 	���� ���� � 	��� �� ����� �� ��������
������ I(t)� ����� ����� ���� ����� �� 	����� !� ���� ��� �������� ��
������� � ���� �� ��� ��	��� ������	� ����� ������� �� �� ���� ��V����
	�� �� 	���������� ����� ������� �� 	������� ��� �������� � ����� +��� ��
������� � 	��� �������� ��� �� ���	� ���� �������� ���� �� ��� ��	���
������� 8��� ����	����� M(t)� � ������

M(t + dt) = E(I(t + dt)) = E(E((I(t + dt) | I(t)))

= E((N − I(t))λ dt(I(t) + 1) + (1 − (N − I(t))λ dt) I(t) + o(dt))

= M(t) + λ dt(N M(t) + N − M(t) − N M(t)) + o(dt).

<� � ������� ���

lim
dt−→0

M(t + dt) − M(t)

dt
= (N − M(t))λ.

C �������� ��� $2�0'� ��� �� �������� ���� ������� M(0) = 0� ���

M(t) = N(1 − exp(−λt)).
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����� ������ �� ������

+��� T �� ����� �� ��� (������� ����� �� ���������� �� �� 	����
�� ���
������ !� ������ �� ��	������� F (t) �� �� ������ f(t) �� �� ���� T ���
����� � �� ������ �� ������ 	�� ��� �������� F (t) = P (T ≤ t) = 1 − S(t) ��
f(t) = dF/dt = −dS/dt �� �� �������� ��������� T � ��� �� ���
�� � �� ���		�
� ���� �� ������� ������� T ���� �� ��� ��	�������� ���� 	����
��� Nλ�

M� ����� ������	��� �� ���������� �� ������ �� ���� ��� �������� 	

����
 �� �� ��! 	%����	
��
�

λ(t) = lim
dt→0

P (T ≤ t + dt|T > t)

dt
= lim

dt→0

S(t) − S(t + dt)

S(t)dt
= − d

dt
ln(S(t)).

$2�;'
!� ������� ����� ��� λ(t) ��� �� ���� �� ������� � ��L�� t� ���� ������� ��
�������� (������ t� 8��� �� ���
�� � �� ���		�� �� ������ ��� ������ �����
����� �� ��� �� ���������

λ(t) = lim
dt→0

exp(−Nλt) − exp(−Nλ(t + dt))

exp(−Nλt)dt
= Nλ.

8��� ��������� � ���������� ����������� �� ���� ���������� � ���� ����
	����� ��� �"��� ��� ��������� �� �� 	�	������ ��� ������ �� ����� ��
	������ ������� ��� �� ������� �"��� ��� �������� �� ����� ��� ������ ���
������������ ��� �� ����� ����������� !� ��		���

����� ���������� �� 	������ ���� 11 �� 93 ��
����� �� 	������ ������� ���� 11 �� 93 ��

������ �� ������ ��� �� ����� �� ��� �� 	��� ��� 	������ �� 1: 1
2 ���

+� � ���� �� ������ ����� �� ���� ������� 	�� ���� !� ������ ��� ���� ������
	�� ��� �������� ��������� � �� 	�	������ � ������� 8��� ������ �� �� ���
�� �
�� ���		� ���(���� � ��� ������ ���� 	����������� ���O���� !� ���	����� ��
ln(S(t) � ������ �� ��L�� t ���� G��� �������� !� ���	����� �� λ(t) � ������
�� ��L��� � �������� ���� G��� �������

'&�"��� �(� 8
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�� �%��� *����� ��� 	��
���
� �
 5��
�� ��� 	��� �� ���������
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 �
 ����
 �
 �	�
 �� �� ���
 	
 �� ���������# 8�
5��
 2#. ������
 �� ��������� 
� �������� 	
 �%?�
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!�� ���� ����	��� ������ ��� �� ���
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����� ������ �	 �� �� ���
���

C 	��� �������� 	������� ��� ���
��� �� �� ��������
�� � ���	� ����
����� ����� �		����� ������ ����U �������� ��� �� ������� ���������� ��� �
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� ��������� 1��� 
�.
����� ������
����� ���� ����������2 ��3���� # ��
 
����
�  � �������� ����� ������ ��
 3���

����� �� �������� ��3������ �� �� 
����$�� ��
 
����
�  �
 �����
 
��� �� �� ����� c/n
�4 n �
� �� ���.�� �� 
����
 �� c �� ���.�� �� 
����
 ��� ��� ������� ��� �������

���� 4 02 09 23 2;
0�333 1E03 03E03 03E03 03E03 03E03
3�133 :E03 03E03 =E03 03 E03 =E=
3�213 6E03 03E03 =E03 03E03 03E03
3�021 3E03 6E03 :E03 03E03 4E=
3�3921 1E03 ;E03 1E03 ;E03 9E03

	����
� �#������ �� �� ������ �� �������� ��� �� ��"�� �� �������� ���
	������� ����� ���� � �������� �� �� �������� +�		���� ��� ��� ������
������� �O����� τ �������� 	�� � �� ��� ��� �������� ����� �� ���
�� �#�
��������� ��� �� ���� �� ������� ���� ��������� t ���� �� ��� � �O�����
k = 〈tτ〉 $������ ���� �� ���' ��������� 8��� ��� �� ����� N �� �������� �����
������� �� ���� ������� ���� ���� ���� �������� �� ����� ������� ������� ���
����� �� � 	�� �����  � ���� �� ������� ����������� �� �������� ��� 	����� ��
���	���������

!� ���
�� � �� ����� ������� � ���	� ������� � ����� 	����
��� ��
����

p��� = P (�� ������� ���� ���� ���� �������).

�� 	����
��� p��� ��� �� ��! 	
 �������� ��� 	�������� +� ��� ��		��� ���
��� N �������� �� ������� ������� ���	�������� � � A

S(k) = P (����� ������� �� ���� �	�
� k ��������)

= (1 − p)Nk = exp(Nk ln(1 − p))

= 1 − Nkp + (Nkp2/2 + N2k2p2/2) + o(Nkp3)

= 1 − Nkp + o(N2k2p2),

�Y S(k) ��� �� ������ �� ������ ��� ���		����� ��� �������� ���� k ��������
�������� �� � ������ �� �� (k + 1)e�

!� ������ ���� ���		� ���� ��� ���� �������� ���

h(k) =
−S(k + 1) + S(k)

S(k)
= 1 − S(k + 1)

S(k)
, $2�1'

���Y ��� ������ ����	������ ������

S(k) =

k−1∏

j=1

(1 − h(j)).



���	���� 2� ��������
�� 01

!� ���
�� � �� ���		� ������	�� �

h(k) =
−(1 − p)N(k+1) + (1 − p)Nk

(1 − p)Nk
= 1 − (1 − p)N = Np + O(N2p2).

��� �� �������� ��������� Np ��� ������� 10−3 �� �� ����� O(N2p2) ���
�����������  �� L��� t = k/τ � �� ������ �� ������ ���� ���

λ(t) = Npτ.

5 	���� λ = p���τ � ����� ������ ��� ����� �� ������ 	��� �� 	�������� �
���	� ����� ��� ��� ���� ������� � �� ������ 2�0� 8��� ����� ����� ��������
�� ���� �� ������� �� �������� 	�� ��� ���� G��� ���� �� 	������ �� ����
	�� ������� 	�� �� ����� ���� �� ��������� �� ��� ������ ��������

� ������ � ���	
���� �m� �������

����� ������ ! ���� "������ �	 �� �� 
�	��	�

8��� ���������� �� ���
�� � �� ���		�� � 	��� ��������� ���� �������
����� � ���� ���		�� $% �D����� ��	
� &'� !�� ���� ���		�� ������� G��� ��
���� �������� 	��� �� ����� �������� +�		���� ���� �
� X (��� � �"��
��� ��� �� 	�������� �� �� ������� ����� �� ������ 8��� �������� X ��� �
������� ��� 	���
�� ���� ��	��� �� X� �� ���� �� ���� ���� ��������� ���
��� ���� ��	��� ������ G��� ���������� ��� �
�� 	���������� �� ���������� ���
���������� 	��� ������� ������ �� ��� ��� �		���� ��������
�� �� �
��
��		�������� �� �������� ����� �����
�� ����� + �� �����
�� ������ −� ��������
�������� �� �
� X 	����� ���������� ��� � ������������ � � 	���� ���
	�� ���� ������� 	��������
��� ���� 	���"� ���� ������ �� �������� ���
������ �O��� +� �� ������� ����� ���� �������� ����������� �� ����#	� ++
$��� ���� ���
��� ��� ������' ���� ������� 	��� G��� ������ � −− $��� ����
���
��� ��� ��������'�

���� ��		���� ��� ������� ��� ���	��� �� N �������� �� ��� ��� �	�
	����� I(t) �� ����� �� �������� ��� �� ��� ���		��� �� ���� �� ��� �� ��
����#	� ������U#���� +−� ����� ��	������� ����

S(t) = P (����� ������� −− ������� � ��L�� t)

��

S(t + dt) = P
(
����� ������� −− (������ ��L�� t

�� ����� ������� �� ������� −− ���� t �� t + dt
)
.

+� ��� ��		��� ��� �� �������� ��� /��I����� � 	��� � ������ ��	���� ��
	������ �� ���	� (������ t �� �� 	������ ���� t �� t + dt� C ������ ���� ��
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������� ������� A

S(t + dt) = S(t) × P
(
����� ������� −− ���� t �� t + dt

∣∣∣

����� ������� −− (������ ��L�� t
)
.

����� ����� �� 	���������� ���� ������� �� �������� �������
�� ��	�� �� ��
������ I(t)� 5 ��������� ��� �� ������ �� I(t)� � ������

P (�� ������� −− ��� ����� ���� t �� t + dt | I(t)) = λI(t)dt + o(dt),

�Y λ ��� �� ���� �� ������� 	�� ���
�� �� 	�� ���� !� ����������� ���
����	������ 	�������� ���

S(t + dt) = S(t)E(1 − λI(t)dt + o(dt))

= S(t)(1 − λE(I(t))dt + o(dt)). $2�9'

�� ���� ���#�� �� ���
�� � �� ���		�� ��� ����� ��� I(t) ���� �� ��� ��
8����� ���� ��	����� Nλt� 8���� ���� ����� ����� λ ��� �� ���� 	�� ���
�� ��
��� ������ ������� 	���� ���� ���
���� �� ������� +− 	��� G��� ����� �� ����
��J��� <� ���� ��� �����	���� Nλt 	�� ���� 	��� ������ E(I(t))� C � ���

S(t + dt) = S(t)(1 − 2Nλ2tdt + o(dt))

S(t + dt) − S(t)

S(t)dt
= −2Nλ2t +

o(dt)

dt
.

5 	���� �� ������ ������� dt → 0� � �

λ(t) = − d

dt
ln S(t) = 2Nλ2t =⇒ S(t) = e−Nλ2t2 . $2�:'

!� ���� ��������� �� �� ���
�� � ���� ���		�� ��� �� ������ ������� ��
��L�� t�

'&�"��� �(� �� �%�� �����
 �
 �� ��
��"�
 ������� �
� E��
 	�������
 	

�� �
���	
 
� �
 �
� 	
! ��! ���� 	�������� 
� ���! ) λ1 
� λ2' �� �����

	
��
��

λ(t) = 2Nλ1λ2t.

�� �%��	�
 	��� �
�
� �
� �������� �
 ���	��
�� 
�� ��*��� �
 �E�
' �
 ����
�
� 2 �%
�� ��� ����
��#

����� �� �� �� ������

M� ������
�� 	����� ��� �������� $2�6' �� $2�:' 	��� �� ������ �� ������
�� ���
�� � �� ���		� �� ���� ��� �� ���#�� �� ���	� �� ������ ��� ��������
������������� +��� T1, T2, . . . , TN ��� ���	� �� ������ ��� �������� 1, 2, . . . , N ��



���	���� 2� ��������
�� 0:

������� � �������� +� �� ����� �� ���		�� ���������� ��� ���� � m = 1� ��
���	� �� ������ �� ������� ���

T = min(T1, T2, . . . , TN ),

��� �� 	����
�� �������� ��� ���� ��� �������� ��� ��R���� 	��� ���������
�� �������

'&�"��� �(� ��� �
 �
�
 �
���
' �
 �
��� *��%) �%����
��
 	
 �� ��
������ 
�� Ti ∼ E(λ)' �%
���)�	��
 �
 �
 �
��� Ti ��� �
 ��� 
!���
���
��
 
�
����5
 P (Ti > t) = e−λt# $
 ��� T1, . . . , TN ���� ��	��
�	����# 7� 
� 	����
 F

S(t) = P (T > t)

= P (T1 > t, . . . , Tn > t)

= P (T1 > t)N

= e−Nλt.

8��� ���������� ��� ������� �� ��� �� ���� ���		��� �� ���� ������� �������
��� 	��	������ �� Ti� �� ����� �� ��� ���� ������� (������ �� �����
�� ���		��
+��� T a

i � T b
i ��� ���	� �� ������ ��� ���� ���
��� �� �� �������� !� ���	� (������

�� �����
�� ���		� ������

Ti = max
(
T a

i , T b
i

)
.

5 ��		���� ��� ��� ���� ���	� T a
i �� T b

i ����� ��	������� �� ���	������
�� ������ �� ��	������� �� ����� �������� ��������� ���

Fi(t) = P (Ti ≤ t)

= P (T a
i ≤ t, T b

i ≤ t)

= P (T a
i ≤ t)P (T b

i ≤ t)

= (1 − e−λt)2.

8��� �� ������ �� ������� � ������

Si(t) = 1 − Fi(t) = 1 − (1 − e−λt)2 = 2e−λt − e−2λt = e−λt
(
2 − e−λt

)
.

8��� ��� 	����� ���� �� �������� λ� � 	��� �������� �� ������		���� ������ ��
�� ������ ��	�������� e−λt = 1−λt+λ2t2/2+ o(λ2t2)� 5 ���������� ���
�� ������� 	��� �� ������ �� ������� � ������ �� ��	������ 	��� ���	��
Si(t) = P (Ti > t) = (1 + λt − λ2t2/2)e−λt�

!� ���	� �� ������ �� ������� ���� N �������� ��� � ������ �� �������
�� N ������ ��������� ���������� ���	������ �� �� ������ �� ������ ������

S(t) = (Si(t))
N

= e−Nλt(1 + λt − λ2t2/2)N = e−Nλt+N ln(1+λt−λ2t2/2).

5 �������� �� ������		���� ������

ln(1 + x) = x − x2/2 + o(x2),
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S(t) = e−NλteNλt−Nλ2t2/2−Nλ2t2/2

= e−Nλ2t2 ,

���� �� ������ ������� o(λ2t2)� C ������� ��� Ti ���� �� ��� �� @������
���� � ���� ��������� ��� ������� ���������� ���� ��L�� − d

dt ln(S(t)) =
2Nλ2t�

*�+�
�
�� �(� ���� T �
 �������
 ��������
 �������
# �� 	�� �
 T ��� �

��� 	
 ;
���� �� �� �������� 	
 ����
 
�� 	
 �� ����


S(t) = P (T > t) = exp (−(t/b)m) m > 0, b > 0 .

8� ��������
 b 
�� �� 	��
 	
 ��
 �������������
 
� ����
����	 � A- G�������

	
 �� ���#

8� �������� 	
 ����
 
�� − d
dt ln(S(t)) = mtm−1/(bm)#

+��� �� ���
�� � ���� ���		��� �� ���	� �� ������ ��� ����� ��� @������ ����
m = 2� !� ����� �� ��� ��������������� ���

1

λ

(
1

N

)1/2

.

!�� �������� �� ���
�� � �� ���		� ��� 	��	�������� � 1
λN �� ��� �����

���	 	��� 	������

����� ����� ! m "������ �	 �� �� 
�	��	�

��� �� ���
�� ������ � �����	��� ���		��� �� ���� m �������� �� 	������
��� ������ �� ���� λ 	��� ���������� �� ������� ������ � ������� �����
���
�� +�		���� ��� ������� ��� �������� ���� ��� � �������� 	�� ����	��
1 −→ 2 −→ · · · −→ m� ���� ����� ����� �� �� �������� ��������� Ij(t)
��� ���	�� ��� �������� �#�� ���� ��� �������� 0 (������ j �� �� ��	�����
Mj(t) = E(Ij(t))� 5 ������� ���� $2�9'� �� ������ �� ������ ������ A

S(t + dt) = S(t) (1 − Mm−1(t)λdt + o(dt))

−S(t + dt) − S(t)

S(t)dt
= Mm−1(t)λ +

o(dt)

dt
.

5 	����� � �� ������� � � ���

λ(t) = λMm−1(t) �� S(t) = exp

(
−λ

∫ t

0

Mm−1(u)du

)
. $2�4'



���	���� 2� ��������
�� 0=

!� �#������ ��� ��������� ���������� Ij ��� ���	��� +� ��� ���	��� Ij(t+dt)
� Ij(t)� �� �# � ��� ���� 	����������� �� dt ��� 	����� +��� Ij(t + dt) = Ij(t) + 1�
���� Ij(t + dt) = Ij(t)� !���	����� Mj(t) � �� ���� ������

Mj(t + dt) = E (Ij(t + dt))

= E (E (λIj−1(t)dt (Ij(t) + 1) + (1 − λIj−1(t)dt) Ij(t) + o(dt)))

= λMj−1(t)dt + Mj(t) + o(dt).

<� ������� ���

M ′
j(t) = λMj−1(t)

Mj(t) = λ

∫ t

0

Mj−1(u)dt. $2�='

[ �� �������� ����� ������� 	����� �� �� 	�������� �������� ���� 	������
��� ������� �� M0(t) = N � !� ������� �� �#��
�� 	������� ��� ����� Mj(t) =
λjNtj/(j!)� ����� ��� �� ������ �� �� ������ �� ������ ��� ����� � A

λ(t) = λmNtm−1/(m − 1)! �� S(t) = exp (−λmNtm/m!) .

!�� ���
��� � �����	��� ���		�� �� �� ����� ����U ���	�� �� �� ������ ���
�������� � ������ �� ��L��� 5 	���� �� ����������� �� ����� �� �����
������ ��� ������� � ����L�� A

ln(λ(t)) = (m − 1) ln(t) + �������. $2�03'

8��� ��� �� ���
�� � �����	��� ���		�� ���		����� � ��� ������ �� ���	�����
�� ���������� �� ��������� � ������ �� ���������� �� ��L�� ������� ������
�		������������� �� ������ ���� 	��� ����� � (m − 1)�

'&�"��� �(� 8� 5��
 2#2 �����
 �
� 	����
� 	
 �%
!
���
 2#. ��� �%�����

	 ��	"�
 ) ������
� �����
�# 8
 �������
 ) �%���
��
 �����������
 �
 �����
��
��� �
 �
�
 �����
 �������
' ���� ���&� 	
!# H��%) ��
��
 ���' �� �
��
 
��

������ .'/ 9
���
 	
! 
� ����� �����
�: I ���"�' 
��
 �%�����J� 
� �� ���
� 
��

������ A 9�
�� �����
�:#  ���' �� �
 ��� ��� ����
� �
 �
� 
!
���
 ����
��
 ��
��������� 	
 ) ���
� ����
� 	
 ����
�# �� 	��� 	��� �%���
�	�
 ) � ������

	 �����
� 	
 �����
�#

.��������� ��� ���� ��������� ���� ���#	���
�� ��� ��� �������� �������
��� � ���� ������ +� ��� m ���		�� 	����� ������� ��� � ����� ����������
�� ���� �����	���� λ(t) $2�00' 	�� �� ����� �������� 	�������� (m!)� !� ������
�� ������ ������

λ(t) = mNλmtm−1 �� S(t) = exp (−Nλmtm) = e−Mm(t). $2�00'

�� �������� �� ���� �O�� ��� �� ���	����� � ��������� ��������������
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������ ��� �  � �������� �� �� $���� ��� # �������� �������������� (�

� .��� ��
�������� ��� ��5�� ������� ���� ��
 # ����� �������

C 	��� ���
����� ���������� �� ���
�� � ��		���� ��� ��� ���� ��
������� � ��� 	�� ������ +��� λ1, λ2, . . . , λm ��� ������ ����� <� ��� ������ ��
������ �� �������� ���

λ(t) = mNλ1 · · ·λmtm−1.

!� ����� 2�6 �������� ��� ��O������ ���� �������� ������� �� m�

����# ����� ! ���� "������ �	 �� �� ���
���

[ �� �������� ������� ������� � N �������� � ����#	� ++� !�� ��������
��� τ ���	�������� 	�� � ��� ���� �� ������ ���	�������� �� �������
+ → − ������� ���� 	���������� p 	�� ���
��� +��� ���������

A(k) = {����� ������� −− ������� �	�
� k �#���� �� ���	�������}.
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������ ��6 �  �
 ������ �������
 ����������� ��
 ���������
 �� �� �������� �� ����"

������7 �� �� �������� �� 
����� S(t) = e−Nλmtm

7 �� �� ���
�� �� �� �� �������� ��
��
����  �
 ���.��
 �� ������
 
��� m = 1, 2, 5 �� 8�  �
 �����
 ���������
 
���
N = 107 �� λ = 1, 6 × 10−97 4 × 10−67 97 3 × 10−4 �� 1 × 10−3�

!� ������ �� ������ ������ S(k) = P (A(k))� 8��� �� ��������� �� ���� ���	���
�� ����� �� �������� ������U#����� +−� 	�������� ���� ����� �������� +��� ��
����� �� �������� ������U#����� �	�
� k �#���� I(k)� 8���� ��� �� 	����������
p ��� �#	������� ��
� 	����� �� N ��� ����� �� ����� �� �������� ��������
������U#����� +− ������ ���� �� ������ ���	������� ��� 	����� ���� ��������
�������� (I(k)− I(k− 1) ∼ B(N, 2p) �� ��� �#��� �� ���	������� � ��������
��� ��������� ��� ���	������� !� ������� �� 2 ��� ����� 	�� �� ����� ���� ���
���� ���
���� 5 �������� �� ����� �� �������� ������U#������ �� 	����������
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����������� �� A(k)� � ������ �� ����� �� �������� �������������� ���� A

P (A(k)|I(i), 	��� i = 1, . . . , k − 1)

= (1 − p)(k−1)I(1)(1 − p)(k−2)(I(2)−I(1)) × · · ·×
(1 − p)I(k−1)−I(k−2) ,

$2�02'

���� ��� ��	����� �������� ���	������ ����� ������� �� (������ 	�� �� ��
������� ��� ��� I(1) �������� ������U#����� ������ ���� �� 	������ �#��� ������
��������� ��� ������ (k− 1) �#���� �� ���	������� ��� �������� ��		�����
������� �� �G��� ��� �������� ������ ���� �� ���� �#��� ������ ��������� (k − i)
�#���� ��� ����� �������� !� 	���������� 	��� �� �����
�� ������� ���
����� � p� ��� � ��� ���
��� ��� ��(� ��������� �� � ���� ����� ������ !���	��
���� E(P (A(k)|I(i), 	��� i = 1, . . . , k−1) ���� �		�� � �� ������ �����������

*�+�
�
�� �(� ���� X �
 �������
 ��������
 	����"�
 �� ��
�	 	
� ���
�� 
�
N = {0, 1, 2, . . .}# 8� ��������

φX(u) = E(uX) =
∞∑

i=0

P (X = i)ui


�� 	��
 �������� ����������
#

8��� ��� ��������� ��������� (I(k) − I(k − 1))� � � �� �������� ������ A

��""� �(� ���� �
 �������
 ��������
 ��������
 X ∼ B(N, 2p)# �� ��������
����������
 
�� F

φX(u) = E(uX) = (1 − 2p + u 2p)N .

��
�
# !� ������� �� ����	����� ����� ���

E(uX) =

N∑

l=0

(
N

l

)
(2p)l ul (1 − 2p)N−l

= (1 − 2p + u 2p)N .

[ ������ �� ����� �������� �� ������ �� S(k) ������ A

S(k) = E(P (A(k) | I(i), i = 1, . . . , k − 1))

= φX((1 − p)(k−1)) × φX((1 − p)(k−2)) × · · · × φX(1 − p)

= (1 − 2p + 2p(1 − p)k−1)N × · · · × (1 − 2p + 2p(1 − p))N

=
[
(1 − 2p + 2p(1 − p)k−1) × (1 − 2p + 2p(1 − p)k−2) × · · ·

×(1 − 2p + 2p(1 − p))
]N

.

8��� p 	����� ��� �������� �� �� 	������ ��� �		������ 	�� (1−2p+2p(1−p)j) =
(1 − 2p + 2p(1 − jp)) + o(p2) = 1 − 2jp2 + o(p2) 	��� j = 1, . . . , k − 1� +� �
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�������� ����� ���	�������� �� � ������� ���� ��� ������ ������� p3, p4� ����
� �

S(k) =
[
(1 − 2(k − 1)p2)(1 − 2(k − 2)p2) · · · (1 − 2p2)

]N

=
[
1 − 2p2((k − 1) + (k − 2) + · · · + 1)

]N

= 1 − p2k(k − 1)N.

!� ������ � ������ �� ����� �� �#���� �� ���	�������� ���� ���

h(k) =
S(k) − S(k + 1)

S(k)
= 1 − S(k + 1)

S(k)

= 1 − 1 − p2k(k + 1)N

1 − p2k(k − 1)N

= 1 −
(
1 − p2k(k + 1)N

) (
1 + p2k(k − 1)N

)

= Np2 (k(k + 1) − k(k − 1)) = 2Nkp2.

��� ��� ��������� ��� ���� � ������ ������ ���� ��� ������ � p3� p4� ����
�� ��� ���� ������� �� ������		���� ������ 1/(1 − x) = 1 + x + o(x)�

5�	���� � ������ �� ��L�� t = k/τ � � ht = 1 − S(tτ+τ)
S(tτ) � <� � �������

�� �������
ht = 2N(pτ)2t + Np2τ(τ − 1), $2�06'

������������� �� �G�� �������� ��� $2�:'�

�� ������� � ���� �	����

!� ��������� ��� � ��� ������ ��� ��� 	�	������� ������� � �� �������
	�� ��� ���
��� � ���		�� �����	���� 7#	�������� �� ��������� � ��� L��� ��
�������� � ;3 �� ��� ���������� �� ������� ��	������ ���� 93 �� 43 ���
���� ��	����� ���� 	��� �� ������ ����U ������ �� ����� m �� ���		��� ��
������� 	��� � ��
� ������ ���� ��������� λ� +��� ��� ��������� �� ���
��
� �����	��� ���		�� � 	��� 	�� ������ �� ������� �� �� ������� ��R����
��� ������ 	��� ��	������ ��� ������� �������� ��� �� 	�	������ �������
�� ��� ����� ��� ���� ������ ��� �� ���	������� ��� �������� ����� ���� ��L��
��E�� ��� ���V���� �� �������� ������� ��	�� �� ��L�� $���� 	�� ����	��
 ������� �� ����� 0=1;'� +� ��� �������� ������������� ��� �� ���
�� � ����
��	�� ���		�� ������ �#	����������� $���� λ �����'� � ���������� �� ���������
���������� M� ����� 	����������� ������� 	�� ��� ����������� ��������� ���
� ���
������ 	�� ���	�� �� �� ��������� ����������� ��� � ��� ���
��� ���
�������� ������������� �� �� ��������� 	��� ����� ��� ������� ������
��� ������� ����� �� 	����� ��������� �� ������		���� �� ������ �����
������������ �� ���
�� � �����	��� ���		�� � ��� 	��	���� 	�� T���� ��
/������I�� ���� �� �� % ���
�� � ���� ���	�� & A
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� �������
������

� �������
��	�������

1re ���	� A �������� 2e ���	� A 	�������

������ ��9 �  � ������ �� �� ����
� �� ������ �� ���� ����
� (��� ��� ����� ���"
.�.����7 ��� ������� ������� ���� 
� ����
������ �� ������� �������  �
 �������
 ������

��� ��-�����
 ��
 �������
 �������
 �� �� �������� ����7 ��� ��� �� ������7 
�
������
�� ���������� ����� ��
 �������
 ������
�

P ���������� A �� ����� �� �������� ��������� �� ������� ������ �
������� 	���������
� �� �#�	������� Q

P �� 	������� A � �������� �������� �� �	��������� $� ��������
���������� ���� � 	�� ���� �� ����� �� �� ��' Q ��� ������� �����
����� ��� �������� ������� � �������� ��	�������� �� �������� �� �������

!� ����� 2�; ����� �� 	�������� ���������������

����� $	�������	

!��������� ��� � 	�������� � m ���		�� ����� ��� ������ ������� !�
����� �� �������� ������� (������ ��L�� t� Iinit(t)� ���� �� ��� �� 8�����

Iinit(t) ∼ P
(∫ t

0

λinit(u)du

)

λinit(t) = mNλmtm−1 = mN(τp)mtm−1 = cinitt
m−1 $���� 2�=� 2�03'�

!� ����� �� �������� ������� ��� ���� � 	�������� �� 8����� � ���� �
�����
��

��� ��� �������� �������� � �� 	�������� �
�� ����������� �� ���������
����������� ��� ��������� �� ��� �����
�� �� ��������� �� ��� �������� �� 	���
	�������� �������� �O��� ������ ���� ���� ��(� ��� �� ����������� ����
�� ����	� �� ����� ������ �� �������� N ��� ����� �� �� ���� ��� ���
�������� �� �������� �� ��� 	������� � 	����� ���� ������� 	������� ����� �� �
	�� ��� �������� ����������� 8��� �������� ����� ������������ �� ���� ��
�������� ���� G��� 	�������� !�� ������ �������� ����������� ��� ������� ��� ���
�������� �������� M ���
�� 	������� ��� ����� ������� � �������� �������
���� 	�� �������� �� ������� �� ���� ������� � �� ������� ������� ������
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� � � � � � � �

������ ��: �  � ��������� ������ �� ; ������� < �� �������
 �������� ��� ��� �������

������  ��
 ����� ����
���7 �� ������� 
����� 1�� ����2 �
� �������� ��� ��� ��������
������� 
����� �� ��� ������� ��������  ��
 �� �� ����
��� ����� ������� �������7 ����
�������
 �������
 
��� ���
�  � ��������� ������ ����� ����
 ������
 ����
���
�  �
; ������� < �������� ���� �������
 �� ��������� ��������7 ������ �������
 �� ����
����
�������� �� 24 �������
 �� ����7 ���� ��� ������� 
������ %� ��
 �������
 �������
 ��
��� ���� �� ��� ������7 ��� ������� 
� ��
 �������
 �� ��������� �������� �������
�� ���� �� 
� ����
��7 �� ��� ; ������� < �
� �� ������ ���
������

�� ��������� 5 �� �������� ����� ������� ������ ���� ���� �������� �������
�� ���� �� ������ +� ��� �������� ������� ������ �	�
� � ����� ��� ��
��������� ����� ������ ������� ������ ������� � % ����
� & �� ������ ��� ��
�������� ������� $% �����
� ��� &'� !� ����� 2�1 �������� �� 	���������

8��� ��� ��� �������� ������� �� 	���������
�� 	������ ������� ���� �O��
������� �� ���� ���� ��		���� ��� ���������� ��� ��������� �� ������� �������
���� ��� ���������� �� ������G� ��� �� ���� � ���� ��� �� ������� �������

����� ����	���	 
�	��

����� �� ��� ��� �������� 	�� �� �������� 	���������
�� �		�������� ���
���� �� ������ �� ����� �� ���		�� m� ���� �		������ �� ������ � ��� L��� ����U
������� 8��� � 	�� ����� ��������� �� �� ������� ����� ��	�������� �� ���
��
� ���� ���	�� ��������� ���� ���#	���
�� ��� ��� �������� 	���������
�� �� ���
��	������ �������� �� ��O������� 7���� ������� ������ 	���
�� � 	����#	�
�� ��������� ������ �� ������� �� ������ ��� ������ ��������G�� � �������
�� ������ ��������� ��� ��� �		���� �� ��	���� ������� ���� ����� �������
����� ��������� 	�� ���� 	����
����� � ���� �� ������� β �� � ���� ��
��������� δ� !� ������� β > δ ���� �#�#�� �� ���������� M� ����� �������
����� ��� ���� � �������� ���� 
!������� ������
�
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����� ����	���	 
�	�� �	 �� �� ���
���

7���� ������� ������ ������� �� ��	���� ������ ���� ��� �������� �����
�������G��� �������� M ���
�� ������� ��� ������ �� ��������� 	��� ��	���
��� ��� �������� ������� ��� � 	�������� �� ��������� �Y� ���� �� ������
�������� ��� �������� ������� ��� 	�������� A

{
2 �������� ����� ��� ������� ���� 	���������� b ;
0 ������� ���� ��� ����� ���� 	���������� d = 1 − b.

���� ������ ��� �� ������� ����� ���� 	���������� d = 1 − b �� �� ������ ����
	���������� b� +� b > 1/2� ����	����� �� ����� �� �������� ����� ���� 2b > 1
�� ��� ��	����� �� ��	����� !� ����� �� �������� ��� ����	���� ���� A

�������� 3 �������� 0 �������� 2 �������� 6
1 C(1) = F01 C(2) = F11 + F12 + · · · + F1C(1) ����

�Y Fij ��� �� ����� �� �������� ����� ������ �� �� je ������� �� ��ie ��������� C
��		��� ��� ������ ������� ���� ���	������� ��� ������� �� ���� �� �����
���������� �����#�� �� 	�������� ��� ��������� 	�� ������������ �� �������
����������� $���� �� ������� 2�2'�

!� ������ ���������� �� ����� �� �������� ����� ���

φF (u) = (1 − b)u0 + bu2 = (1 − b) + bu2,

� 	��#"�� �� ����� 2� 5��� ��� � �G�� ���	� �� ������ ���������� ��
C(1)� φC(1)(u) = φF (u)� 5 �� ��� ������ C(2)� � ������

φC(2)(u) = E(uC(2))

= E(E(uC(2) | C(1)))

= E(E(uF11+···+F1C(1) | C(1)))

= E(φF (u)C(1)) $��� F11, F12, . . . ���	�����'

= φF (φF (u))

= (1 − b) + bφF (u)2 = (1 − b) + b(1 − b + bu2)2

= (1 − b) + b(1 − b)2 + 2b2(1 − b)u2 + b3u4

� 	��#"�� �� ����� ;� �� ����� ���
��� � ������� �� �������� ������ A

,����	
�
�� �(� �� �
 
!������� ������
 	�����
 ��
� �
 �
�
 �
���
 
�
�� �
� �
���
� 	
 ����
 ���������� �
�
�� ��
� �
 ����������� 1 − b 
� �

	����
�� ��
� �
 ����������� b' �� �������� ����������
 	 �����
 	
 �
���
�
	��� �%
!������� ) �� ���������� k 
��

φC(k)(u) = φC(k−1)(φF (u)) = φF (φF (φF (· · · (φF (u)) · · · ))), $2�0;'

�K φF (u) = 1 − b + bu2' 
� �� � � k ���� �
 ������ φF #



���	���� 2� ��������
�� 2:

M� ������� ���������� ��� ��� 	��� �� 	���� ��� �� ������ �� ����	����
������ ������ �� �� ���� �������� !� ������� 2�2 ����� ��� φX(u = 0) =
P (X = 0)� )������ �� ������ ���������� � u = 0 ��� ���� �� 	����������
��� �� �������� ��������� ������	����� ���� U���� <� ������� ���

pk = P (C(k) = 0) = φF (φF (· · · (φF (0)) · · · ))

��

P (C(k + 1) = 0) = pk+1 = φF (pk).

���� ����� ��� ������� k → ∞� pk ��� ���� � 	��� ��� p �� �� ������
���������� φF (u)� ������������ �� ������ ����� ��� φF (p) = p�

+� φ′
F (1) ≤ 1� �� ����� ������� ������� ��� p = 1� ������������ ��� ����	����

������� ���� 	���������� 0� +� φ′
F (1) > 1 � �������� �� ������� p < 1 �������

��� ���� ���� φ′
F (1) = 2b > 1 ⇐⇒ b > 1/2 �� (1 − b) + bp2 = p � �����

������� ���� p = 1� ���� (1 −
√

1 − 4b(1 − b))/(2b) = (1 − (2b − 1))/2b =
(1 − b)/b = δ/b�

C 	��� ����� ����� �������� ����������� �� �� ������� 2�2� 5 	����
�� �������� � ������� ��� ����	����� ���� �������� ��������� X ��� ����
	�� φ′

X(1)� ���

φ′
X(u) =

∞∑

i=1

i · P (X = i)ui−1.

��� ���� ���� � �

E(C(1)) = φ′
F (1) = 2b, E(C(2)) = φ′

F (φF (1))φ′
F (1) = (2b)2

�� � ������ E(C(k)) = (2b)k� !� ������ ��	���� �� ���� ���Z� ��� ��	���
��������� �� ������ � ��#�� ������

(2b)k ≥ 2 ⇐⇒ k ≥ ln(2)/ ln(2b)

��������� !� ������� 2�2 ����� �������� ����	����

����# ����	���	 
�	�� �	 �� �� 
�	��	�

!�� 	�������� �� ��������� ���I���� � ���	� ����� 	����� G���
������� 	�� ��� 	����������� ������������ �������� A

C(x + dx) =

⎧
⎨
⎩

C(x) +1, ���� 	���������� C(x)βdx + o(dx)
C(x) −1, ���� 	���������� C(x)δdx + o(dx)
C(x), ����

�Y C(x) ��� �� ����� �� �������� ����� ��� ������� � ���	� x� !� 	����
���
β > 0 ��� � ���� �� ������� �� δ > 0 ��� �� ���� �� ���������� 7����� ���
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0�.�� ��� �  � ��.���� ������ �� ���.�.���� ������ �����
��� ������� 
������ �� ��

������� ��
�  � ������� �� ������ �������� �� ���.�� �� ����
���
 ���

����
 ����
���.��� �� ������ �� ��=���

	���������� �� ������ ����� �� ���������
b ���� ��	���� ������ 	��� �������

3�131 3�32 :3
3�103 3�3; 61
3�101 3�39 2;
3�123 3�3:9 04
3�113 3�04 4
3�933 3�66 ;

�������� ������� �� �� �G�� ���
�� �� �� ���	� x = 0 Q �� ����� �������
������ ������� �� 	�������� �� ���������� !���	����� �� C(x) ������

E(C(x + dx)) = E
(
(C(x) + 1) C(x)βdx + (C(x) − 1) C(x)δdx

+ C(x)(1 − C(x)βdx − C(x)δdx) + o(dx)
)

= E(C(x)) + (β − δ) E(C(x)) dx + 0(dx).

5 ���	������ � ������ �� �������� ��� A

d

dx
E(C(x)) = (β − δ) E(C(x)) =⇒ E(C(x)) = e(β−δ)x.

5 ������� ����������� [0, x] � [0, dx]∪(dx, x]� � 	��� ������� �� �������
	��� �� ����� �� ������ �� ����	���� ������� +��� p(x) = P (C(x) = 0) ��
	���������� ��� �� ���� ����� ����� � ��L�� x� C �

p(x) = p(x − dx) [1 − (β + δ)dx] + βdxp(x − dx)2 + δ,

��� ��� ����������� [0, dx]� �� ������� ������� 	��� �������� ��� �����������
�� �����	���� 	�� ���� �� ���������� +� ���� ������� �� ����� ��� �� ��"� ���
���	��� � ��L�� x ���� p(x−dx)� �� �� ����� dx �� ��"� ������ ���� ���������
�� 	���������� ������ p(x−dx)2� ��� ��� ���� �������� ������� ���	��������
+� �� ������� ������� ������ �� 	���������� ��� �� ��"� ��� ���	��� � ��L�� x ����
0�

!�������� ��������� ����� ���

p′(x) = βp(x)2 − (β + δ)p(x) + δ.

!� ������ π = limx→∞ p(x) ������ ���

βπ2 − (β + δ)π + δ



���	���� 2� ��������
�� 2=

�� ���

π =
β + δ ±

√
(β + δ)2 − 4βδ

2β
.

!�� ���� �������� ��� π = 1 �� π = δ/β� +� β > δ

P (C(x) = 0) −−−−→
x→∞

δ/β.

!� ������ ��#�� �� ��"� ����� ��	������������ ���� �� 	���������� �����
������� ��� �������

��� �� ���
�� ������ β �� δ � ��� 	�� ��� 	����������� ���� ���	�����
��� ���� 	�������� 8��� ��� ���	���� ���� ��� 	����������� �� ���
�� �������� ��
���� ��� ���������� ����

β −→ b = β/(β + δ)

δ −→ d = δ/(β + δ). $2�01'

C �
lim

x→∞
P (C(x) = 0) = δ/β = d/b,

��� �� ������� ��� ������� ���� �� ������������ $2�01'�
8��� ���	���� �� ������ �� ��"� � ����������� �����
�� �� � �����������

������� �� ���� ���	����

E[C(x)] = e(β−δ)x �� E[C(k)] = (2b)k

���� � ���������� �� ����� � ��������� �� ���	� � 	���� x = k/τ � C �

E[C(k)] = (2b)xτ = eln(2b)xτ .

8���� ��� d = 1 − b� 2b = 1 − (d − b) �� ln(2b) = ln(1 − (d − b)) = (b − d) +
O((b − d)2)� ���� ��� ��
� �

E[C(k)] ≈ e(b−d)xτ

= e(β−δ)xτ/(β+δ).

����� ������� ��� �� ������ �� ���� ���	������ �� ���
�� ����� �� β+δ =
τ �

!������� �� τ � �� ������� �� �#��� ����������� ��� ���� � 1/(β + δ)� �� ���	�
��#� ��� �� 	�������� �� ��������� � ���	� ����� ����� ��� ��������
����

����% &��������	 �� 
���� 	���������� ��	�
�	� ����	���	 
�	��

!��		������ �� �������� ��	�������� ���� 	������� ��� ��� ����	����
������ ��������� 	�� �� ������� ������� ���� ��		���� ���� ���� �� ������
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������� ���� ������� ��� ����	���� ������� ���� �������� �������� �������
��� ������ ���� 	���������� 1− r� �� ��� �� ������� ��	������� �� �� �������
������ � �������� ���� 	���������� r > 0� !� 	���������� r ��� ��� �� 	����
���
�� 	������� �� �����
�� ����� �� ���
���

+� �� ���	� i �� ������� ������� ������ ��� ������ ������ ��������
	����� �		���Z��� ���� ���� ������ 	������ dx A

P �� ������� ��	������� �� �� ������� ������ ������ �� ���� ���� 	�����
������ rβdx + o(dx) Q

P ���� �������� ������� ������ ���� 	���������� (1 − r)βdx + o(dx) Q
P �� ������� ������ ����� �� ����	���� �����G�� ���� 	���������� δdx+o(dx) Q
P �� ������� ������ ������ � ����� ��� �������� ���� 	���������� (1 −

(β + δ)dx) + o(dx)�

��� �� ����� ��������� � � �� �������� �������

-%����"� �(� 8
� �
���
� ����
� ���� 	%� ����
��� 	
 ������
�
�� �����
�"�
 ��
� ��! 	
 ��������
 β > 0 
� ��! 	
 ��������� δ < β �
�
�� �

���������
� ��
� ����������� 0 < r < 1 
� �
���
 ���������
 ���� 	
 ����

��������
# (� 	�������� �
 ����
��� ��
� �
 �
�
 �
���
 � �
��� x = 0'
�� ����������� Sclone(x) �%���
 �
���
 �%��� ������ ) �%���� ���������
 �
�
��� x ��� F

Sclone(x) =
(Cρ1/(ρ2 + Cρ1)

(
1 − e−∆x

)
+ e−∆x

(C/(C + 1) (1 − e−∆x) + e−∆x

��
�

0 < ∆ =
√

(β − δ)2 + 4rβδ, −1 < C = −(ρ2 + (1 − r)β)/(ρ1 + (1 − r)β),

ρ1 = (−β − δ + ∆)/2, ρ2 = (−β − δ − ∆)/2.

$������������� !����� ������� � �����	�� ����������� [0, x] = [0, dx] ∪ (dx, x]�
��� ����������� [0, dx]� ��� ������ �������� ��������� 	����� �� 	������� ���
��� ����������� (dx, x]� ����	���� ������ �� 	������� ����� ������ ��	����
���� <� � ������� ���
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Sclone(x) = (rβ dx + o(dx))︸ ︷︷ ︸
�� �������

��	������� �		���Z�

× 0︸︷︷︸
	���������� ��������
������� ���������

� ���� 	������ ���
�� ���� �� ���	� x

+ ((1 − r) β dx + o(dx))︸ ︷︷ ︸
�� ������� ������

�� ������

× (Sclone(x − dx))
2

︸ ︷︷ ︸
	���������� ��� �� ����

�������� ������� �� ���	�
dx � ���� � �������
� 	������� �� �������
��������� ���� dx

�� x

+ (δ dx + o(dx))︸ ︷︷ ︸
�� �������

������ �����

× 1︸︷︷︸
�� �� ������� ������ ����	����
������ ������� �� � �����

(����� ������� � ��
������� ���������

+ (1 − (β + δ)dx + o(dx))︸ ︷︷ ︸
�� ������� ������
����� ������

× Sclone(x − dx)︸ ︷︷ ︸
	���������� ����� �������
������ � 	������� �����
������� ��������� ����

dx �� x

⇐⇒ Sclone − Sclone(x − dx)

dx
=

(
(1 − r) β +

o(dx)

dx

)
S2

clone(x − dxR)

+

(
δ +

o(dx)

dx

)
−
(

(β + δ) +
o(dx)

dx

)
Sclone(x − dx).

5 	����� � �� ������� ������� dx → 0� � ������ A

S′
clone(x) = (1 − r) β S2

clone(x) − (β + δ) Sclone(x) + δ . $2�09'

+� r < 1� ���� ��� �� ������� ��O��������� �� �#	� >������� �� ������ ��������
	����� G��� ���	������ � 	���� A

Sclone(x) = −w′(x)/[w(x)(1 − r) β]

��

S′
clone(x) =

−w′′(x)

w(x)(1 − r) β
+

(w′(x))2

w(x)2(1 − r) β
.
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!� ����������� ��� A

−w′′(x)

w(x)(1 − r) β
+

(w′(x))2

w(x)2(1 − r) β
=

w′(x)2

w(x)2(1 − r) β
+

(β + δ)w′(x)

w(x)(1 − r)β
+ δ,

������������
w′′ + (β + δ)w′ + (1 − r)β δ w = 0,

�� ������� ������� ������� 2 � ���R����� �������� !� ������� �� �����
����
�� ���� A

w(x) = B1 eρ1x + B2 eρ2x ,

�Y ρi ��� ��� ������ ���

ρ2 + (β + δ) ρ + (1 − r) β δ = 0

�� B1 �� B2 ��� ��� �������� ����������� !� ���������� �� ����� �������
����������� ����

∆2 = (β + δ)2 − 4βδ(1 − r) = (β − δ)2 + 4rβδ .

+��� ∆ > 0� ����� ��� ���� ������ �� ��������� ��� ρ1 = (−β − δ + ∆)/2 ��
ρ2 = (−β − δ − ∆)/2 < ρ1� !� ������� ������� �� $2�09' ������� ���

Sclone(x) =
−B1ρ1 exp(ρ1x) − B2ρ2 exp(ρ2x)

(B1 exp(ρ1x) + B2 exp(ρ2x)) (1 − r)β
. $2�0:'

!� ������ �� r (��� �� �"�� 	��	������� +� r = 0� ��� ������ ��� ρ1 =
−δ > ρ2 = −β� �� �� ����� ������� �� $2�0:' ��� ������ �� ������� �������
Sclone(0) = 1 ��� Sclone(x) ≡ 1� +� r = 1� ��� ������ ��� ρ1 = 0 > ρ2 =
−(β + δ)� ���� ��� �� ��� $2�09' ��� �� ������� ��O��������� ������� ��
0�	 ����� �� �� ������� ��� ������ �� ������� ������� ��� Sclone(x) = (δ +
β exp(−(β + δ)x))/(β + δ)� ��� ��� ���� ���� �� ������ ������� x → ∞ ��
�� ������ �� ������ ��� 	�������� M� ��	���� ������ ���
� ��� 	��
�������� �� ������

+� 0 < r < 1� ��� ���R����� B1 �� B2 ��� � ���� ��� �� �����
��� ������� ���� 	�� �������� 5 �����	���� ��������� �� ���������� 	��
exp(−ρ1x)/B2� $2�0:' ������� �����

Sclone(x) =
−Cρ1 − ρ2 exp(−∆x)

(C + exp(−∆x))(1 − r)β

=
−Cρ1(1 − exp(−∆x)) − (ρ2 + Cρ1) exp(−∆x)

C(1 − r)β(1 − exp(−∆x)) + (C + 1)(1 − r)β exp(−∆x)
,

�Y C = B1/B2� !� �����
�� ����� ��� � ������� ��� ������� ������� x → 0
�� x → ∞� !� ������� ������� �� ������� 	�� �� ������� −(ρ2 + Cρ1) =
(C + 1)(1− r)β� ������������ C = −(ρ2 + (1− r)β)/(ρ1 + (1− r)β)� 5 �������
�� ��������� 	�� −(ρ2 + Cρ1) �� �� ���������� 	�� (C + 1)(1 − r)β� �
������ �� ������� �� �����
���
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!� ������ ������� x → ∞ �� Sclone(x) ��� ����� � (C +1)ρ1/(ρ2 +Cρ1) �� ��
���	����� 1 − limx→∞ Sclone(x) = −∆/(ρ2 + Cρ1) ��� ���� � �� 	����������
����� ��	���� ������ � ������� 	�� � � ������

!�� ���� �� ������� �������� ��� ������ �
�� �� ��� ��� 	�	�������
������� ��� �� ������� 3×10−6 	�� ��������� <� ��� ��������� �� ��		����
��� �� 	���������� r ���� � 	�� 	�
� �� �� �G�� ������� 8��� ��� ������� �� r
�������� 	������� � ������		���� ��� ���R����� ������ �� r = 0 ��� ������
C ������ ���		��������� ������� A

Sclone(x) ≈ rβδ/(β − δ)2
(
1 − e−(β−δ)x

)
+ e−(β−δ)x

rβ2/(β − δ)2
(
1 − e−(β−δ)x

)
+ e−(β−δ)x

.

+� r ��� 	�
� �� U���� �� 	���������� ���� ���� � ��� 	�� �� ����� ����
δ/β� �� ��� ���� ��� ������� ��� �� ����� ����� ��	���� ������ ���������

!� ����� 2�9 �������� �������� ����	���� ��� ��� ����� ��� ������� �� ����
���� �		���������� ��� �� ��
� ��� �������� !�� 	����
���� β �� δ �� ���
������� ����� (β = 1, 15, δ = 1, 00)� (β = 9, 2, δ = 8) �� (β = 8, 15, δ = 8, 00)�
!�� ���� 	������� ���	��� ��� ���� ��� 0E0�01\4E=�2\3�4:� !� ��O����� β−δ
������ �� ��������� �� ����	����� 5��� ��� ����� ��� �� �����
�� ���� �� ���
��	����� 	������� �� ������ ������ ��� ������� �������	 	��� ��	������� !�
����� β +δ ������ �� ���� �� ������� ����������� +� ��� ������� �� ����� ���
������ �� 	����
��� �� �� ��������� β − δ� �� ����� �� ����� � ����� ���
����	���� ���� ������� ������ ������� 5 �������� �� ������ ���� �������
	��� ��	�������

����' ���� �(�	
���	
� �� 
�	
��

 ��� �� ������ �� ����������� �� ����	���� ������ �� �� �� 	������� �
���������� ��� ����� ��� ���� ��������� ���� ��� ������� 	��� �������� ��
������ �� ������ ��� ��� �������� ��������� A

S�����	(t) = P
(
� ����� � N �������� � ������ 	�� �� ��������

��	�������� ���� ��L�� t
)
.

-%����"� �(� =�
 ��������� 	
 N �
���
� ���� � ����
��� 	%����������
��� ����
 	%� ����
��� 	
 ������� ��
� ��! λinit(t)# >��
 �
���
 ������

	�����
 �
 
!������� ������
 9���� >����"�
 2#.: ��
� �������� 	
 ����

Sclone(x)' �
��
 �
 	
! 
!�������� 	�,��
��
� �����
�� ��	��
�	���
��# 8

��! 	%����	
��
 ������ ����5


Scancer(t) = exp

(
−
∫ t

0

λinit(u) (1 − Sclone(t − u)) du

)
.

$������������� ��������� ��� 	����� ���������� �� ���	� ���� (k− 1)t/K ��
kt/K 	��� 1 ≤ k ≤ K� !� 	���������� ����� ������� ������� ������ ���� �����
����� �� ����� 	������ ���

λinit(kt/K) t/K + o(1/K).



6; ,������� �����������

0 10 20 30 40 50 60 70

0
.8

8
0
.9

0
0
.9

2
0
.9

4
0
.9

6
0
.9

8
1
.0

0
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������ ��> �  �
 ����
 ����.�
 �������� Sclone(x) ���� ����
 ��-����
 ����� �� β ��
δ�  � ��������� r = 3 × 10−6 �
� �� ���� ���
 ��
 ����
 ��
�

!� 	���������� ��� ����� ������� ������� � ��� 	�� ������� � �� �������
��	������� ���� kt/K �� t ����

Sclone[(K − k) t/K].

!� ������� �� �������� ������� ��� ��� ���������� ���(���� ��� ���	�����
�� ������ ������� ������ 	������ � ���� ��� ���� ���	������� ��������
������ !� 	���������� Scancer(t) ��� ���� ����� �� 	������

K∏

k=1

((
λinit

(
kt

K

)
t

K
+ o

(
1

K

))
Sclone

[
(K − k)t

K

]
+

(
1 − λinit

(
kt

K

)
t

K
+ o

(
1

K

)))
,
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�Y ��� ��������� ��� ������ ��������� ��� ���� �������� ����	������� A
������� ���� ������� ������� ������ �� 	�� �� ������� �� ������� �������� !�
��� �Y 	�������� �������� �������� ��� ������ � �� 	���������� ���������� ��
������� o(1/K)� ���� 	����� �������� Scancer(t) �� �� ���
�� ������� A

exp

(
K∑

k=1

ln

(
1 −
(

λinit

(
kt

K

)
t

K
+ o

(
1

K

)) (
1 − Sclone

[
(K − k)t

K

])))
.

C 	��� ����� �		������ �� ������		���� ������ �� ����������� ln(1 − h) =
−h + o(h) 	��� h 	�
� �� U���� 	��� ���	����� �� �������� ���� ��� �����
���

ln(1 − (λinit(kt/K) t/K + o(1/K)) = −(λinit(kt/K) t/K + o(1/K)).

B�������� � ����	����� ����	���� ����� ������� �� >���� �� � �����
��� K → ∞� � ������ �� ������

−
∫ t

0

λinit(u) (1 − Sclone(t − u)) du ,

�� ��� ��� � ���������
!� ������ �� ������ �� �� ���� ��������� ��� ������	�� � ����� ������

�� ������ ���

λcancer(t) = − d

dt
lnScancer(t) =

d

dt

(∫ t

0

λinit(u) (1 − Sclone(t − u)) du

)
.

M ������ ���������� ��� ��
� � �� �������

λcancer(t) =

∫ t

0

λinit(u)fclone(t − u)du .

�Y fclone(x) = −d/dxSclone(x) ��� �� ������ 	��� �� ����� �� ��� ���� �����
������ �� ������ ����� ������ ���� � ������ 	�� 	��	��� 	���� ��� ��
�������� ��� �������� � ��

��  
���� ����	
���

!�� ���
��� �� �� ��������
�� ��� ������ �� 	��� � 	��� ��	���������
���� �� 	������ �� ���	�� !����� ��� ���	�� �����	��� � ��	��� � 	��������
������� ��� ���
��� 	��� ���	���� � 	���������� ���� � �����	��� ���		��� M
��� ������ ��� 	��� ����������� ��������� �� ����� �� �"��� ������ G���
����U 	����� �� ���
�� � ���� ���	��� ��� ��� ����	��� ��� 	��#	��� ���
���������� ������ ��� 	����� ������� � ����� ��� � ����� �� 03 � 23
��� ��� ��� ������ ������������� ��� ��������� !� ���
�� ��	����� ���������
��� ��� �� ������ ��� �� ��������� ���U ��� ����������� ��� % 
��������
� &�
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M ������� ��� ��� 	������ ���� ��� �������� �������� �
� �� �������
������ �� ��������
�� ���������� ��� �� ���� �� ���
�� � 	�������� ���	��
	��� ����	���� ��� ������� ���������� B�������� 	��� ��� ����� ���� % ���
�
���
� &� �� ���
�� ���(���� ���� ����
� ��� ������� ���������� �� ������ �#	��
�� ������

����� ��	����� ���������� ��� ������ ���		������ 	������ 	�������� G���
���� � ���������� ���� �������� ������������ ��� ������ ����#	�� ���� ���
�� ����� �� ������ ��������� ��� � ����� �O�� ������������� �� ������	�
	���� ���� ������� �? �� ���� ��� �� �
� ���� ��� �� ����� ������� ��
�� �������� M ����#	� 	��� 	������ G��� � ������� �� ������ ��� ���� ��
���
�� 	��� �������� 	�� ����	�� � ������� ��� ������� ��������� �� ����
������� 8��� �������	 �� ��������� ��� �	������������ �������� ����������
��� ������ ��������� +� ��� ������� ���������� ���� ����� ������� 	���� ���
����� ��� � ��� 	����� � �������� ���O���� �� ���������� �� �����
��� ��� �� ��������� C 	������� ��	������ �� 	����
� ���� 	�� ���������
��� �� �� ���	������� 	������ � �������� ���� 	�� ���������� �� �
�� �����
��� 	���� � �������

8��� ������ � ������ �������� ��� ���� ���
�� �� ��������
���
� 	������� ��������� ��� 	����
���� ���� m� c
�
� �� β − δ 	�� ��� ���������
�����������  ���� ������ ������� ������ ��� 	��	��� ������� �� 	��� �������
�� ������ �� ������ S�����	 	�������� ��	������ ���� U���� ����� ��� 	���
�������� �� 	���������� �� ������		�� � ����� ������ ������� 8��� �� 	�	����
��� ���
��� ����� ���� ��� ��
� ���� � ���
�� ��� ������� � � ������
�� ���
��� � ���� ���	�� �#�� ��O������ ������� ��� 	����
����� 8��� ���	��
������ � 	������� 	������� �� ���	�� ������� ��� ��	��� ��� �������� �
���� �������� ������ �� ���� ��� ��� ���������� �� �����	������� �� ��� ������
��� ��� 	�������� +��� F > 0 �� ������� �� �� 	�	������ � ������ �� ����
λ
���������(t) �� ��������� ������ ������ ��������� � ������	��� �� ������
!� ���� �� ��������� 	���� �� ������� � ������ ����

λ� 	
����(t) = λ�����	(t) + λ
���������(t),

����� ��� �� 	�	������ ��� ���� 	�� � ������ � � ���� �� ��������� ���� �

λ	�����(t) = λ
���������(t).

!� ���� ��������� λ�����	(t) ���� ������� ��� 	��� ��� 	������ � ������� +�
��� ������ ��������� �� ����� ��� �� 	�	������ �������� � �������� �
���� ������� �� ������ � �� �����	���� 	�� �� ������� ��� ��������� 	����
��� �����	������� [ �� �������� �� ������� F ���� ������� ��� � ������� ����
������� ��L�� �� �� ������� �������� ����� ������� ����� �� �� ���� � ����
���	��� !� ������� ������� ����� �� ���� ��������� ��� ��� ������� ���
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�� 6:

�� 	�	������

λ����	�����(t) =
�������� �� �����

��������� ��� �� 	�	������

=
�������� �� �����

��������� ��� �� 	�	������ � ������

× ��������� ��� �� 	�	������ � ������
��������� ��� �� 	�	������

=
��������� � ������

��������� ��� �� 	�	������
× λ�����	(t).

5 �������� �� ������ �� ������� � 	��� �������� �� ������� ��� ��������� �
������� ��� ����

F exp
(
−
∫ t

0
λ� 	
����(u) du

)

F exp
(
−
∫ t

0
λ� 	
����(u) du

)
+ (1 − F ) exp

(
−
∫ t

0
λ	�����(u) du

) .

!� ������ λ
���������(t) �� ���	���� �� � ������ ������� ����	������ ����
���� 	��� �� ���� ����������

λ����	�����(t) = λ�����	

F exp
(
−
∫ t

0
λ�����	(u) du

)

F exp
(
−
∫ t

0
λ�����	(u) du

)
+ (1 − F )

.

!� ���	�� �� �� ������ λ����	�����(t) ��� ��O���� �� ����� �� λ�����	(t)�  � ����
��� ���� �������� ���� ��L�� t� � ������ �#	������� � ���� ��� ���������
�? �� ���� ��� �� ������� � ������ ��� ��
� ������ ��� �� ������� �� �����������
8��� � ���� 	���� �� ������� ��� ����� �� �������� /���������� 
� ��#� 233;�

��#�� )����� ��	������ �* ! �	 ��� ��	�

C 	������� ����� ����� 	��� ��� ��� �� ����������� �� ������ ���������
+�		����� 	�� ����	��� ��� % G��� � ������ & ������ ��� ��� ��� 	������ ���
����#	� ������U#���� +− $�� ��� ��	�� ��� �
� �� �� ��	�� ����� ��
�
�'� ��� �� 	�	������ �������� �� ������ ��� 	������ ����� ��� �����
����#	�� ++� +− �� −−� !� 	��	����� � ������ ��� F = P+−� �� 	��	�����
��� ������U#������

5 ������ ���� ��� 	����� ��� � ������� ������ ����� ���������
�V����������� �� 	���������� �� ������ ��� ����� W !� ������� ������ �����
��� ����#	�� 	�������� A

	
�� � ������ �
�� ����
+− ++ ++ �� +− ���� 	���������� 0E2� 0E2
+− +− ++� +− �� −− ���� 	���������� 0E;� 0E2� 0E;
+− −− +− �� −− ���� 	���������� 0E2� 0E2
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!� 	���������� ���� ���� ���� ������U#���� ���� ���

P++ · 1/2 + P+− · 1/2 + P−− · 1/2 = 1/2 .

!� ������ ��� ����� ��� 	
�� � ������ ������� � ������ �� � ��� �
� ���������
<��������� � ������ ���� ��� ����� ��� ������U#����� ������ ��� ��

	���������� ����������� ��� �� 	
�� ���� ������U#���� W 8��� ��	���� � �����
�������� �� ���� ��������� ��� ��	� 	����������� �������� A

	
�� × �
�� 	���������� 	���������� ����������� ��� ���� +−
+ −× + − P+− P+− 1/2
−−× + + P−− P++ 1
+ + ×−− P++ P−− 1
+ + × + − P++ P+− 1/2
−−× + − P−− P+− 1/2
+ −× + + P+− P++ 1/2
+ −×−− P+− P−− 1/2

<� ������� ���

P (	
�� + − | ���� + −) ==
P $	
�� +− �� ���� +−'

P $���� +−'

=
1/2 · P+− P+− + 1/2 P++ P+− + 1/2 P−− P+−

1/2 P+− P+− + P−− P++ · 2 + P++ P+− + P−− P+−

= 1/2
P+−

P+− + 2P−− P++ − 1/2P+− P+−
=

1

2
,

�Y ��� ���� ������� �� ���� ��� P++ + P+− + P−− = 1 �� P++ = p2
+, P+− =

2p+p−, P−− = p2
−� �� ��� �� -���# @������ $���� ���	� 6'�

!� ��������� �� �� ������� �� 	����
�� ��� ���� 	���������� �#����������
��� ��� ���� ���� �� 	��	����� � ������ ������� �� F = P+− ��� �� 	�	��
����� � F = 50 % � ��������� �� �����	�	������ ���������� ��� � ����
����� ������� �� 	������ ����� $	���� �� �������� ������' ��� � ������� M
��� ���
�� 	��� ������ ����� ��	������� �� ������ �������� ������� �� �����
�� ����� �������

�! �����
���

0� +��� T ≥ 0 � ���	� ��������� ������ /����U ��� ��� ������� ��������
��� ��� ��������������� ����������� �� �� ����������� �� T � F (t) =
P (T ≤ t) A

$�' �� ������ f(t) �� T �

$�' �� ������ �� ������ S(t) = P (T > t) �

$�' �� ������ �� ������ h(t) = lim
∆t↓0

1
∆tP (t + ∆t > T ≥ t|T ≥ t) �



���	���� 2� ��������
�� 6=

$�' �� ���	� �� ��� �������� ��	��� r(t) = E[T − t|T ≥ t] �
���������� � 	��� ����� ���� ��������� T ����	����� ���� E[T ] =∫∞
0

P (T > t) dt�

2� +�		���� ��� ��������� ���� ����� �� ����� ������� ��������������
���� ��L��� X��� ���
�� �� ����� �����
�� �� ���� W

6� �������U �� ������ �� ������ S(t) �� �� ������ �� ������ h(t) ��� ��
��� �Y T ����

$�' �� ��� ��	�������� E(λ) � X�� 	����� ���� ��� �� ���	� �� ���
�������� ��	��� ��� �� ��� W

$�' �� ��� ����� Γ(λ, 2) ���� ������ f(t) = λe−λt(λt) , t ≥ 0�

$�' �� ��� @������ ���� ������ f(t) = βλ(λt)β−1e−(λt)β

, β, λ > 0�

;� +���� λ �� ���� �� ������� ���� ��	����� 	�� ���� �� ���	� �� 	��
�������� N �� ����� �� ��������� S(t) �� ������ �� ������ ��� �������
�� h(t) �� ������ �� ������� +� h(t) = Nλ� ������ ��� �� ������ S(t)
������	����� W +� � ������� 	��� � ��������� �� ������ n ��� ������
�� ��� t1, . . . , tn �� N ��� ���� ���� ��� ������������ �� ������� ��
������������ �� 	����
��� λ W

1� $�' +��� T �� �������� ��������� ��� ��	������ �� ����� �� ��� ����
�������� ��� �� ������� � �� ���		�� ����� �������� ���� �� ���
��	�������� �� 	����
��� λ > 0 � �Y λ ��� ��������� �� �� ���		�
	�� �������� C �����
�� � ���
�� � ���� ���		�� ��� ��� ����
��� ������� A

�� !� �����
�� ���		� � 	��� ����� ���� ��� ������� �� 	����
��
���		� ��� �������� ������������ T = T1 + T2 �Y T1 �� T2 ���
��� ���	� �� ������ ���	���� ��	���������

��� !�� 	�������� �� �� 	����
�� ���		� �� �� �� �����
�� ���		�
�������� � �G�� ���	�� ������������ T = max(T1, T2' �Y
T1 �� T2 ��� ��� ���	� �� ������ ���	���� ��	����������

�������U �� ������ �� ������ ���� ��� �� ������ �� ������ 	���
������ ���
���

$�' +� � 	��� �� �������� ��������� Torgane ������	���� � �� ����� ��
��� �� ������� ��� ��� �������� �� N $N > 0' ��������� ���U ��
������ �� ������ �� ��������

<������� A ����� X ∼ FX �� Y ∼ Fy ��� ��������� ��������� ���	��
������ �����

P (X + Y ≤ t) =

∫
P (X ≤ t − y)f(Y = y)dy .

9� $�' +�		���� ��� ���� ������������� $�������� �� 	�������' �����
���������� 	��� ���������� �� ������� ������ � �� ������� ���
�������� C ��� ��� �#	���
��� �������� A
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�� !� ����� N �� �������� ��� �������

��� !�� �������� ������� �� ��J� ���	������ !�� �������� ���
����� �� ���������� � �������� ������� ���� � 	�������� ��
8����� �����
� {I(t); t ≥ 0} ��������� λ ���� I(0) = 0 �

���� !� ���	� �������� X ���� ������� ������ 	��� ����� �� �����
��
������������ $	�������' ���� �� ��� ������ ���� ������
�� ��	������� F �

�������U ��� �� ������ �� ������ ��� �� ���
�� ���

S2(t) = e−λN
∫

t

0
F (t−x)dx .

<������� A

�� +� k ��� �� ����� �� �������� ������� ���� [0, t] � ����� ��� ���	�
���������� T1, T2, · · · , Tk ��� ��� ���������� ���������� ����
�� ��� ������� �� U(0, t) �

��� !� ����� �� �������� ������� ���� [0, t] ���� �� ��� �� 8�����
�� 	����
��� (Nλt)�

$�' �������U �� ������ �� ������ �� F ��� �� ������ �� ��	�������
���� ��� ��	���������

:� M ����#	� ������U#���� Aa ��� ��� � ������ 	��� �� �������� +�		��
��� ���� ���� ������		� �� ������� � ������� �� ���� ���� �����
��� ������ � ����� ����#	� Aa� X����� ��� �� 	���������� ��� �� �
��
���� �������� ������U#���� W



�������� 


������� � �� ����	���

�������� ���	 ��

���������� � ��������	

��� "��
�
#�� �� $���%&'�
�#���

!� ����� ��� 	����� ��� ��� �������� ���� ����� �� ������ ���������
�� ��� ������ ������������ ���U ��� ������� ����������� �������� ��
������� ������������� ��� ��� 2 × 22 ����������� ���������� �� ��� 2
����������� �������� !�� ����������� 	����� ��� �
��� ��� � ���� ���� ���
	������� ��� � ��� ������ ����������� ��������� ���� ����	��� A ��
�
� ABO ��� �������� �� ����	� ����� �� ������ ��� �� ���������� =� ��
�� �
� �� ������� F<<< ��� �� ������ ����� ������	����� �� �#	�  ��� �����
��� �� ���������� ]� !� ���������� �� ����� ��� 	����� ��� ���������
�� �������� 	�� �� ���� ��� ��� �������� ������� ������� 26 �����������
	������ �� �� �
�� �� 26 	������ �� 	
��� !�� ���� ����������� �������
��� ���������� ���U ��� ������ $]]' �� � ���	�� ���� � ����� ����������
���U ������� $]^'� !�� ����������� ��� ��� ���� ���� ��	��� ���� ���
��� �
�� ��� ��# ������� ��� ���� ������
�� !�� ����������� ��� ������
���� �� 	��#�
��� ������ �� ���������� ���	���� ���� ���� �� �� �����#������
	���	����� !� ��������� ��� ���������� ��� �� ������ ������ ������ �� ����
���� ���	����������� !� ��������� ��� ������� 	�� �� ������ ���� �����
���	����������� !�� ����������� ��� ���� ��������� �� 	����� �� �����
$	�'� !�� ����������� ��� ����� 0� 2� . . .� 22� ]� ^ �� ����� ������� � 	�����
�� ����� ��� ����� �� ������� 6�0�

<� # � ������ ����� ��O������ A A $�����'� G $�����'� C $�#�����' ��
T $��#���' ���� ��� ���	����� ���	���������� A − T �� G − C� !�� ����
���� ��� ���������� ������� ����������� �������� � ������� +� �
��� ���	���� �� ���� G� ����� ������� � � C �� ���� �� ������ 5 ��	������
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0�.�� 6�� �  � ���.�� �� �����
 ��
 .�
�
 1�� �������
2 ��
 �� ������
���
 ����"
�����
 �� ��
 ���� ������
���
 
�����
 �� ���
���� ��������

���0 ��� 2 ��� 6 ��� ; ��� 1 ��� 9
296 211 20; 236 0=; 046
���: ��� 4 ��� 4 ��� 03 ��� 00 ��� 02
0:0 011 0;1 0;; 0;; 0;6

���06 ��� 0; ��� 01 ��� 09 ��� 0: ��� 04
00; 03= 039 =4 =2 41

���0= ��� 23 ��� 20 ��� 22 ��� ] ��� ^
9: :2 13 19 09; 1=

��� ��O������ ��� ��� 	��	������ 	�#������ ��� ������ �� ��� 	������� ��������� ��
������� ���� �������� �� ��� M ��� ��(������ �� 	��(�� �� �����J��� ��
����� ����� $���� 	�� ����	�� �
	������
	
�������' ����� ��������������
�� �� �����  �� ��� G��� ������ !� ����� ����� ����� ������ 3, 1647×
109 	����� �� ������ !� ����� �� �
�� �� ������ ���� 21 333 �� 63 333 ����
�� ������� ��#�� ������� 6 333 	�� !� ������� ��� �
�� ����� 	������
�� ���
�� ��	������� 8��� ��� ==�= N ��� 	����� ��� ��������� ��� �������
� �������� ���� ���� ������ ���� �G�� ����� 1, 4 × 106 	� �Y ��� ��O������
�������� C 	���� ���� ���� �����������
 �� ���� ��� ����� ����� 	��	�����
�		�������� $	��� �� 1 N' �� �� 	�	������ ��� 	������� ���� �������� !�����U
������ 	��������� �� ����� 	��#���	������ ��� ��R��� 	��� ��� �������	 ��
�
�� � ����� 	�� ������ �� ����� ��������� �������� ������� [ ������	���
��� �
�� �� ������� ��� ��� ����������� �������� ��� 	������� ���� ��	���
�� ������ �
�� M� ��	�� ��� �
� ��� �		���� � ���
��� ������ �������
	���
�� ��� ���� ���
��� �� ������ �
� �� �� ���	�� �� �
�� �������� ��
�������
� +� ��� ���� ���
��� ��� ������ �� 	����� ��� ����U#����� ��� ��
��� ��������� ���� ��� ������U#�����

!� ���� ��� ��� �
�� ��� ������ 	��#���	������ ��� �������� )������ ��
��������� �������� ��� �������� 	��� �� ������ ���� ��	
��� 5 ��������
���� ��� ���
��� �� ����� ���������� �� �������� �������� ��� �� 	�	������
��� ������ ���� ��	���������� 	������ � ����� 	��(��� ��� �� ����������� ��
����#	� ��� ������� ��� ��R���� �� ��?������ !�� ���
��� ����	����� 	������
	�� ��� ���������������� 	�#����������� �� ��� �		������ 	�#������� ��� ��
���� � �������� �� ��������
 ��� �������� � 	��� ������� �� ����#	��
/���� ��� �������� ������������ �� ����#	� � �� ���� 	�� �� ��� ���������
	��� ��� ������ ��� �� �������� ����������� ��� �����������

'&�"��� �(� 8
 �"�
 @L� 	��
����
 �
� �����"�
� �� �� �����
 	
� �����
�
���
�# 7� 
!���
 ����� ��������
� �
 �%�� �
� �����
�
�� 	������
� ��� ��
�������� 	 ���� �! ���������# 7� � � 	��� � ����� ����� �������
�# ��� �

��	
 �������
' �� ����
 �%�� � � 
� ������� ����� ���"�
�' ������ @' L 
� �#
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�������' ��
� ����� ���"�
�' �� �
� ����
�
(
3+2−1

2

)
=
(
4
2

)
= 6 �������
�# 8�

����
 	
� �������
� 
� ��������
� 
�� ��	���
 � ����
� -#2#

0�.�� 6�� �  �
�� ��
 ����!��
 �� �����!��
 ���� �� ���� (?@7 ��� �������� ��
������ 
�������

����#	� 	����#	� A
����	� �����

����U#���� AA A
������U#���� AB AB
������U#���� AO A
����U#���� BB B
������U#���� BO B
����U#���� OO O

8
� ���"�
� A 
� B 	����
�� �%���"�
 O# 8%���"�
 O 
�� 	�� ���
���� ��� �������
) A 
� B# 8
� ���"�
� A 
� B ���� 	��� ��	��������#

<� ��� ������ ��� ��� ��������� ��� ���
��� 	����� G��� ��������� � 	�����
��� ��������� ��� ����#	��� !�� �������� �������� ���		������ ��� �� ���
�� ���� ���
��� ��O����� A �� a ��� �
� ��������� ���� ���� ������������
��� ��� 	��� ���	����� ��� �������� C ����� 	�� pA �� �������� �� �����
�� A
�� 	�� PAa �� �������� �� ����#	� Aa�

�
�

�
�

���PAA

AA

�PAa
Aa

	
	

	
	

		

Paa

aa

�������
�

A

a

0

3

�������
�

A

a

�A�

�A�

�������
�

A

a

3

0

+� �� 	�	������ �� ������ � ����#	��
���� ��� 	��	������ (PAA, PAa, Paa =
1−PAA−PAa) �� ��� ��� ���� ����������
��� ������� � ������� �� ������ �
��� ���� ���
��� �� ���������� � ������
�� �������

pA = 1 × PAA + 1
2 × PAa + 0 × Paa

= PAA + 0, 5 × PAa.

8��� �� ��������� �� ��������� �
����� �������� ��R��

5 	����	�� �� ������ ������ ��� ��������� ��� ����#	�� � ������ ���
��������� ��� ���
���� ���� 	�� 	�������� [ ������ �� �� ����� 	���������� pA =
1−pa� � � 	��� 	�� �������� ��� ���� 	����������� PAA �� PAa� /���� ������� ���
�
�� �� ������� �������� ��� �� 	�	������� � 	��� �O������ �� �������
�� �������� �� ���� ��� �� ���
�� �� @������B����� $���� ��� 0�2� 	� :' �� ��������
�#	���
��� ����������� ��� ��� ����� �������� 	�� �� ������ !� ���
�� ��
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@������B����� ��� �� ��� ����� �������� �� �� �������� ��� 	�	�������� ��
������ ���������� ���� �� ������ �� �� ������ ��� �#	���
��� ������� ��
��	������� �����
��� ��� �� 	�	������� M ������� ��
� ������� ��� ������
��� ����� ����������� ��� ����� �� -���� 
� ��#� 0==:�

./���%�	� �0 1�������
�� "����
����

+� � ������ ��� �� ����#	� Aa 	��� � �
�� ��� ���
��� ��� ��� 13 N
��� ��� 	������� �� A �� ��� 13 N ��� ��� 	������� �� a� �� ���� �� �����
������ �� ����������� �������� ��� ��� ���������� ��������� 5 �����
������ � 	����� �� ����#	�� � 	��� �������� �� �������� ��� ���
��� ��� ���
���
���� �� 	���� ��� ��������� ��� ���
��� ��� ��� ���
��� ��� ������ � ������
��� ���
��� ��� �� 	�	������� �� ���� 	��� ��� �
�� ����������

./���%�	� $0 2�
��	 ������
��	

8�� % ��� ��������� &� � ���� �� �������� ���	�
����� ���������
��� ���	��� ��� ��� ����� ��� ���������� !�� ��������� �� ��������� ��
����#	�� 	����� ��� G��� ��������� 	�� �����	�������� !� ��������� ���
����#	� AA ���� � ����#	� Aa � �� 	���������� 2PAAPAa� 8��� (�������
�� ������� ��		���� ��� ��� ���� 	��������� ����� ������� ������������� !�
������ ��� ����#	� AA ����� ��� ����#	� Aa � �� 	���������� �� PAA PAa�
8���� ��� ������� 	������� G��� ������� � ������ � ������� �� 2� ��� ���
	�	������� �� 	����� ������� ����� ������� ���� 	�� ������� ��������� ��
���� ��� ��	������ ���� �����

./���%�	� �0 3���
�
�� ���"���

!� ����#	� �� ����� �V���� ��� �� ����� ��� ������� ������� ���
����������

./���%�	� 0 1���
� 
��������� � �����/��

!� ����#	� �� 	�� ���O��� ��� �� ���� �� �� ����� �� 	��������� ��
����������

./���%�	� �0 !������
��	 ��
 �� 	� �%�����%��� ��	

����� �#	���
�� ���� ��� ������� ���������� �������� 5��� ���	��� ��� ���
��������� ��� 	����� �� ��� ��������� ��� ��	������ ����� 	�� ����	��
���U ��� 	����� ��������

��""� �(� 9���	��;
���
��:# =�
 ��������� 	
 �����
 ��5��
 �
 �
���
��

��� ���	����� 	
 ����������� ������
' 	
 �
������� ������
' 	%����� ��������
�'
	
 ����������� �� �
 �
 ��
����
�� ���' 
� 	
 ����
 ��	��
�	���
# ���� �
�"�
 ������
 ) 	
! ���"�
� @ 
� � ��
� ������������ 	
 �������
� PtextAA'
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P�� 
� P�� 	��� �
 ���������� �
�����
# ��� ������
��' �
� ����
��
�
	
� ���"�
� @ 
� � 	��� �
��
 ���������� ���� p� = P�� + P��/2 
� p� =
P��+P��/2# ��� �
� ������"�
� 
�����
�' �
� ����
��
� 	
� �������
� ) ������
	
 �� ��������
 ���������� ����5
�� F

PAA = p2
A , PAa = 2pA pa = 2pA(1 − pA) 
� Paa = p2

a = (1 − pA)2 . $6�0'

'&�"��� �(� �
��� �
� �����
�' ��� � �"�
 ������
 ��
� 	
! ���"�
� @

� � 
� ����
��
 p� = 70 %' �
� ����������� 	
� �������
� ����

PAA = 49%, PAa = 42 % 
� Paa = 9 %.

�� �%�������
 	
 ���	��;
���
�� 
�� ����5�' �� �����
�� 	��� ) ����
 �
 ��� �%��
�%� ��� ��� �������
 	%
,
��
� �����' �%
���)�	��
 �����
� �
� ����
��
� P��

� P�� �� �� ���
 	
 p� �
�
�
��# ��� �
� �������
' �� �����������
 	
�
����
��
� 	%���"�
� ������ ) �� �����������
 	
� ����
��
� 	
 �������
�#

��
�
# !� ������� 6�6 	��� ���� 	�	������ 	������� ��� �������� ���
����#	�� AA� Aa �� aa ��� � 	��	������ (PAA� PAa �� Paa)� !�� ���������
��� ���
��� ��� ����� �������� ������� pA = (2PAA +PAa)/2 �� pa = 1−pA�
!� ������� 6�6 ������ 	��� ������ ��������� �� ����#	�� ��� 	����� ���
	����������� $������������' ��� ����#	�� ��� ���������� ��������� ���� ���
�#	���
�� �'� �' �� �'�

0�.�� 6�6 � '��������� ��
 ����!��
 ��
 ��
�������
 �� �������� ��
 ����!��

��
 ������
� B��
 �� �������� ����� �� ��.����7 ��� �������7 �� ���
����� ��
 ��

�� ���� ������
 �!��� �� ����!�� AA�  � ���.�.���� ����� ����� ����� ���� P 2

AA�
0��
 ����
 ��
�������
 ��� �� ����!�� AA �� ��
 ���.�.����
 ��������������
 ����
��
 ��-����
 ����!��
 ����� ����
 ��
�������
 
��� ����� �������
 ���
 ��
 ����

��������
 �������
�

����#	�� ��� ��������� ����#	�� �� ���������
	����� $�#	���
�� �' ������������ ��� ���������

AA Aa aa
AA �� AA P 2

AA 0 3 3
AA �� Aa 2 PAA PAa 0E2 0E2 3
AA �� aa 2 PAA Paa 3 0 3
Aa �� Aa P 2

Aa 0E; 0E2 0E;
Aa �� aa 2 PAa Paa 3 0E2 0E2
aa �� aa P 2

aa 3 3 0

!� 	���������� ��� �������� ���� ����#	� AA �� ������� ��������� �
������ �� ������� 6�6 � ������ �� 	������ ��� 	����������� �� �� �����
��
����� ���� ��� 	����������� ������������ ��� ��� ����� ����
��� �������
C ������ A
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PAA = 1 × P 2
AA + 0, 5 × 2 PAA PAa + 0, 25 × P 2

Aa

= (PAA + PAa/2)
2

= p2
A

PAa = 0, 5 × 2 PAA PAa + 1 × 2 PAA Paa + 0, 5 × P 2
Aa + 0, 5 × 2 Paa PAa

= 2 (PAA + 0, 5PAa) (Paa + 0, 5PAa) = 2 pA pa

Paa = 0, 25 × P 2
Aa + 0, 5 × 2 PAA PAa + 1 × P 2

aa

= (Paa + PAa/2)
2

= p2
a .

���� ������� ��� ����������� ���� ��������� �����
��� �� ��������� �� ����
�#	�� ��������� ������������� ���� �������� 	������� ��������� � �� ���
������ ��� ���������� /G�� ��� ��� �� �������� ��� 	������ PAA ������
	�� ����� � p2

A� 	���� ��� ���������� ����������� ������ �������
!�� �#	���
��� ��� ����������� ������� �������� G��� ��������� ���������

!�� ���� 	������ 	�� ����	��� G��� ������� 	�� �� �����	��� ������� +���
	���� ���� ������� ���� 	�������� � ������ ��������� ���� 	���� ��� �� ����
���	��� ��	��� �� 	�	������ � ���������	��� ���� 	���� ��� ��� ��������
�������� �� ����������� ������ ������� ��������� ��� ���� ��� ���� �����������
�� ����������� ��� ����� �� � ����� �O�� � ���	��� ������U#������ +� ��� ���
���
��� 	������ � ������� �� ��������� � �� 	������� ����������� �� -���#�
@������ ���� �������� 	�� �������� !����
�� ��������� � ������ � ����
������� 7��� ��	���� �� ���	������� ��� ����#	��� 5����� ��� �� ���� ��
	����� �� ����� ��	�� �� �����
�� ��������� ��� ����� ��� ��� ����� ���� W
+� ���� �� ����� ������ �� ����� ��� ��������� pA �� pa ������������ 8�� ��
������ ��� ����� ������� ��� �������� �� ��J� 	��� �		��������

����� +����,�� ���� ��� ��	�� ��� � 
��� ��� � �����

M� ����	��� ���� � ���� ���	�� � ����������� ��� 	������� 	�� ��� �
��
�� ������� ��� �� ���������� ������ ]� 7���� ����� ����� 	���
�� ����
��	��� �� ����������� ] P ���� � ��J��� �� �� 	
�� �� ������� �� �� �
��
P ������� � ��J��� �� ����� ��	�� �� �� �
��� 8��� 	��� �� 	�������� ���
����� � ������ ��������� ���� ���
���� A �� a� ���� 	���� ��� �� �
� ��
������ ��� �� ���������� ]� ������� � 	���� ����� ��	��� +�		���� ���
��� ��������� ��� ����#	�� 	���� ��� ������ �� ��� ������ ��� �� ��������
��� 	����� ����� A

PAA, PAa, Paa $	��� ��� ������' �� QA, Qa $	��� ��� ������'.

!�� ��������� �� �����
�� A 	���� ��� ������ fA �� 	���� ��� ������ mA

������� ��� A

fA = PAA +
1

2
PAa �� mA = QA.

!� ������� 6�; ����� ��� ���� 	�������� �� ��� ���������� ��� ��� ������
���� ���������



���	���� 6� /����� �� �� ��������� �������� ;:

0�.�� 6�9 � C��.�.����
 ��������������
 ��
 ����!��
 ��
 ��
�������
 ��
�����
 ��
������

��� �� ����!�� ��
 ������
�  � �������� ������� �������� ��
 ��������

��
 ���.����
��
 �� ����!��
 ��
 ������
� )� 
������ �� ������� ��
 ��������

�� ��
 ���.�.����
 ��������������
7 �� �.����� �� ���������� ��
 ����!��
 ����� ��

��
�������
�

����#	�� �������� ����#	�� �� ��������� ������������
��� ��������� ��������

�
�� ⊗ 	
�� A− a−
AA ⊗ A− PAA QA 0 3
AA ⊗ a− PAA Qa 0 3
Aa ⊗ A− PAa QA 0E2 0E2
Aa ⊗ a− PAa Qa 0E2 0E2
aa ⊗ A− Paa QA 3 0
aa ⊗ a− Paa Qa 3 0

PAA + PAa/2 Paa + PAa/2
= fA = (1 − fA)

!� ������� 6�1 ������ ��� ���O��� 	��� ��� ��������� ������� !�� ������
��� ��� ������ ��� QA(PAA+PAa/2) = mAfA� Qa(PAA+PAa/2)+QA(Paa+
PAa/2) = mafA + mAfa �� Qa(Paa + PAa/2) = mafa�

0�.�� 6�: � C��.�.����
 ��������������
 ��
 ����!��
 ��
 ��
�������
 ������
 ��
������

��� �� ����!�� ��
 ������
�  � �������� ������� ������� ��
 ��������
 ��

���.����
��
 �� ����!��
 ��
 ������
� )� 
������ �� ������� ��
 ��������
 ��
��
 ���.�.����
 ��������������
7 �� �.����� �� ���������� ��
 ����!��
 ����� ��

��
�������
�

����#	�� �������� ��������� �� ����#	�� ��� ���������
������

�
�� ⊗ 	
�� AA Aa aa
AA ⊗ A− PAA QA 0 3 3
AA ⊗ a− PAA Qa 3 0 3
Aa ⊗ A− PAa QA 0E2 0E2 3
Aa ⊗ a− PAa Qa 3 0E2 0E2
aa ⊗ A− Paa QA 3 0 3
aa ⊗ a− Paa Qa 3 3 0

mA fA mafA + mAfa mafa

5 ������� ��� ���� ��������� � 	��� ������� ���� ��� �� ��������
��� ���������� �� �������� �� �����
�� A 	���� ��� ������ ���� fA ��� 	����
��� ������ (2mA fA + mafA + mAfa)/2 = (mA + fA)/2� !� 	������ ����
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�������� � ������� �� ���� ��� ���� �� ������

�������� g −→ �������� g + 1
(mA , fA) −→

(
fA , 1

2 fA + 1
2 mA

)
.

+� ��� ����
�� ��� �������������� ��� ��������� �������� ���� �� �������
fA = mA� ��� ������	�� � � ��������� ������� ���� �� ��������� ���� 	��
���������� +� ��� ������� 	�� ����	�� ���� fA = 0, 35 �� mA = 0, 05� �����
�� �������� �� �����
�� A 	���� ��� ������ ���� �� ����� ������ A

0, 35 → 0, 20 → 0, 25 → 0, 225 → · · ·

�� ��	
��� ��� ���������� �(�������

!������ ��� ������ ��� �������� ��������� ��� �� ��������� ���������
� ��		��� 	������ ���(���� ��� ����������� �� -���#�@������ ��� ������� 8���
���� ������ �� ��������� �� ����#	�� �� 	��� ���O��� �� �������� ��������� ��
��� ��� ��R��� �� ���Z��� ��� ���
��� �� ����� 	��	������ ��� �� 	�	�������
!� ������� �� 	��� ���	�� 	��� ��������� �� 	��	����� �����
��� ������� �
	����� � ��������� �� n �������� ����� �� ������ �� ������ �� ���������
����� ����#	�� $% ����#	�� &'�

'&�"��� �(� 9M���
� ������� A' B' AB' O:# (� 	��
������� �
� ����
�
������� 	%� ����������� 	
 n ��	���	� ����� 	%�
 ���������' �� �
� 	��
��
�
�
�� 
����
� �
� ����������� 	
� 	�,��
��� ��������
�# �� ����� n ��	���	�'
nA' nB' nAB 
� nO ��� �
��
����
�
�� �
� ����
� A' B' AB' 
� O' �
� �������
����� 	
� ��������
� ���� 
�����
� ��� p̂A = nA/n' p̂B = nB/n' p̂AB = nAB/n

� p̂O = nO/n#

$��� � ����������� 	
 . A.C �
�����
� 	 ���� L���
' ��� 
!
���
' ��
����������� � ��� �� ������
 F

�������
 AA' AO AB BB' BO OO
��������
 A AB B O
�����
 ���
��� C2N 20 ..0 CA-
����
����
 NN'1G .'-G A'1G NC'2G

8
� ����
� A 
� O ���� �
� ��� ����
���# 8
 ����
 AB 
�� ���
#

8��� ������ �� �� 	�	������ ��� � ��������� 	�� ��		��� � � �
�� �
	��� �������� �� ���� I������� �� 8������ /��� 	��� �������� �� ����� �� ��� ����
��� ������� Ei ��� 	��� ����� �� ���� ���Z��� ��� 	����������� ��� ���
���� [ 	�����
�� �� ������������ � 	����#	��� �� ���� ��� 	������ ������� ��� ���������
��� ���
����
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����� -�  ������ ��  ��� � �� � ������ ,�	
�

!� ������� �� ������� �� �� ������������ �O�� �� ������� ����
���� ��� 	����
��� ������������ �� ���� 	����
��� �� 	������� ����� �����
 ��� �� ��	������ �� �� ����� � ������ ��� ����� y� ��� �����������
������� �� 	����� ��������� �����"����� ��� � �� �����	��� ������� ����
������ ��� ������� �� ������ �� � ������������ 	������ ���� 	�	�������
/G�� �� � ������� 	�� � ����"��� ��� �V����� ����������� � 	��� �������
����� �O���� +��� F (y|θ) �� ������ �� ��	������� ��� ������ �� f(y|θ) ��
������� ����� �������� �� ��� y ��� �� ���� �� 	����
��� ����� ��� θ
��� ������� !� ������������ ��� �� ������ �� ������ θ� V (θ)� ��� ��
������ ��� ����	����� ����� ����� V (θ0) ������ �� θ0 ���� � ��� ��� �����
y� � ����� ������������� �� ������� !� ������� �� ������� �� �� �����
�������� ������� � ������� ��� ������� ��� 	��� ������������� ��� 	����
�����
������ ��� �	������� �� ������ V �

*�+�
�
�� �(� �� �
� 	����
� y ��� �
 	
����� f(y|θ) ��
� � �����"��

������ θ ∈ Rp' �� �������� 	
 �����
������
 
�� 	�5��
 ����


V (θ) = f(y|θ).

8� �����
������
 
�� 	��� �����
�
�� �� ���
� 	
 �� 	
����� 	
� 	����
� y 
�
�
 ����
 �������� 	 �����"��
 ������# 8� �������� ���������
������
 
��

ℓ(θ) = ln (V (θ)) .

8%
������
� 	 ��!��� 	
 �� �����
������
 θ̂��(y) 9� θ̂ ��� ����: ����5
 F

ℓ
(
θ̂��(y)

)
≥ ℓ (θ) ��� ��� θ.

[ �������� ����	���� 	�
�� ������������ �� ������� �� �� ������������ ��
��� �� ������� �� �� ���������������� A

ℓ̇
(
θ̂��(y)

)
= ∂ℓ

∂θ

(
θ̂��(y)

)
= 0.

!������ �� ������� �� 	����
��� ��� p = 1� �� ������� 	�������� ��� ����� � ��
������� �������� ℓ̇ = ℓ′� 8�� ������ �� p > 1� ℓ̇ ��� � ������� �� ������� p�
��� �� # � �� ������� 	�������� 	�� ���	����� �� 	����
��� θ�

!�� �����
��� �������� 	��������� �� �� ����������������

ℓ̈
(
θ̂��(y)

)
= ∂2ℓ

∂θ2

(
θ̂��(y)

)

���� �� �������� �� �� ��R����� �� 	����
�� ������������ +� p = 1� ��
������ ���� ���	����� �� �� ������� �������� ℓ̈ = ℓ′′ Q �� p > 1� ℓ̈ ��� �� �������
�� ������� p× p ���� ������ �#	���� ∂2ℓ

∂θk∂θl
	��� 1 ≤ k, l ≤ p� !� ����� 6�0

����� ���� ��� � ������� p = 1 ���� �����
��� �������� ��
� ��O�������
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������ 6�� � B��
 ��
 ���� ��
7 �� ��������� θ 
� ������ ����� / �� � �� �� ���"

����
��.����� �
� ������
� ��� θ̂�� = 3

5
� B��
 �� ��
7 �� ���"����
��.����� �
� ���


���
 ����� ���
����� �� .������� �� ������ �� θ 
��� ���
��������� ����
��.��.��
��� 3

5
� B��
 ������� ��
7 �� ��
�������� ����� ����
��.��.�� �� ������
��.��.� �
� ���


������

!� ����� 6�0 ����� ��� ℓ̈
(
θ̂��(y)

)
��� ����� �������� C 	��� ��������

��� [
−ℓ̈
(
θ̂��(y)

)]−1

��� � ���������� �� �� ������� �� θ̂���
8���� ��� ��� �������� ������ ��� �� ������������ ��� ��	�������� ���

����� �������� �������� ����	����

'&�"��� �(� $��� � ���	��
 	
 n ��	���	�' �� � 	��
����� �
 ����
 ����
��� 
� ���
� �� ������5������ n = nA + nAB + nB + nO# ��� �
 ���
��'
��� ����
� �����
���� ��� �%
��������� 	
 �� ����
��
 	
� ��������
�# 8

�����"��
 
�� 	��� θ = (pA, pAB, pB, pO) 
� �� �����
������
 
�� ����
 ) ��
����������� 	
 �� ����������� ���
���
 F

V (pA, pAB, pB, pO) = P (nA, nAB, nB, nO|pA, pAB, pB, pO) .
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����
 �
 �� ����������� 	
� n ��	���	� 
� ����
� ������� 
�� 	 ���
 ���
��������' �
��
 ����������� 
�� �����
 ) �����
�# 8� �����
������
 ����������


�� F

V (pA, pAB, pB, pO) ∝ (pA)
nA (pAB)

nAB (pB)
nB (pO)

nO ,

��
� ��������
 	
 ���������������� (n!)/ [(nA!)(nAB!)(nB!)(nO!)]#
8� ���������
������
 
�� ����
 ) F

ℓ(pA, pAB, pB, pO) = ��������
 + nA ln(pA) + nAB ln(pAB)

+ nB ln(pB) + nO ln(pO) .

@���� 	
 �����	
� ) �%������������ 	
 �
��
 ��������' �� ��� �
 �
�	�
 �����

	%�
 	�O���� ���
 ) �
� 
!
���
# 8
 �����"��
 θ 
�� ����� ) 	
� ���	������
	��� �� ��� ���������
 
��

pA + pAB + pB + pO = 1. $6�2'

8%������ 	
 ℓ 	��� �
��
��
� �
��
 ���������
# �
�
�
�
��' �
 �%
�� ��� ����
	�O���
# 7� 
�� ��
� ���� �%
� ����������

ℓL(θ) = ℓ(θ) − λ(pA + pAB + pB + pO − 1)

��� ������� �! �����"��
� 
� �
 ����������
� 	
 8������
 λ' �� �
� ����
� ��
�������# 8%
������
� 	 ��!��� 	
 �����
������
 ����
 	��� �
� 	�����
�
�����
��
� 	
 �� �������� ℓL 
� ����5
 F

∂ℓL

∂pA
= 0 :

nA
p̂A

= λ

∂ℓL

∂pAB
= 0 :

nAB
p̂AB

= λ

: 
� ����� 	
 ���
 ��� pB 
� pO
∂ℓL

∂λ
= 0 : p̂A + p̂AB + p̂B + p̂O = 1 .

8
� �������� 	
 �
 ����"�
 ���� �
� 
������
�� �������� �
 ��� ����� �����
� ����
� ���	
��� F

p̂A = nA/n, p̂AB = nAB/n, 
��#

8
 ����� 	
� 	
!�"�
� 	�����
� �����
��
� ��� �� ���	����� 9-#2: 	���

�%
������
� 	
 �� �������
 	
 θ̂ ������
 F

�̂��
(
θ̂
)

=

⎛
⎜⎜⎜⎝

p̂A(1−p̂A)
n − p̂Ap̂AB

n − p̂Ap̂B

n − p̂Ap̂O

n

− p̂Ap̂AB

n
p̂AB

(1−p̂AB)n − p̂ABp̂B

n − p̂ABp̂O

n

− p̂Ap̂B

n − p̂ABp̂B

n
p̂B(1−p̂B)

n − p̂Bp̂O

n

− p̂Ap̂O

n − p̂ABp̂O

n − p̂Bp̂O

n
p̂O(1−p̂O)

n

⎞
⎟⎟⎟⎠
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'&�"��� �(� P���
 �
�����
� �� .0 000 ��,�
�� 	%�
 �
�����
 ����	�

�������
 ����
 ��� � ���"�
 ���
����# P
��
 
�� �� ���������� 	
 �� ���������
�� 
�� ����
�
 	
 �
� ���"�
 4 �� �
� 	���
� �
 ������
 ) �
��
 �
�����
���
�
�� �� �%�� �����
 �
 �� ��������� 
�� 
� �������
# ������ �
� 	
!
����
� 	 �"�
 + ��� �%���"�
 ������ 
� − ��� �%���"�
 �� 
�� ) �� ���
 	
 ��
����	�
 
� ���
�� p+ 
� p− �
� ����������� 	
� ���"�
�# (� �������
' �� ����������
	
� ��	���	� ��
� �������
 −− 
�� P−− = p2

−# �� � 	��� p2
− ≈ 4/10 000


� p− ≈ 1/50# +����
�
��' �� �
� �����
� �� ���������� 	
� ��	���	� ��
�
�������
 ���
�������
 +− ��� ���
��
 �� ����
�� 2p−(1 − p−) ≈ 2 × 2 ×
98/1002 = 0.039#
�������� �����
���� �
 	��� � ���	��
 	
 n = 10 000 �
�����
�' ��

����
 x = 4 ��
� �� ����	�
 �������
# 3���
�� 
����
� p− ��� �� �����	

	 ��!��� 	
 �� �����
������
 4 8
 �����
 x 
�� �
 ���
������� ��������

��
� �����
������


V (p−) ∝ (P−−)x (1 − P−−)n−x.

8� ���������
������
 
�� 	��� F

ℓ(p−) = ��������
 + x ln
(
p2
−
)

+ (n − x) ln
(
1 − p2

−
)
.

8
� 	�����
� 	
 �
��
 �������� ���� F

ℓ′(p−) = 2x
p−

− 2p−(n−x)
1−p2

−

ℓ′′(p−) = − 2x
p2
−

− 2(n−x)
1−p2

−

− (2p−)2(n−x)
(1−p2

−
)2

.

8� ���������
������
 
�� ��!����� ��� �� �����
 ℓ′(p̂−) = 0' �%
���)�	��
 p̂− =√
x/n# �� ����
 	��� �
 �E�
 
������
� �
 ���	
���# ��� �� 	
!�"�


	�����
 �� � ℓ′′(p̂−) = −4x2/(n−x)# 8� �������
 	
 �%
������
� p̂− 
�� 	��� F

�̂��(p̂−) = −1/ℓ′′(p̂−) = (n − x)/(4x2) = (1 − p̂2
−)/(4n).

@�
� ��� ���,�
�' �� ����
�� p̂− =
√

4/10 000 = 0, 02# 8%���������
 	
 �
�

������
� ��� 0, 005#

'&�"��� �( 8
� ����
� �������  ' � 
�  � �����
�� 	%�
 �"�
 ) 	
!
���"�
� ���	��������# 8
� ��	���	� ���
�������
 ��� � ��������
  �' 	�,��
��
	
� 	
! ���������
�   
� ��# $��� � ���	��
 	
 - .00 ��������' �� �
���
�� . .0. ����   ' . NBA ����  � 
� /0- ���� ��# �� ������
 
����
� �
�
����
��
� 	
� ���"�
� pM 
� pN = 1 − pM ��� ���	����� �
 �%�������
 	

���	��;
���
�� 
�� ����	
# $��� �
 �����"�
' �� �����
������
 
��

V (pM ) ∝ [(pM )2]1101[2pM (1 − pM )]1496[(1 − pM )2]503.
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8� ���������
������
 
� �
� 	�����
� ���� F

ℓ(pM ) = ��������
 + 2 × 1101 ln(pM ) + 1496 ln(pM ) + 1496 ln(1 − pM )

+2 × 503 ln(1 − pM )

ℓ′(pM ) = 2×1101+1496
pM

− 2×503+1496
1−pM

ℓ′′(pM ) = − 2×1101+1496
p2

M

− 2×503+1496
(1−pM )2 .

8� ���
� 	
 pM �� ����
 �� ��
��"�
 	�����
 
�� p̂M = 2×1101+1496
2n = 1101

3100 +
1
2

1496
3100 = 0, 596# (� ���������� �
��
 ���
� 	��� �� 	
!�"�
 	�����
' �� ����


�̂��[p̂M ] = −1/ell′′(p̂M ) = p̂M (1 − p̂M )/(2n) = (0, 0062)2#

�� ��	� � ������� �	 ���
	�"$�����	

!� ������������ ��� ����� 	��� (���� �� �� ������ 	��������
�� �� 	����
���
θ� !� ��������� ������ ��� �� ��� �� �� ������������ ��� ������������ θ̂�� ���
�	������ �� ������������� 8��� ���	���� ���� �� ����� ������ θ0� � �� ����
��� �� ��		��� V (θ̂��)/V (θ0)� �� ������� ��� ���(���� 	��� ���� ��� 0� 	����
��� �� 	��� ����� ������ 	������� �� �� ������ V ��� ��� �� ���������� M
��
� ���� ������� ������ ��� θ0 ��� �� ������ �� 	����
��� ��� ���� 	�� �
������ ���� ��� ������ +�� � �������� �� ������� ��� 	�
� �� 0� �� ������ θ0

	������� ��
� ��� G��� ��������� !� ��		��� ��� ������������� ��� ��� �����
	��� ������ ���#	���
�� ���� ��� θ0 ��� �� ����� ������ �� 	����
���� C 	���
�������� ���

S = 2 ln

(
V (θ̂��)

V (θ0)

)
= 2
(
ℓ(θ̂��) − ℓ(θ0)

)

	���
�� �� ��� ���� ��� ��� �		������������� ����� � �� ��� I������� ����
���(θ) ������ �� ��������

'&�"��� �(� $��� �
� 
!
���
' ��� �������� �
� 	����
� 	
� ����� ����
����  � ��� �
��
� �%�������
 	
 ���	��;
���
��# ��� �����
� �
 �������
	
� �����
������
�' �� ��� �����
� �
 �����"��
 θ = (PMM , PMN , PNN ) ) ��
����
 	
 pM ' ��� ����� �� ��� ����
 ���
� ) �%�������
 	
 ���	��;
���
��# 8�
�����
������
 	
��
��

V (PMM , PMN , PNN ) ∝ P 1101
MM P 1496

MN P 503
NN


� �%
������
� �
 �%�� ����
�� 
�� P̂MM = 1101/n' P̂MN = 1496/n 
� P̂NN =
503/n# ��� �%��������
 ���
 	
 �%�������
 	
 ���	��;
���
��' �� ���� �

PMM = p2

M ' PMN = 2pMpN 
� PNN = p2
N # 8%
������
� 	 ��!��� 	


�� �����
������
 	
 pM 
�� �� ���
� �� ��!����
 V (PMM = p2
M , PMN =

2pM (1− pM ), PNN = (1− pM )2)' �%
���)�	��
 p̂M = 1101
n + 1

2
1496

n # ��� ���� ��
�� ������� ��� �%������"�
 ���
 	
 �%�������
 
�� ���
�����
' �� �
� �����
�
�
 �
�� 	 ������� 	
� �����
������
�

S = 2
(
ln
[
V (P̂MM , P̂MN , P̂NN )

]
− ln

[
V (p̂2

M , 2p̂M (1 − p̂M ), (1 − p̂M )2)
])



1; ,������� �����������

=� ����� ����
�����
 �����
 �


S = 2
[
1101 ln

(
1101

(1101 + 1496/2)2/n

)

+ 1496 ln

(
1496

(1101 + 1496/2)(503 + 1496/2)/n

)

+ 503 ln

(
503

(503 + 1496/2)2/n

)]
= 0, 0188.

8
 �����
 	
 	
���� 	
 ���
��� 
�� ����
 ) �� 	�,��
��
 	
 �� 	��
������ 	
�����"��
 	��� �
� 	
! �
��
� 	
 S' �%
���)�	��
 2− 1 = 1# 8� ���
� 	
 ����

S 
�� ����
 � ������
 0, 11 	
 �
��
 ��� Q���	
!#

+�� ��� � ������� n ��(��� ��� ������� ���� k �#	��� � 	��� ������� ��
�������� 	�� ��� ����������� Oi 	��� 1 ≤ i ≤ k� �Y Oi ��� �� ����� ����(���
�� �#	� i� !� 	����
��� �� 	����
�� ��� θ = (p1, . . . , pk) ���� pi �� 	����������
�� �� ������ i �� �� ������ �� ������������ �� �� ���������������� ������� A

V (p1, . . . , pk) ∝ pn1
1 pn2

2 · · · pnk

k

ℓ(p1, . . . , pk) = ������� + n1 ln(p1) + · · · + nk ln(pk).

!� ���� �� ��		��� ��� ������������� ���� �#	���
�� ���� ��� ��� �� ������
�� 	����
��� θ0 = (p10, . . . , pk0) ��� A

S = 2 [n1 ln(p̂1/p10) + · · · + n1 ln(p̂k/pk0)] ,

���� p̂i = ni/(n1 + · · · + nk) = ni/n� 5 	���� �� ����� ��	��� �� �����
����(��� ��� �� ������ i ���� ���#	���
�� ���� ����� � Ei = (n1 + · · ·+nk)pi0 =
npi0� � 	��� ������ A

S = 2
[
O1 ln(O1/E1) + · · · + Ok ln(Ôk/Ek)

]
$6�6'

�� ����� 	������ �		��� �� ���� G� ��� ���	������ �� ���� I������� �� 8�����
$���� _0�0`� 	� 1'�

����� ���� �� �� "�����	
�� �(����

��������� ��� ��������� ��� 	����#	�� ��� �� ���� ���� ������ ��� ���
����� ���� ������� ��� ��������� ��� ���
��� � ����� 	��� � ����� �� �� �������
�� ����������� ��� �� ��� ��� ����	�� ������� 	�� ����	��� �� ��� ��	���
����� �� ������ ������ �� 	������ 	���� ��� nA 	������ �� ����	� �����
A �� �� ����#	� AA �� ������ �� �� ����#	� AO�

5���#�� ������G�� ���		������ �� ������� �� ������� �� �� ��������
������ ����� ����� �� 	����
��� ���

θ = (pA, pB , pO),
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������ � �� ������� pA + pB + pO = 1� �� �� ������������ ���

V (pA, pB , pO) = P (nA, nAB, nB, nO|pA, pB , pO) .

+��� ��� �������� �� -���#�@������� � ������� ������ �� ������ ��� ��
����	� ����� A ���� 	���������� PAA+PAO = p2

A+2pApO� !� ����� ����� ���
�� ����	� B ��� PBB+PBO = p2

B+2pBpO� ����� �� ����	� AB ��� PAB = 2pApB

�� ����� �� ����	� O ��� POO = p2
O� !� ������������ ����������� ��� ��� A

V (pA, pB , pO) ∝
(
2pA pO + p2

A

)nA

(2pA pB)
nAB

(
p2

B + 2pB pO

)nB
(
p2

O

)nO

,

���� ������� �� 	��	���������� (n!)/ [(nA!)(nAB!)(nB!)(nO!)]� 8��� �� ����
������������ � ������ A

ℓ(pA, pA, pO) = ������� + nA ln(2pA pO + p2
A) + nAB ln(2pA pB)

+ nB ln(2pB pO + p2
B) + 2nO ln(pO) .

����� ����� ���	��������� �� �� !�������� ℓL ��
� � ��� ��	������� ��
�������� ��� ��� 	�� �� ������� ���#������ ��� ��R������ ��� ���� �� ����
��� ��� 	����������� ��� ����	�� ��� ��� 	��#"��� � θ �� ��� ��� ��������
	��������� ��� ��� ������� �����������

<� ��� ��������� �� �������� ��� �� 	����
�� ������ ��������� � ��� � ������
��� ���� ������� ������� ���	��������� 	�� ���������� �		��� ������������
5/� <� ������ ���� ������� �������� ��	���� 	�� �� ������������ ��� ��� ��
������� �� ����������

����� &������ � �� .  ��������	 �� ��� ��

!����� ��� �������� ��	��� �� ������� ���� % 5/ & ��� �� �����������
����� ���������� ��� ����� ���	���� �� 	����
��� 5 �O��� �� ��� ������
���� � 	�� ��� 	����#	��� ���� ���������� ��� ����#	��� ����������� ������
���������

'&�"��� �(4 �������� �%� ��
 	
� 	����
� y = (nA' nB' nAB' nO)' ���
����� x = (mAA, mAO, mBB , mBO, mAB , mOO) �K mK ���� �
� �
�����
�
��
� �������
 K 
� 	��� mAA + mAO = nA' mBB + mBO = nB' mAB = nAB'

� mOO = nO# 8� �����
������
 ��� �
� ���
��
� 	����
� 
�� F

VX(pA, pB , pO) =
n!

mAA! · · ·mOO!
p2mAA

A (2pA pO)mAO

p2mBB

B (2pB pO)mBO (2pA pB)mABp2mOO

O

∝ p2mAA+mAO+mAB

A p2mBB+mBO+mAB

B pmAO+mBO+2mOO

O .

8� ���������
������
 
�� F

ln(VX(pA, pB , pO)) = ��������
 + (2mAA + 2mAB + mAO) ln(pA)+

(2mBB + mAB + mBO) ln(pB) + (mAO + mBO + 2mOO) ln(pO). $6�;'
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$��� �
��
 ��������' �
� �����&�
� 
� θ ��� 	����� 
� �%
������
� 	 ��!���
	
 �����
������
 
�� �����
 ) �����
� F

p̂A =
2mAA + mAO + mAB

2n

p̂B =
2mBB + mBO + mAB

2n
$6�1'

p̂O =
mAO + mBO + 2mOO

2n
.

!�� ��������� �Y ������������ 5/ ��� ����� 	����� G��� �������� �����  ���
��� ����� ��� ��� ���	���� ���������� y� ����������� ��� ��R�����  ��� ���
����� 	��� ���� x� ����������� ��� ������� ���� ��� �� ���	���� 	��� ���
� ������� ������� ����� ��� y��� ��� ����� ��������� �� ���� θ �� 	����
���
��� ��� ��������� �������� !� ������ ��� ����� ��� fY (y | θ) �� �� ������
�� ������������ ��� VY (θ) = fY (y��� | θ)� !����������� θ̂ �� ������� ��

�� ������������ ��� ��� ��� ellY (θ̂) = ln
(
VY (θ̂)

)
≥ ℓY (θ) 	��� ���� θ� 5

�(����� �� ���	����� ����������� ��		��������� Z ��� ����� Y � ��
������������ �� ���	����� 7��� � �������� �� ���	������

Y → (Y, Z) = X
����� → ����� ���������

�� ��� fX(x | θ) ������ 	��� ������ � ���#��� ��� fY (y | θ)� 8���� ���� �
���	��� 	�� �� �� ������ x���� � 	���
�� � �� ��������� � ���	��J��

ℓX(θ) = ln(VX(θ)) = ln(fX(x��� | θ))

	�� �� ��	����� ������������

Q(θ|η) = E (ln (fX(X | θ)) |Y = y���, θ = η) = E (ℓX(θ)|Y = y���, θ = η) .

!���	����� ��� �������� 	�� ��		��� � �� ������ ����������� �� X ���� �����
��� Y = y����

!� ��� ������ ������� � �	������� ℓY (θ) �� ������������ 5/ # ������ �
���		�#�� ��� Q(θ|η)� !� �������� ��� ����� ��� ��� ������� �� ����� θ0� θ1�
θ2, . . . ���		���������� �� θ̂�

'&�"��� �(� $��� �%
!
���
 	
� ����
� �������' �
 ���������
 	
 �� �����
�
������
 	
� 	����
� ���
���
� 9-#N: �
 	��
�	 �
 	
 2mAA + 2mAB +
mAO = nA +2nAB +mAA' 	
 2mBB +mAB +mBO = nB +2nAB +mBB' 
� 	

mAO +mBO +2mOO = (nA−mAA)+(nB−mBB)+2nO# ��� �����
� �%
����
����
 ���	������
��
 Q(pA, pB , pO|pA = pi

A, pB = pi
B , pO = pi

O)' �� �O� 	���
	
 ����
� �
� 
�������
� E(mAA|Y = y���, pA = pi

A, pB = pi
B , pO = pi

O) 
�
E(mBB |Y = y���, pA = pi

A, pB = pi
B , pO = pi

O)# 3
 ����� 
�� �����
' ��� mAA



���	���� 6� /����� �� �� ��������� �������� 1:


�� �
 �����
 	%��	���	� 	
 ����
 ������ A �� ��� �
 �������
 ���������


� ��� 	��� �
 ��� ��������


mAA ∼ B
(

nA,
(pi

A)2

(pi
A)2 + 2pi

A pi
O

)


� 	
 �E�
 ��� mBB

mBB ∼ B
(

nB,
(pi

B)2

(pi
B)2 + 2pi

B pi
O

)
.

8
� 
�������
� 	��� ��� ����� �
���� ���� ����
� )

E
(
mAA | Y = y���, pA = pi

A, pB = pi
B , pO = pi

O

)
= nA · (pi

A)2

(pi
A)2 + 2pi

A pi
O

E
(
mBB | Y = y���, pA = pi

A, pB = pi
B , pO = pi

O

)
= nB · (pi

B)2

(pi
B)2 + 2pi

B pi
O

.

(� ��������� �
� ���
�� 	��� 9-#N:' �� �
� �����
� �� �������� Q# (����
'
	
 ���
��
� 
���������� 	 �����"��
 �
�
�� E��
 ������ ) �%��	
 	
 9-#/:#
(� ����
�R��� ��
� 	
� ���
�� �������
� p0

A, p0
B , p0

O 
� 
� ���
����� ����� 	

Q 
� ������������ 	
 Q' �� ����
�� ����� �
 ���
 	%
����������#

����# &������ � �� . ��/	����	 �� ��� ��

!����������� 5/ ������ �� ������ ���� ����� �� ���������������� �		�����
������ Q ���� ���	��������� �� ����� �������  � ��	���� � ������� �� ������
������� �� 	����
���� θ0� 5������ � ������� θ0 	��� �������� ����	����� ���
������������ ��� � � ����� 	��� ��������� Q(θ|θ0)� 8��� � ������ �� ������
�� θ ��� �������� ����� ������ Q� ����� ������ ��� ��� θ1� �� ���� ��
������

5 ������� �� ������ �� ������������ ��� �� ������ A

5 '�� ` ������� �� ������ ������� θ0 �� 	���� i = 0�

5 '�� ` �������� Q(θ | θi) = E (ln(VX(θ))|θ = θi, y���)� �Y ����	����� ��� 	��
��		��� � �� ������ ����������� fX|Y (x | θi, y���)�

5 '�� ` /�������� Q(θ | θi) 	�� ��		��� � θ �� 	���� θi+1 = ������ Q(θ | θi)�

5 '�� ` 7����� 	��� ��������� (θi+1−θi ≈ 0)� +��� � �����G��� ���� � 	���
i = i + 1 �� � ��	��� ���� _5/0`�

'&�"��� �(�� $��� �%
!
���
 -#. �
� 	����
� ����
�� �
��
� �


mAA + mAO = nA = 724

mAB = nAB = 20

mBB + mBO = nB = 110

mOO = nO = 723
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��
� n = 724 + 20 + 110 + 763 = 1 617# �� �� ����
��
 �
� ������ ��
�
p0

A = p0
B = p0

O = 1/3' �
� 
�������
� ���	������
��
� 	
 mAA 
� 	
 mBB ���� F

E
(
mAA | Y = y���, θ

0
)

= 724
1/9

1/9 + 2/9
= 241

E
(
mBB | Y = y���, θ

0
)

= 110
1/9

1/9 + 2/9
= 362

3 .

@�
� 9-#/: �� ����
 	��� ��� θ1 = (p1
A, p1

B , p1
O) F

p1
A =

2 × 241 + (724 − 241) + 20

2 × 1 617
= 0, 30

p1
B =

2 × 36, 667 + (110 − 36, 667) + 20

2 × 1 617
= 0, 05

p1
O = 1 − p1

A − p1
B = 0, 65.

(����
' �� �
�����
 �
� 
�������
� ���	������
��
� 
� ����� 	
 ���
# 8� ���

	
� 
���������� ����
��
 �
�� �
� ���
�� 
�����
� p̂A = 0, 266' p̂B = 0, 041'
p̂O = 0, 693#

����% &������ � �� . ����������

!����������� 5/ � ������� 	�� �������� ���� �� ������� �� �� �����
�������� VY (θ)� ���� � 	��� �������� �� �������� �������

,����	
�
�� �(� $��� �%���������
 ( ' �� ���
 	
� �����!�������� θ0, θ1, θ2, . . .
����5


VY (θi+1) ≥ VY (θi).

$������������# +��� fY (y | θ) �� ������ ��� ����� ��������� �� ���� fX(x | θ)
����� ��� ����� ���������� 8��� ���� θ� � �

Q(θ | θi) − ln(VY (θ)) = 5 [ln(fX(X | θ))| Y = y���, θ = θi))] − ln(fY (y��� | θ))

= 5

[
ln

fX(X | θ)

fY (y��� | θ)

∣∣∣∣∣ Y = y���, θ = θi

]

≤ 5

[
ln

(
fX(X | θi)

fY (y��� | θi)

) ∣∣∣∣∣ Y = y���, θ = θi

]

= 5 [ln fX(X | θi) − ln fY (y��� | θi) | Y = y���, θi]

= Q(θi | θi) − ln VY (θi). $6�9'

����� ���� ��	������� ��� ������� ����� �� ��� 	��� θ = θi+1� <� ������� ���

lnVY (θi+1) ≥ Q(θi+1 | θi) − Q(θi | θi) + ln VY (θi) ≥ lnVY (θi) ,



���	���� 6� /����� �� �� ��������� �������� 1=

��� Q(θi+1 | θi) − Q(θi | θi) ≥ 0� <� ����� � �������� ���������� $6�9'� ��������
����

E

(
ln

(
fX(X | θ)

fY (y��� | θ)

) ∣∣∣ Y = y���, θ = θi

)
≤

E

(
ln

(
fX(X | θi)

fY (y��� | θi)

) ∣∣∣Y = y���, θ = θi

)
.

!� 	����� �� ���� ��� �� �������� ��� �� ��		���

fX(x | θ)

fY (y��� | θ)
= fX|Y (x|Y = y���, θ)

���� ��� ������� ��� �� ������ ����������� �� X ���� ������� Y = y����
!��������� $6�9' ��� ��� ���������� �

∫
ln
(
fX|Y (x|Y = y���, θ)

)
fX|Y (x|Y = y���, θi)dx ≤
∫

ln
(
fX|Y (x|Y = y���, θi)

)
fX|Y (x|Y = y���, θi)dx ,

�� ���
∫

− ln

(
fX|Y (x|Y = y���, θ)

fX|Y (x|Y = y���, θi)

)
fX|Y (x|Y = y���, θi) dx ≥ 0 .

+��� ����� ������ �� ������ ���� ���	����� �� ���������� �� .���� 8���� ���
− ln(u) ��� ������ � u�

∫
− ln

(
fX|Y (x|Y = y���, θ)

fX|Y (x|Y = y���, θi)

)
fX|Y (x|Y = y���, θi) dx ≥

− ln

(∫
fX|Y (x|Y = y���, θ)

fX|Y (x|Y = y���, θi)
fX|Y (x|Y = y���, θi) dx

)
= 0

/�������������� ������������ 5/ � ������ 	�� ���������� �� �������
��� �����
��� �������� 	��������� �� �� �����������������

��� )�����	
��� �	��	
*��� �	 ��
��� ��������
���

[ �� ������ 6�0� ��� ���� ������ ��� ����������� ���� ���������� �����
����� � ��������� ���� ��� ��O������ ������ ���������� ��� �
�� +� ���� �����
�������� ���� 	�	������ ������ ��	���� ���� �� �� 	��������� �� �� � ���
���� ��������� �� ���� ���� ���������� ��� ���������	��� ��� �#	���
��� ��
����� �� -���#�@������ � ��� 	�� ��������� X���� ����� ��� �O��� ����
����� �������� W
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��
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

PAa = 2pApa

P ′
Aa = 2p′Ap′a

	��	����� A w

	��	����� A 1 − w

M� 	�	������ �� ������ �
���� �����	�	������� �� ������
������� w/(1 − w)� !�� ������
��� ��� ���� �����	�	�������
�� ������� ������������ ��
��� 	��	������ ��� ����#	��
��� � ��������� A

PAa = 2pApa

P ′
Aa = 2p′Ap′a

!�� 	��	������ ��� ���
��� ��� �� 	�	������ ���
�� ��� A

p�A = wpA + (1 − w)p′A
p�a = wpa + (1 − w)p′a.

/G�� �� ��� ��� ���� ���������	�� ����������� ���������� �� ���� 	�� �� ��� ���
�� 	�	������ ���
��� +� ��� ������� �� �������� �� ����#	� ����U#���� AA
� ������� ��� A

P �
AA = w PAA + (1 − w)P ′

AA = w p2
A + (1 − w)p′

2
A ≥ (w pA + (1 − w)p′A)2 .

����� �������� ��� ���� ���	����� �� ��������� �� �� �������� �� �� ����
��� f(x) = x2 �� ���� ����� ���� ��� �� 	�	������ ���
��� ��� ����#	�� ���
��U#����� ��� 	������ ��� �� 	��	����� ���	 ����� 	�� ��		��� � �������
����� �� -���#�@������� 5 �������� ��� ������U#����� ��� �������	������� A

P �
Aa ≤ 2p�A p�a . $6�:'

5 �������� ����� �� 	��� �� ����� �� �� ����� ��� ���� � ��� 	�� ����
������� �� � ������� � ����� ���������� ���� ����#	� ������U#���� �� �
���
� ���������� ����U#������ !� ������������ �� �������� 	��

P �
AA ≥ (p�A )

2
, P �

aa ≥ (p�a )
2 �� P �

Aa ≤ (2p�aA p�a ) ,

�� �����
� ��� ����U#����� P �
AA − P ���
�

AA ���� A

P �
AA − P ���
�

AA = w p2
A + (1 − w)pA

′2 − (w pA + (1 − w)p′A)2

= w(pA − p�A )2 + (1 − w) (p′A − p�A )2 .

����� ������� ��� �O��������� ��������� �� ���� ��� ������� ��� �� ���
����� ��� 	��	������ �� �����
�� A ���� �����	�	�������� +� pA = p′A� �������
����� ������� ��� ������ �� �� ������������ �� 	��� ������ �� 	������ ��� �������
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pA = 1 �� p′A = 0� ��� �� ���� �� ��� �����	�	������� ��� ���
����� ������
���� �� ����#	� AA �� ������� �� ����#	� aa�  ��� ������� �� ����#	�
������U#���� ������� ��� �� ����

'&�"��� �(�� 8� ����	�
 >�������� 
�� �
 ����	�
 �������
 	 ���
 �
�
��	����������
# 8%���"�
 a �� ���
 �� ����	�
 
�� �
�
����' �%
���)�	��
 �
� �

�������
 aa 
�� 	���
�
!# 8� ����	�
 
�� ��"� ���
' �
�
�
�� �
 ��������

�� /00 000# $��� 	
� ���������� 	
 �
���
 �����
' �
 ��! �
� ����
�# $���
�� �������� *��
 
����
��
' ��� 
!
���
' �
 ��! 	
 >�������� �%��"�

) 
������ �
 ��������
 �� A 000# 8%
!�"� 	%��	���	� ���������
� �
� 
�
���	
��
 �
 ����	�
 �������
 �� 	
����� E��
 ���
#

!������ ��� ���� �� ��� ��� � ������ ������� � 	���� �� �����������
����� ���� ��� ���� � ���������� ����G���� ������ ��� ���� 	����� ���
������� ��� � 	���� 	������ M 	���� �� �� �������� 	������� �� ������
�� ���� ������ ���� ��������� ����� �� �� �G�� ��� �� � ����� �� ����
����� � ������ 8��� ����� ������ �� �������� �������� ���� ��
�� ��
�a��� ���� �a���� �� ���� ��
��� ��� �������	 ���� ����� ��� ����� ����
���� �������� ����� ������������� ����� �������� �� �� ��������� ��������
��� ���O�� 	����	�� �� �� ����������� ��� ����	���������� �������� ����
���������� �������� 	������ ����� ������������ ������ ��������� ��� ��������
�� ��������� �� 	����
��

'&�"��� �(�� 8
� 	
��
�	���� ���� 	
 �����
�
�� 	
 	
! 
��"�
� 	
 �����
�
���� 	
� �����	
� 	
 ���������� F1# (� �������� �
� ��	���	� 	
 F1 
���
 
!'
�� ����
�� �� ���������� F2 
� ����� 	
 ���
# ��� � �"�
 �
�����
' �
�
	
! �����
� 	
 �� ���������� ���
����
 P1 ��� �������
� (a1 a2) 
� (a′

1, a′
2)#

3
� ���"�
� �
�
�� E��
 ��� 	�,��
��� � ���!' 	��� ����
 �������� ���
	��������� �
� ����
 ���"�
� ��� ��� �
�	�
 �����
 	
 �
� ������
# 8
� 	
��
�
�	���� F1 ��� �������
� (a1 a′

1)' (a1 a′
2)' (a2 a′

1) � (a2 a′
2) 
� ����
��
� .SN

�����# $��� �� ���������� F2' ���
� ��� �����
�
�� 	
� ��	���	� F1' �
�
	��
 ����������� 	
� ���"�
� ���
���! ���� �
����
���� 	��� �
� �����������
	
 ���	��;
���
��# 8
� ����
��
� 	
� ����
� ���"�
� ���� ���
� ����
� ) .SN'
�
� �������
� T ���������
� U ���� �
����
���� 
� ���������� 1/16' ���	�� �

�
� �������
� ��!�
� ��� ����
��
 2/16# (� F2 ���������
�� 	��� 	
� T �����
�����
� U (a1, a1)' (a2, a2)' 
��# 7� �%���� 	
 �����
� �� ����
�� 	
! ����
� 	%�
�
� ���"�
 	%� ���E��
#
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P1

F1

F2
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�������

�������

�� �
� �
 ���������
 	 ���
����� ������ ���	
��� 
� ���
���������� 	
 �� ����"�
 ���
����
# ��
���� ��� 
!
���
 �

�������
 (a1, a1)# ��� �%�
	
��
�	��� F2 �
R���
 	
! ����
�%���"�
 a1' �� ��� �
 �
� ���
�
��� ���
�� ����
�� 	
 �
� ���
�"�
# 3
�� �
 ���	�� ��
� �

����������� 	
 (1/2)2 9���� 	
��
��� ��������
:# (����
' �
 	
��
�
�	��� 	��� ����
 ���� ���
���
�
 ��� ���"�
 a1 	
 �
� 	
! ���
�
���#

8� �����
 ��� �
�� 
�� ) ���
� (1/2)2' �
 �� 	���
 �
 ������� 5��� 	
 1/16#
8
� ����
 ���"�
� ���� 
����� 	��� �
��
 
!����
��
 	��� �� ���������� ���
��
���
# 8
� ��	���	� ���������
� 	
 �� ���������� F2' (a1 a1)' (a2 a2)' (a′

1 a′
1)' 
�

(a′
2 a′

2) ��� 	
! ����
� 	 �E�
 ���"�
 	
 �%� 	
 �
�� ����	�����
���# �� 	��
�
 �
�� ���"�
� ���� �	
����
� ��� 	
��
�	���
 97L$' T �	
������ �� 	
��
�� U:#
3
 ������"�
 
�� ) �� ���
 	
 �%
!�"� 	
� �������
� ���������
� �����%�

��������� 
�� ������5�
 
� �
� ����� �
 �
 ���� ��� ����
�
��' ���� ) �%�����
��
� 	
 �����
�# ��� ������ ���� ��� ���	 �
 �
 �E�
 
,
� �
 ���	�� 	���
	
� ���������� 5��
�#

8��� �������� �� ������������ ��� ����#	�� ��� �� 	�	������ ���������� ��
��� ����� ����������� �� ���� �� ����� ��#� �� ���������� F � ����� ��
	���������� ���� ������� ���� ������������ ���� 	������ �� ���� ���
��� <D��
+�		���� ���� �
� 	���
�� ���� ���
���� A �� a� �� ��� F ���� ���� +��
	���� ��� �������� <D�� ��� ����#	�� AA �� aa ��� � 	��	����� pA/pa �� ���
	���� ��� �������� ��� � ��� 	�� <D�� ��� �������� �� -���#�@������ ���
��������� �� ������ �� ������ ���� �� �������� PAA �� ����#	� ����U#����
AA �� �� ���	�� ����� �� F �� pA A

PAA = P{� ������� ������������ ��������� �� �� ����#	� AA}
= P{��������� ��� <D� �� �� ����#	� AA}
+P{��������� ���� 	�� <D� �� �� ����#	� AA}

= F pA + (1 − F ) p2
A .

����� ������� ��	���� �� ���� ��� �� ����#	� AA 	��� �������� �� ���� ��J���
 ��� �� 	���������� 1 − F � ��� ���� ���
��� �� ��� ����� ������������ �� �����
��
A ��� ����� ���� �����  ��� �� 	���������� F � ��� ���� ���
��� ��� ���� ��	���
�� �G�� ���
�� ��� ��G��� �� �� ����� ����� �������� �� �����
�� A ��� pA� +�
F = 0� �� 	�	������ ��� � ���������� +� F = 1� ��� ������ 	����������� ���
PAA = pA = 1 �� 0�
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<��������� � 	��� �������� F � �������� PAA �� pA A

F =
PAA − p2

A

pA − p2
A

=
PAA − p2

A

pApa
.

!� ��������� ��� ���� � ������� �� ����������� �� ����#	� AA� 8���� ���

PAA +
1

2
PAa = pA� � � �������� A

F =
pA − PAa/2 − p2

A

pApa
=

2pApa − PAa

2pApa
,

�� ��� ��� ����	������ �� 	��� ��������� <��� F ��	���� ������� � ����������� ��
����#	� ������U#����� ������� � �� ������ ��	���� ���� ������������

*�+�
�
�� �(� �� �
� ����� 	��� �
 ��������� �
 �
 ���� ��� ��������
�
��'
�%�������
 	
 ���	��;
���
�� 
�� ���� 	��� �
 �
�� �
 PAa = (1−F )2pA pa <
2pA pa# 8� ������� F 
�� 	��
 �
 	
��� ���
� 	
 ������������#

+� ��� ���Z� ��� �������� ������� ���� �������� P ��� ��� 	���� �� ��� P
� 	��� ���������� �� ���� �� ���� ����������� �� ���������� ��� ���		�����
� �� 	�	������� � ����� ��� ���� ����������

*�+�
�
�� �(� 8
 	
��� 	
 ������������ F 	%� ��	���	 
�� 	�5�� ����

�� ����������� �
 �
� 	
! ���"�
� 	��� �%��	���	 
�� ����
� ���
�� ��� 	
!
����
� 	 �E�
 ���"�
 	%� ���E��
#

'&�"��� �(�� ��� �
 ����� 	 ��! F 	%� ��	���	' ��� ��������
 ������
�����
 	��� E��
 ����#
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��

��
��

��
��

� � � �

� � � � � �
� �

� �

8
� ������ �
����
��
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����
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� �
���
� 	
�
�
��
�# =� ����� ��
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��	���	� �� �
 �
���	��
�� 
�
�
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��
�	����# 8
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�
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���
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���� 
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���
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��: �
����
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�
�����
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�

!
���
 �����
 � ����
 ���
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���
 �
 ��"�


� ��� ����
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�
�
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� 
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� 	%� ���"�
 	

��� ����	��"�
#



9; ,������� �����������

����� 0�
� �� F

C 	��� ��������� �� ������� 	��� F � ���#��� ����������� ������	��
	��������

��
��

��
��

��
��

�
�

�
�

����
�

�
�

�
��

�
�

�
�

���

�
)��������� ��������� �
������� � 	��� G��� <D� ���
���� ������ � ����� ��� ��
����� � � �G�� ��G��� ��
�"�� 	������� �� ��������
��� ���� ����	��� �� ����
������ ������� ����� ���
	��� �� �����	
�� ��� 	���
�� ������
��� 7��� ���� ���
��� ��G���� ������ ��� ����
	������ !� ����� ��������
����� � ����	���

8���� ��� �����
�� � ������� ��� ������� ������ ���� ���� �� 	���������� 0E2�
�� ����� ��� ��������� ���� <D� 	�� �� �����	
�� ���� 2(1/2)5 = (1/2)4� �Y
�� ������� �� 2 	������ �� ���� ��� �� �����	
�� 	���
�� ���� ���
���� ���
����� �������� ��� ���� ��		��� ��� �� �����	
�� ���� 	�� <D�� +��� ������ ���
���� ���
��� ��� ��������� �� �� � ����� �� ��	�� � ���� ��� ����������
!� ����� ��� ��� ���� ��	��� ������� � ���� ��� ��� ��� 2(1/2)5/(2(1/2)2) =
(1/2)3� 5 ������ ������� ��� ���� ���� �� 	���������� ��� ��������� ����
<D� 	�� �� �����	
�� ���� A

F���������� = (1/2)4 (1 − F�����	�) + (1/2)3F�����	�

=
(
1/2)4(1 + F�����	�

)

= (1/2)����	� �������	�� ���� �� ����
� (1 + F�����	�) ,

�Y �� ����� � ������� ����� ������ 	�� ��� ����� 	��������� �� ����������
�� �����	
���

8��� �������� �� 	���������� F����������� �� ���� ��������� ���� ��� ��G����
��� 	��� 	������ ��� 	������ ���������� ���� ��	��� �� �G�� ���
��� ���
���� ����	��� �� ���� ��� �������� 	����� � ���	�� �� ������
��� 5
�������� �� ���� 	�� ��������� �� ��������� ��� ����
���������	������ ���
��� ����� ��� �� ���������� ���� �������� 	����� 	�� ��� ������	������
!���	������ ������� �� ���� �� ���������� ��� ��� A

F���������� =
∑

A∈A
(1/2)#A(1 + FA)

�Y A ��� ��������� ��� ��G���� 	������ ��� �� �������� 	������� 	����
��������� ������� ���� ���� �� �G�� ���
�� �� #A ��� �� ����� ����G���� ��
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��������� ��� �� ����� ��� �� ����� � ����G��� ����� A �� ��� 	������

��� +
�
��� ��	�� ����� �	 ��
���

+� ��� ���������� � ���� �
�� �#�� ����� ���� ���
��� A, a �� B, b� ��
# � ��� ����#	�� 	��������� ��� AABB� AaBB� aaBB �� AABb� ���� 5
������ �� ����� 	��� ����� �� ����#	��� �� # � ����� �� ��O����� 	���
��	������ ���� �� �������� ���� ���� �
�� �� �� ��� ��� ���� �
�� !������
��� ���� �
�� �� ������� ��� �� �G�� ���������� �� ��� �� ����#	� ��� ����
������ ������U#���� $ �D�'� � �������� �������� ���Z��� �� ���������
������ ��� ���� ���
��� ��� ������ ����������� ��� ���������� 	��������
G��� ���� $ DE��'� ���� $ �E�D'� !����������� ��� ���
��� ��� �� ��	�� $������
���� �� 	��������' �� ���������� ��� ����������
 �� ���������� 	�� ��		���
��� ���� �
��� !� ����#	� ���� ���� � ��R� 	�� 	��� ��������� ��� ����
��	���#	���

��� �� ���
�� �� @������B������ ��� ��	���#	�� ���� �������� ��� ���
��� 	���� ��� ���
��� �� �� �������� 	��������� ����� HAB � HAb� HaB �
Hab ��� ��������� ��� ��	���#	��� ���������� ��� ��������� ������� 	���
����������� ��� ��� ��������� ��� ����#	��� 5 �O��� � 	��� ��� ��������
	�� ��� �������� PAABB = H2

AB , PAaBB = 2HAB HaB � ���� C 	��� �������
��� 	����������� ��� ��	���#	�� ���� ����� �� ������� �� ��������� A

HAB HAb HAB + HAb = pA

HaB Hab HaB + Hab = pa

HAB + HaB = pB HAb + Hab = pb

C ������� ��� ��� ������ 	����������� � ��� 	�� ������ �� ���� � 	���
	�� ������� ���	���� ������� �������� ��� ��� ������ ��� ��� ����� �� ��� ���
������ ��� ������ !� ������� (HAB , HAb, HaB , Hab) � ������ �������� ��
������ ��� � ������� ������������ M ������� �� �� �#	� ��� ���(����
�� �� ����� A [

HAB = pApB + D HAb = pApb − D
HaB = papB − D Hab = papb + D

]
,

�Y D 	��� G��� 	������ �� ������� ���� ���� G��� ��� ��� ��� ������ �� �������
����� 	��������� [ ������ ��� ������� ���� � 	��� ����	���� �� ������ �� D
� �������� �� ��������� A

HAB Hab − HaB HAb = (pA pB + D) (pa pb + D) − (pa pB − D) (pA pb − D)

= pA pB pa pb + D(pA pB + pa pb) + D2 − pA pa pB pb

+D(pA pb + pa pB) − D2

= D(pA(pB + pb) + pa(pb + pB))

= D.
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*�+�
�
�� �(� 8
� 	
! �"�
� ���� 	��� 
� ��������� �� ��	�
��' �� F

HAB = pA pB , HaB = pa pB , . . . .

!���������� �� �� ������� ��� ������� � ����������� �� -���#�@������� +� ��� ���
�
��� ������ ����� �� ���
�� ���	�
����� ���������� ��� ��������� ������ �������
!� ������ �� D ��� �� ������ ������� �� ������� ���� ������� �� ��������� �
������������

+� ���� �
�� �� ������� ��� �� �G�� ����������� � � ������� 	��
� �����	������ +� � ������� ���� � ����#	� ��������� ������U#����
AaBb 	���
�� ��� ��	���#	�� AB �� ab� � 	������� 	���� ��� ��� ���
��� ���
���� AB� ���� ab� ���� (����� Ab �� aB� 8�� � ��� 	��������� ��� ����������
�����
��� ��� 	���� ��� 	��������� ��� ��� ���������� �� ��� �� ����������
��� �� ������� ��� ��������� ��� ��	���#	�� 	�� � ���� ������������� ���� ���
������� �� ��� ���� �
�� ��� �������� ��
� 	�
� ��� �� ����������� 8�� ������
�� �� ������� ���� ��� �
�� �������� �� ������� ��	���#	�� 	����� ��
��������� ��� ��� ���
���� ����� 	���������� ��� ��
� ��	������ � ��� ��
������ �� �� ��������� ���������

��#�� ������

!� ������� ���������� �������� ��� ���� ���� �������� � 	����� ���� �������
���		���� �����
� !��� �� �� 	��������� ��� ����������� ��� ��	��� �� �� 	���
����� � ���� ����	��� ������ ��� �������� ��� 	����6	
 �� ������ ��� ��
�������� �� �������� �������� 	������ �� �������� !�� ���
���� 	�� ������
��� ��� �������� �����6	
� ��� ������� �� ����� ��	�� �� ������ �����
�������� X�� �� 	�������� �� ������� �� ������ �������� ��O
�� �� �� ������
������ ����U ������� 5� ���� ���� �� �� 	��������� �� �������� �������� 	��
����� ��� ������ ���� �� �������� ������� ����� ������ !�� ���
��� ��� ���
��������� ��� 	�������� �		��� �����
� +�	������������� �� ������ ���������
� �� ������� �������� ������ ���������� ��� ��	�� $��	�������' �� �� �����
��� ���������� ���� ���� �������� ��	��S���� M� ������ ������� ���������� ���
��
� � ������ ���
��� ��	��S��� ��� ���	���� ���� ����� ��	�� �� ������
�����������

+�		���� ���� ������� ���� ��������� ������U#���� AaBb� +� ��� ����
�
�� �� ������� ��� ��O����� ������������ �� 	�������� �� ������ ��	��
������ ���������� �� ���� ���� � ������� �� 2 × 4 ����������� 	�������
�� {A, A, a, a, B,B, b, b, }�  	�
� �� ������ �������� ��� ���
��� ��	��S���
���� �� ����� ��	�� �� ������ ���������� ��� ����� �� ��� 	����������� ���
{A, B}� {A, b}� {a, B} �� {a, b}� 8�� �#������� ������ ��������� � �� �����
�� 1

4 � +�� � �������� ��� ���� �
�� �� ������� ��� � ���� ����������� ���
������ �� 	����� ��O��������

+�		���� ��� ��������� ���� 	������ ��� ��	���#	�� AB �� ab ��� ��� ����
������������ 5 ��� �� ��	������� ���	��� 2 × 2 ����������� ��� ������
��� ���� ���� AB �� ���� ���� ab� �� ��� ���
��� ������� ��� ���� AB�
���� ab ���� �� ����� 0E2 	��� ����� Q ���� ���� ���� �� �� ��	������� ���
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��� �������
 ���
 �� .��� �� ������
���
������ B� .�
 ���
 �� ����7 �� �������� # ���� 
�� �� ������
��� ���
7 �� ; ���

"
���� < ���
 �� ����7 �� ������� .��������� 
�� �� ���
7 �� ����
 �� ��

��� 
�� �� ����7
�� ������� $�������� 
�� �� ���
�  � ������� ������
��� �� ������ �

���� ��
 ������

A �� b7 �� ��� ���
������ �� ������!�� ��������

������������ �� # � �������� �� 	���� �� �
����������� �������
 ����
����������� ����������� !� 	�������� 	�#����� ��� �� ����� �����
�� ��� ���
% ������������ & ��� � ������ ���	����� ��� ����� � �� ����� 6�2� !��� ���
% ������������ &� ��� ���� ����������� ���������� �� ������ �� �� ������ �
������� ���� �� ���������� 	��������� �������� 	�������� ��������� �������
�������� ������� ��������� !� ������������ 	��� ����� ���� ���� �� �� ������
��� ��� �� ���� 	��� ������� ��� ���L��� 	�� ����	�� �� 	���� �� ��������U#���
���� ��� �� ��� �������� ����������� 5 ������� �� ����������� ��������
������ ���� �G�� �� � ������� � 	���� ��� ��� ��	���#	�� AB �� ab� ��� ������
��	���#	�� AB� ab �� Ab� aB ��� 	�������� ��� ��� ���
��� ��� ����������
�� ����� ��� ����������

��#�� 1��
���	 �� ��
� ,�	����	

!�� ���
��� ��� ������� ��������� ������U#���� Aa �� Bb �#�� ���
��	���#	�� AB ��� �� ��	�� �� ���������� �� ab ��� ������� ��� A

���
�� AB ab Ab aB

	����������
1 − r

2

1 − r

2

r

2

r

2

�Y r ��� �� 	���������� ���� ������������ �� 	����
��� ��� ��� �� ��������
	
 �
������������� +� ��� ���� �
�� �� ������� ��� ��O����� ������������
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��� �������� ������ �������� ���� r = 1/2 �� ��� ��	����� ��� ��� ���������
��� ������� ��	���#	�� AB� Ab� aB �� ab ��� ����	��������� ��� 	��	������
������������ �� ���������� ��������� ������������ ��� 	��	������ ����������
��� /���� � 	� ������� ��� �� ��	������� !������ ���� ���� �� �������
��� �� �G�� ����������� �� ���������� ��� ���
��� ���� ��� 	��	������ 1/4�
1/4� 1/4� 1/4 ��� ������	��� 	���"� ��� �� �
���� ��� �� ����� �� 	����#	���
/���� � ��� �� �� �� ������ !�� �
�� ������	���� ��� 	����#	�� �����
����� ������� ��������� �� ���
�� ���	����� �� � ��� 	�� �����

<� ��� ����U ������ ��� r� � ����	� 	������ ��������� ��� ������� ����
�� ������� 	�#����� ��� ��	��� ���� �
�� ��� �� ����������� <� ��� ���� ����
������� �� ������������ �� 	������� ���� ���� �
�� ������ �� 	������
��� �� �������� +�� � �������� ��� ��� ��	���� ���� ����� ����� �� ��� �� ���
	������� ���� �� 	�������� % ������������ & �� 	��������� ��� �� ���� r ���
���� 0E2� +�� 	��� ���� �
��� r = 1 %� � ��� ������ ��� ��	���� ��� �
����
 ������ !� ������� �� ����������� r ��� �� ������� ��� ��� 	��� 	������
������� ��� ��� ��	������� �� ��������� ���������� ��� ��	������� �� /��
���� M ����/���� ������	�� � �� ������� 	�#����� ������� 106 	�����
�� �����  ��� 8������� �� ������� ������ ���� ������� �������� �� �������
	�#����� ��	�� �� ���������� �� ����� �G�� � ���������� �� ����������� !�
����� 6�6 ����� �� ���
�� ����������� �� ������� ���� �������� ���������
�� 	�#�������

��#�� 2�������,�� �� � �����	

!� ������� 6�9 ������ ��� ��������� ��� ��O������ ���������� �� ����
�
�� � ���� ���
��� �� ������� ��� ��� ���
��� ��� ��������� � �������
�� ���Z��� ��� ��	���#	�� �� ��������� ���� ��� �� ������� �� �����������
���� ��� �
���

0�.�� 6�> � )� ������

��� �� �������� �� �����.����
�� �� ��
 ������!��
 ���� ����"
����7 �� ���� �������� �� ���������� ��
 ������
 ���
 ��� �������

������� ���
��� �� ����� 	�����������
��	���#	��  D  � �D ��
AB/AB 1 0 0 0
AB/Ab 1/2 1/2 0 0
AB/aB 1/2 0 1/2 0
AB/ab (1 − r)/2 r/2 r/2 (1 − r)/2
Ab/Ab 0 1 0 0
Ab/aB r/2 (1 − r)/2 (1 − r)/2 r/2
Ab/ab 0 1/2 1/2 0
aB/aB 0 0 1 0
aB/ab 0 0 1/2 1/2
ab/ab 0 0 0 1
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������ 6�6 �  � ����.� ������ �� ������� 
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�� �����.����
�� r 1��
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1��
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�� �� ���� ������
����

+��� H ′
AB � H ′

ab� ���� ��� 	����������� ��� ��	���#	�� ��� �� �������� ���
��������� �� Hab� ���� ������ ��� �� �������� ��� 	������ [ 	����� ��
������� 6�9� � ������ A

H ′
AB = H2

AB +
1

2
2HAB HAb +

1

2
2HAB HaB +

1 − r

2
2HAB Hab +

r

2
2HAb HaB

= HAB (HAB + HAb + HaB + Hab) − rHAB Hab

+rHAb HaB

= HAB + r (HAb HaB − HAB Hab)

= HAB − rD.

�� �� �G�� ��J� A H ′
ab = Hab − rD, H ′

Ab = HAb + rD, HaB = HaB + rD�

*�+�
�
�� �(� 8� ������� D = HAB Hab −HAb HaB 
�� 	��
 �
 	���������
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 �� �������# �� D = 0' �
� 	
! �"�
� ���� 
� �������
 
� H ′
xy = Hxy ���

��� ����! 	
 x 
� y#

5 �������� �� 	�	������ ��� ��� ���� ��� ���������� �� ��� ������
���� � ������������� � ����� ��� �� ������������ D ������� ���� U����
��� �� 	������ ���� �������� � �� 	�������� �� ������������ ������ A

D′ = H ′
AB H ′

ab − H ′
Ab H ′

aB = (HAB − rD) (Hab − rD)

− (HAb + rD) (HaB + rD) = D(1 − r).

 	�
� k ���������� �� ������ �� D ������ ���� � D(1−r)k �� ������� ���� 3
������� k → ∞� 8������� ����� ��������� 	��� G��� ��
� ����� ������� ����
�
�� ��� ��� 	������ ������ ��� �� �G�� ���������� �� r ��� 	�����

M� 	�	������ � ��������� ��� ����� ��� �� �������
(

HAB HAb

HaB Hab

)

��� ������
�� ��� �� ��������� D ��� ���� � 0� !������ D ��� U���� �� �������
��� �� ��� 0� ������������

(
HAB HAb

HaB Hab

)
=

(
pApB pApb

papB papb

)
.

[ ������������ ��� ��	���#	�� ��� ��� ��������� 	�� ������ ��������� �� ����
	���� ��� ���
����

��#�# -32 �
���

!������ �� �� ������ ���� �
�� ��� � ����� ��������� �� �� ��������
��	���������� M� ������� ������� �� �������� ���(���� ��� � �������
���� � ������ ��	���#	� ������ ���(���� �� �������� !�� ��������� ��� ���
	������� �� �� ������� ��� � ����� ������ �������� 	������� �� ����	���
�#	�� ��� ������ ���� � ��������� �� �� �������� C 	��� ��� �������� ��
������ ���� ��������� ��������� 	��� A

P ��������� ��L�� ���� ������� ��� �� 	�	������ ��� �������� ��
������� � ������� � ��� ��������� 	�� � �������� Q

P ������� ����������� ��� �
�� ��� ���������� �� ���� � ������� ��
����� �������

!� 	����	� ������� � ��������� r(i, j)� �� ������� �� ������������
���� ���� ���� i �� j� 5������ � ������ ��� ���� ����������� ���
������	�� ������� �� ������� ��� ��� �������� �� ������������ ����
0 �� 2� ���� 0 �� 6� �� ���� 2 �� 6� !���������� ��� ���� ��� 1− 3− 2 A

j i 0 2 6
0 −− 3�; 3�0
2 3�; −− 3�2
6 3�0 3�2 −−



���	���� 6� /����� �� �� ��������� �������� :0

P �������� ��� ��������� ��������� ���� ��� �������� $	����#	��' 	���
���������� ��� ������ ��������� �� �������� Q

P �������� ��� ��������� ��������� ���� ��� ������
��� ������������ ���
��� 	����� �� ��� ������� ��� ������� ������
��� ������������

+�� �� ���� ��� ����#	�� �� ���	��� ������ ��� �������� �� �� ��� 	��
����� � 	��� 	������ ��������� �� ����� �� ������������ ���� ���� �
���
8���� ����� ����	�� � ���	�� ���� ����#	�� AABB �� AaBb� 8���� ����
���������� ���� �� ����#	� AABB� ����� �� �� ����#	� AaBb� ���� ���
AABb �� � ��� AaBB� X�� 	����� ���� ��� �� ������ ���� ��� ���� �
�� W
+� ��� ���������� ��� ���
��� �� 	���� ��������� ������U#���� ��� AB ��
ab� �� ������� ��� ��� ����� ��������� ���� ����#	�� AABb �� AaBB ���
��� ����������� !� 	���������� ���� ����������� ��� ��� ������� �����
���� 6E4\3�6:1� 8��� ������ �� ���������� �� �� ���O��� � 	��� ��������
�� ����� !C� $% ��� �		� ����� & '� +��� r �� 	���������� ���� �����������
�� L(r) �� 	���������� ��(���� ��� ���� ����#	��� ������������ �� ������ ��
������������ Q � ������ ���������� ���

L(r) = ([1 − r]/2)5 (r/2)3 ,

��� �� 	���� ���� AABB ������� AB � ���� ��� ���������� ����� ���
������� ������� AB �� ab ���� �� ����� (1− r)/2 �� Ab �� aB ���� �� �����
r/2� +� ����� ������ ���� ��� ���� �
�� ���������� ����� �� 	���������� ����
����������� ������ r = 0, 5� !� 	���������� ��� ����#	�� ��� ���� ���������
�� ������� ��� �� ��� ����� L(0, 5) = 0, 258� !����������� �� r ��� ��������
�� ������������ L(r) ���� r̂ = 3/8�

*�+�
�
�� �( 8
 ����
 8�$ ���� �� n �����
�� 	
 ���
��� 
� 	
 	
��
�	����
��
� � �����
 	
 m �
���������� ��� F

8�$ = log10

(
max0≤r≤0,5 L(r)

L(0, 5)

)
= log10

(
([n − m]/[2n])n−m (m/[2n])m

(1/4)n

)
.

>��	������
��
�
��' �
 ����
 8�$ 	��� 	�����
� - ��� ������ �
*
�
� �%�����
��"�
 	
 �"�
� ��� ����#

��� ���� ����	��� L(r̂) = 0, 00001965� L(0, 5) = 0, 0000153� L(r̂)/L(0, 5) =
1, 29 �� �� ���������� � ���� 03 �� �� ��		��� ���� log10(1, 29) = 0, 11 ��
� ��� � ��� �� �������� ���� ������� +� ��� ����� ������� �����
������������ � ���������� ������� �� ����� !C� ������ ����	� ������� �� ��
���� 6�

!� ������� ����������� ����� ��� ���� ���#	���
�� H0 : r = 0, 5� �� !C�
���� �� ��� I�������� C 	������� ��� ���������� �������� �� ���� !C�� !�
����������� �� ���� �� ��		��� �� �� ������������ ���

2 ln(L(r̂)/L(0, 5)) = 2 ln(10) log10(L(r̂)/L(0, 5)) = 4, 605!C� .

M ����� !C� �� 6 ��� ���� �� ������� (100 % − 0, 02 %) �� �� ��� χ2
1�



:2 ,������� �����������

��! �����
���

0� !��� ���� ����� ��������� � � �������� �� ����#	� �� 0 333 	�������
!�� ������ �������� ����

   � ��
912 603 64

C ������ ������ �� �� 	�	������ ��� � ��������� �� -���#�@�������
5O�����U �� ���� �� I������� $���� �� 8�����' �� ����	����U �� ���������

2� 8�� ��		��� � � �
� � ���� ���
���� � ���	�� 9 N ��������U#����� ���
�� 	�	������� X����� ��� �� 	��������� ������U#����� W

6� +� �� 	����� ��� 0 933 ���O�� ���� ������� �������� ������ 	��
� ���
�� ��������� ������ 	��	����� �� �� 	�	������ ��� 	������� �� ���
���
�� W

;� ��������U �� 	�	������ ���� � ����� ���� �� ������ �� ��������
������ ��� ���	��� ����������� +��� � �
� ����� ��� �� ���������� X
���� ���� ���
��� (XA, Xa) � !� ����#	� ���� ����� ��� � �����
�� a ���
�� 	������ X �� A ��� �� �����
�� ���� ���� XaXA �� � ����� ����
� a ��� �� X ���� ��� XaY � C �������� ��� �� �������� p �� �����
��
XA ��� �� 	�	������ ��� �� �G�� 	��� ��� ������ �� ��� �������

$�' ���U ��	������� 	��� ��� ������ �� 	��� ��� ������� �� �����
��� ���
��� 	�������� �� ����� ��������� 	��� �� �������� F0 �

$�' �������U ��� ��������� ��� ����#	�� ��� ��� ��������� ��� �� ���
������ F1 � ���	���U���� ���� ��� ��������� ��� ����#	�� F0 �
�������U �� ��	������� ����������� ��� ����#	�� 	��� ������
�� �������

$�' +� Xa ��� � ������� �������� ������ �� ������� $����� 	��
����	�� ������	�����' �� �� p = 0.9 � ���U �� 	��� �� �� 	�	������
��� ���� �� ������� � ������ ���� �����

1� ��������U �� 	�	������ ���� � ����� ���� �� ������ �� ��������
������ ��� ���	��� ����������� +�		���� ���� ��� �� 	�	������� ��
�������� �� �����
�� A 	���� ��� ������ (f0

A) � ���� 	�� �� �G�� ���
����� ��� ������ (m0

A) � +���� f1
A ��m1

A ��� ��������� �� �����
�� A 	����
��� ������ �� ��� ������ �� �� 	����
�� ��������� �� f2

A �� m2
A ������

�� �� �������� ��������

$�' �������U ��� ��������� �� ����#	�� ��� ��������� �������� ��
�������
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$�' �������U f1
A �� m1

A � ������ �� f0
A �� m0

A�

$�' 5�	����U f2
A �� m2

A � ������ �� f1
A �� m1

A� 5 ������� ������ ��
������ 	��� fn

A �� mn
A �� n ������ �� �������� n� X�������� ��� ��

	���� ������� n → ∞ W

9� ��������U � �
� ���� ���� ���
��� A, a � C ����� 	�� $PAA, PAa, Paa'
��� ��������� ��� �������� ���� ����#	�� AA, Aa, aa �� 	�� pA �� ����
����� �� �����
�� A � +�		���� ���� 	��� �� �
� ��������� ��� �����	���
���� � ��� 	�� ���������� �� ���� 	��� � ������ ���R���� d� ��� ��
�� ����� ��������

⎧
⎪⎨
⎪⎩

PAA = p2
A + d ,

PAa = 2pApa − 2d ,

Paa = p2
a + d .

$�' ���U ��� �������� �� ���� ���������� 	��� d �� ��� �� �#��
��
��������� ��� � ����

$�' +���� nAA, nAa �� naa ��� ������ ��� ����#	�� AA, Aa �� aa ���
� ��������� �� ������ n = nAA + nAa + naa � C �������� ��� ����
������ 	�� �� ��� ����������� �� 	����
���� (n; PAA, PAa, Paa) �
��������U ������������ �� ������� �� ������������ $/F' ���
	����
���� pA �� d � �������� ������������ /F �� PAA, PAa ��
Paa �

:� +��� � ��������� �� ������ ���������� ��� ������� �� �� ���
��
������� A �� ��������� ������� �� ������ �� ������ fi �� �� ����� 	�����
��� f1, . . . , fg �� ������ ������ �� ������ ���� ����� ���� C ����� 	��
πi �� 	���������� ��� �� ������ ������� ��� fi �  ���� � ���� �� �������

Ψ = (π1, . . . , πg−1)

����� 	����
��� ���� �� πg = 1 −∑g−1
i=1 πi �

$�' ��������U �� ������ ���� ���� X ���� 	�� �� ��������� ���
�������

$�' +� x1, . . . , xn ��� � ��������� ��� � ��� ���� ���� �� ����������
���U �� ���������������� l(Ψ;x1, . . . , xn) �� ��������U �� �#��
�
�� ��������� ��� ������ � �������� ��� ���		����� �� �������
�� �������������

$�' 8��� 	������ �		������ ������������ 5/� � �����
�� ��� �����
��������� (xj , zj) � �Y �� ������� zj = (zj1, . . . , zjg) ��� ���� zji = 1
�� xj � ��� ������ ���� fi �� zji = 0 ���� i = 1, . . . , g �� j = 1, . . . , n �
��������U �� ������������ ��� ����� ��������� �� �	�����U ���
���	�� �� ������������ 5/ 	��� ������� Ψ �



:; ,������� �����������

$�' ������ ������� ������� ������������ ��������� �� fi ��� �� ������
���� ��� ������ N (µi, σ

2) �� �� �� 	����
��� � ������� ��� Ψ =
(π1, . . . , πg−1, µ1, . . . , µg, σ

2) W

4� C �����
�� ���� �
�� $������ ��� �� �G�� ����������' � ���� ���
���
������ A� a� B �� b� +���� Hn

AB � Hn
Ab � Hn

aB � Hn
ab ��� 	����������� ���

��	���#	�� ��� �� �������� n � C ���� ���

Hn
AB + Hn

Ab + Hn
aB + Hn

ab = 1 .

+���� pA� pa� pB �� pb ��� ��������� ��� ���
��� A� a� B �� b �� ���� r ��
������� �� ������������

$�' ���U �� ����� �� ������ ��� ���������� 	�������� ��� ��	���#	��
��� 	����� �� 	��� ������ ��	���#	�� �������U ��� ���
��� �����
	��� ������ ���� ����� 	������������

$�' �������U �� �0 ���

Hn
ab = Hn−1

ab − rDn−1 ,

�Y Dn = Hn
ABHn

ab − Hn
AbH

n
aB � C �		���� Dn �� ������������ ��

������ �� � ��� ��� �� 	�	������ ��� � ��������� �� ������ 	��� ��
�������� n �� Dn = 0 �

$�' !� ������������ �� ������ ��������� ���������

Hn
ab = papb + Dn .

M������U ����� ��������� 	��� ��������� Dn � ������ �� D0 ��
r �

$�' 5�������U �� ���	�� �� Dn 	��� ��O������ ������� �� r � ��		����
D0 > 0 �

=� +��� F �� ���� �� ����������� C ����� 	�� $PAA, PAa, Paa' ��� ����
������ ��� �������� ���� ����#	�� AA , Aa , aa �� 	�� $pA' �� ��������
�� �����
�� A � !� 	�	������ �� 	��	��� �������� 	�� ��������������

$�' �������U ��� �� 	��	����� PAA ��� ����U#����� ����

PAA = pA − pA(1 − pA)(1 − F ).

�������U ��� PAA 	��� ����� ������ 	��

�� PAA = p2
A + pA(1 − pA)F �

��� PAA = FpA + p2
A(1 − F ) �

$�' ������U ������� ����������� �� ��������������� �� �������U Ft �
������ �� Ft−1 � �Y ������� t ���	�� �� ���������

$�' �������U �� �������� 	��� 1 − Ft �

$�' X��� ������U����� �� F0 = 0 W
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03� ��������U ��� ���� ������ ������������ ��������
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�Y � ����� ������ ���� �������� ������ ��� ��������� � ���� ���
� ���
�� � ��������� � ���� C ����� 	�� FA �� 	���������� �������
U#������ $��� �� 	����� ���� <D�' 	���  � 	�� FB ����� 	��� D ����

$�' �������U �� 	���������� ������U#������ FG � 	��� ������� �����������
$<' �

$�' �������U �� 	���������� ������U#������ FG � 	��� ������� �����������
$<<' �

$�' !������ $<' ������	�� � � �����	����� ���� ������� +�		����
��� FA = FB = 0 � +��� q = 0, 01 �� �������� ��� ���
�� ��������
a ��� ��� ���	������ 	��� �� ������� ������� ����� ���	���U ��
������ ��G��� ������ �� �� ������� 	��� , ���� ����� 	��� � �������
���� ��� �����	����� ��� ��G���� �������



�������� �

�������� � �	��������

� �� ����	��� ��������

���	 �� ����������

!��������� ��� ��	
��� �� ����� ���� �� ������� �� ��� ���H�� ��� � �����
����� ���� � 	�������� ��� ������ �� ����� �� ���� �� ��������� ���������
�� � 	�������� �� �������� ��� �������� �� 	��������� �� �� ������ ��� ��	
���
��� ���	���� � ���� ��������� ������� ��� �� ���	����� ��� 	�������
��� �������� ���
��� ������������� ������ 	��� ���#��� �� ������� �� ��
��������� ���������

��� ��	�	
���

!�� ��������� ��� �� ����� ��� �		���� ��������� !�� �������� ��
	�������� ������
����� �� ��� ���� � ������ �O���� ���� ��� A

P ��� ������ ���������� ���� �� �� ��	������� ��� ����������� Q
P ��� ���������� ���� ������� ������ Q
P ��� �V����� 	�#������ ������������� ������ ��� �� �������� MF ��
����� Q

P ��� �������� ��������� ���� ��� ��������� ��������� �� �������� ���
������� Q ����

!�� �������� 	����� ����� ��� ������ �� ��� ������ �����	���� !� ����� ��
������� ��� �������� ������� 3, 2 × 109 �����  � 7� � �� , $���� ������
9�0'� 7���� ���� 	��� G��� ������� �� ��		����� �� ��� ���� 	������������
������ �������� ��O������ 	�� ����� <� # � ��� �����

43×109

= 100,6×3×109

= 102,4×109

�������� ��O������� [ ���� ���(����� ����� �������� 	������������ !� ������
��� �� �� ���	�� ������ ��� ����� ������ �� ����������� �� �������� 	���������
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!�� ���
��� �� ��������
�� ���	��� ��� ��� �������� ��� ��� ��������
������� ��� ������� �� �#	� �� ������� ��� ��� % ��������� &� +� ��� ���
���
��� �������� ������������ �� �� ������� ��� �������� ��� ���������� �
	���� �� �������� ���������� ��� �� ����� �� ������ ����� ������� ��� �����
���� ��������� ��� ��� ����������

!� ��! 	
 ������� ��� �
� ��� ���������� ��� ���� 	�� �� 	����������

µ = P{� ���
�� 	���� � ���
�� �������

��O���� ��� ���� ���
��� �� ���������}.

��� �� 	�	������ �� N ��������� �� 	��	����� �����
��� ������� �����
����� ��� �� �������� ��� �� �������� ��������� ��� ����	����� ������
������� ���� µ� 8���� ��� ������ ������� ��� 	������ �� ���� ���
���� �� ����
�� ������� 	�� ���
�� ��� µ/2� ��� �� �������� ��� ����� ������ 	����
µ = 10−5� �� ��� ������ G��� � ���O�� ����U ���������

#���� �������	 	����� 45 �������������	
 67

C 	��� ������� ��� �������� ���� ����� �O��� ������������ +� �����
�� ���
���� ���� 	�� �� ������� �� 	�� ���O�� ��� �� ���� �� �� ��������� �� ������
���� � 	���� ���� ������� ������ ��������� � ���
�� ��
� ���	�� ��
���� ���
��� $+ �� −'� !����
�� + ��� �����
�� ������� $% D��	����
 &'� �� �����
�� 	��� �������� �� �
�� !����
�� − ��	������ ���� ������ ��� ������ ������
�� �����
��� ���� �� ������� 	��������
�� ��� �� 	������ �� ���
�� ��	�����
+�		���� ��� �� ������� ���� ������������ ���� ���� µ A

+
µ−→ − .

+��� p+(t) ����	����� ������������ �� �� �������� �� �����
�� + � ������
��� t� !����#�� �� ����	����� ��� ���������� � 	���������� 	��� �� 	�	��
����� �� ����� ������� ���� � ����� �� �������� ��� � ��������������� C
������ �� ������� ��
� ���	�� A

p+(t + 1) = (1 − µ) p+(t).

+� ��� 	�������� � �

p+(t + k) = p+(t)(1 − µ)k = p+(t) exp(k ln(1 − µ)) ≈ p+(t) exp(−kµ).

����� ������ ���������� �� ���
�� ���		����� � 	���������� � ��� 	����
������ $% �������� &' ���������� �Y �� �G�� ������� �� 	������ � ������
�� �� ���
�� ��	���� �������� �	�
� ��������� )��� ��� �� ������ ����
�� �������� � ������� ����� ���� � ����� ����������� �� ��������� 	���
���� ��� �������� ����� ��� �O��� �		���������� ����� ��� ��� ������
������� ��� 7���� ��	��� � ����� �� ��������� �� ������� �� 03 333� !�
����� ;�0 �������� ���������� �� p+(t)�
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������ 9�� �  � ����.� ������ �� ���������� �� �������� p+ �� �������� �� ���.��
�� ��������
 
� µ = 10−5� E�
���# t = 10 000 ��������
7 ��������������� �������
p+(t) = 1 − µ t �
� ���
 .�����  �5�� �� ������ 
�����
 �
� ������ �� �// /// ��
 ��
������� �/ /// ��������
�

+� ��� �(���� �� �������������

+
µ−→←−ν

− ,

� ������� 	��� �� ����� 	�	������

p+(t + 1) = (1 − µ)p+(t) + (1 − p+(t))ν.

!������ t → ∞� ����� �������� ������� ���� �� 	��� ���

p∞+ = (1 − µ) p∞+ + (1 − p∞+ )ν

p∞+ (1 − 1 + µ + ν) = ν

p∞+ =
ν

ν + µ
.
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[ ������� �� ��������� ��� ��
� ���� ��� �� �������� 	��� G��� ��������
�����

(p+(t + 1) − p∞+ ) = (1 − µ − ν)(p+(t) − p∞+ )

�� (1 − µ − ν) ��� ��
� 	����� �� 0�

#���� �������	 ��  ����,� �� ��
������ 45 ����

��� ���

�������	
 67

<��� �����
�� ���� − ��� ����������� ��� �� ��� ��� ��� �������� � ���
��#	� −− � �� ��	�������� 	��� ��� �� ���� � ��������� ��������� ����
�����
�� ������� + �� �����
�� ����������� −� 8��� ������� ������������ �� ����
	����� 	�� ��� ����#	��� ��� �� U#������ (��� � �"��� +�� � �������� t� ��
	��	����� �� �����
�� − ���� p−(t)� ��� ����#	�� ������� �� �� 	��	�����
P++(t) = (1−p−(t))2 �� P+−(t) = 2p−(t) (1−p−(t))� !�� �������� � ����#	�
−− �� �� 	��	����� P−−(t) = (p−(t))2 �� � �� ��	�������� 	��� 8���� ���
�������� ��� �� ��	��������� �� 	��	����� ��� ++ ���� ���

(1 − p−(t))2

(1 − p−(t))2 + 2p−(t)(1 − p−(t))
=

1 − p−(t)

1 + p−(t)

����� ��� ����� ��� ������U#���U�� +− ����

2p−(t)(1 − p−(t))

(1 − p−(t))2 + 2p−(t)(1 − p−(t))
=

2p−(t)

1 + p−(t)
.

 ���� ��� �� �������� ������� A

p−(t + 1) = µ ·
(

1 − p−(t)

1 + p−(t)
+

p−(t)

1 + p−(t)

)
+

p−(t)

1 + p−(t)
=

µ + p−(t)

1 + p−(t)
.

!� ������ � ����������� p∞− ������ ���

p∞− =
µ + p∞−
1 + p∞−

⇐⇒ p∞− (1 + p∞− ) = µ + p∞− ⇐⇒
(
p∞−
)2

= µ.

!���������� ��� ��������� ��� ��� ��� �� 	��	����� ��� �������� ��� � �� ��	���
������ 	�� �� ��� ��� ���
��� ��� 	����� (p−(t))2 ��� ����� � µ� �� 	��	�����
��	���� ��� ������� ���
��� ����� ��� ��� ����� ��� ������ ��������� +�
µ = 10−5� � ������ ��� A

p∞− = 3 × 10−3,

������������ ��� �� ������� ��� �������� ������U#����� 	����� �����
�� ������
������ ��� �����

P+− = 2 × 3 × 10−3 ≈ 0, 6 % �� �� 	�	�������
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��� �� ���� ����� ��� �� ����#	� −− ��� +− � �� ��	�������� 	�� �� ��
	��	����� p−(t) ��� ����� � µ ����� ��� �� 	��	����� P+−(t) ��� � 	�� 	�
�
2µ� �� ������ �� ���� �� ��������

�� ,����	
��

!� �������� ��� � �������� ��� ���� 	���	���� ������� ����#	�� 	���
��� ��������� 8��� ������� ��������������� �� ��������� � ������� � ������
����#	� �� ����� w������� 	��	��������� � �� ����� �� ��	���������
8��� � �
� � ���� ���
���� �� 	������ ���� �������� t � �� 	������� t + 1
��� ��� ��	������ 	�� ��� �������� �������� A

PAA(t) = p2
A(t) PAA(t + 1) = p2

A(t) wAA/w̄(t)
PAa(t) = 2pA(t) pa(t) −→ PAa(t + 1) = 2pA(t) pa(t) wAa/w̄(t)
Paa(t) = p2

a(t) Paa(t + 1) = p2
a(t) waa/w̄(t)

�������� t �������� t + 1

8��� ��������� �� ��	������� � �������� t + 1� � ���� ������� 	��

w̄(t) = p2
A(t) wAA + 2pA(t) pa(t) wAa + p2

a(t) waa ,

�� 5��
�� ���
��
 $� �������� t'�
!� �#������ �� �� ���
�� ��� �� ������� A

pA(t + 1) = p2
A(t) wAA/w̄(t) + pA(t) pa(t) wAa/w̄(t) , $;�0'

������������

∆pA(t + 1) = pA(t + 1) − pA(t)

=
p2

A(t) wAA − pA(t) w̄(t) + pA(t) pa(t) wAa

w̄(t)

=
p2

A(t)pa(t) wAA − 2p2
A(t)pa(t) wAa + pA(t) pa(t) wAa − pA(t) p2

a(t) waa

w̄(t)

=
pA(t) pa(t) [pA(t)(wAA − wAa) + pa(t)(wAa − waa)]

w̄(t)
. $;�2'

��� �� ����
�� �������� ��� ���� ������� �� ���� ��� pA(t) = 1 − pa(t)�
!� 5��
�� ��������
 �� �����
�� A� w̄A(t)� ��� ����� � �� ������ �� �� �����

��� ��� 	��� ��������� � �����
�� A� 8��� �� ��������� � ���� � ��� ���
��� A 	��
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������ ��� �� 	�	�������  ��� �� 	���������� 	��	��������� � pA(t)2� �����
��
	������ ��� ������� ���� ����#	� AA ��� ���� �� ����� 	��	��������� �
2pA(t)pa(t)/2� �� ������ ��� ������� ���� ����#	� ������U#����� !� �����
�������� ���� ��� A

w̄A(t) =
pA(t)2wAA + pA(t) pa(t) wAa

pA(t)2 + pA(t) pa(t)
= pA(t) wAA + pa(t) wAa .

5 ������ �		�� � ����� ����� � 	��� ������� ∆pA(t + 1) A

∆pA(t + 1) =
pA(t) (w̄A(t) − w̄(t))

w̄(t)
.

����� ������� ����� ��� �� �������� �� �����
�� A ������� ������� �� �����
�������� ��� 	��� ����� ��� �� ����� ��#�� �� ������� ������ ��� �������
���� !� �������� ���� ���� ���������� �� ����� �� �� 	�	�������

��� ��� �		��������� � �������� ������ �� 	������������� ������� A

wAA = 1; wAa = 1 − hs �� waa = 1 − s,

���� s �� ��
O��
�� 	
 ���
����� ����� aa $�� s > 0' �� h �� 	
��� 	
 	�������

$�� h ≥ 0'�

C 	��� ��������� ��� ��� �������� ��	������� ���� ����� ���	����� � ��
����� ;�2�

< A h = 0 A wAA = 1, wAa = 1, waa = 1 − s
�����
�� A ��� ������ �� �������� 	�� �� ��������
$s = 1 ������	�� �� ��� ����������� �� ��������'�

<< A h = 1/2 A wAA = 1, wAa = 1 − s/2, waa = 1 − s
���O�� ��� ���
��� ��� �� ����� �� ��������� ��� ��������

<<< A h = 1 A wAA = 1, wAa = 1 − s, ; waa = 1 − s
�����
�� A ��� ��������� ���� �������� 	�� �� ��������
$s = 1 ������	�� �� ��� ����������� �� ������'�

��� ��� ����� ���� �� 	�	������ ��� ���� p∞A = 1 Q �����
�� A ���	����
���	�
����� �����
�� a� ���� ��� �� ��������� �� wAA ≥ wAa ≥ waa� ���
�������� ��� ��������� � ��������� ����������� 	�� ���������

∆pA(∞) = 0.

#���� +����,���

+� �� ����#	� �����������
 ��� �����
� $% ��
�	�������
 &'� ������������
�� wAa > wAA �� wAa > waa (h < 0, s > 0)� ����������� ��� ����������� 	�� A

pA(∞)(wAA − wAa) + (1 − pA(∞)) (wAa − waa) = 0.
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������ 9�� �  � ����.� pA(t) �� �����
��� ��-�����
 ������
 �� ��������� h �� ����
s < 0� (� �.��7 �� ���������� �� �������� A �
� ���
 ���.��7 ���
 # �� ������7 ���
�
�������� a ��� �
� ����� �� �� ����������� C��� h < 07 ��
 ���� ������
 �������� ��
�����.���

pA(∞) =
−waa + wAa

−(wAA + waa) + 2wAa
=

1 − sh − 1 + s

1 − sh − 1 + s + 1 − sh − 1

=
1 − h

1 − 2h
=

1 + |h|
1 + 2|h| .

!���������� �� �����
�� A �� �� �����
�� a ��� ���� ������ �������� �� ∆ pA(∞) = 0�
���� ��� ���� ����� � ��� 	�� �������� 5 ��� 	�������� � 	���� pA(t) = ε
�� pA(t) = 1− ε� �� 	��	����� pA(t) ������� ���� pA(∞) = (1− h)/(1− 2h)�

M ����� �#	� ����������� ��������� �� �%�����������
 ��� ������
�� ��������
���� wAa < wAA �� wAa < waa� C ������ �� �G�� ������ ������� 	���
pA(∞) ����� ����� ����� �� �������� pA(t) = pa(∞)± ε ��� ������� �� �������
���� ���������� �� �����
�� A �� �� �����
�� a� C 	��� ��������� ��� ���� ����
� ��������� �� ����� ��#�� ���� 	�	������ � ������ �� pA� C �

w̄(pA) = p2
AwAA + 2pA(1 − pA) wAa + (1 − pA)2waa ,



4; ,������� �����������

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0
.9

8
1

.0
0

1
.0

2
1

.0
4

1
.0

6
1

.0
8

pA

fi
tn

e
s
s
 m

o
y
e

n
n

e

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0
.9

5
1

.0
0

1
.0

5
1

.1
0

pA

fi
tn

e
s
s
 m

o
y
e

n
n

e

������ 9�6 � F ������7 �� 
������� ������������ �
� �� .���� G # ������7 �� ���
� ��
 ��
��
� H� �
� # ����� ���# ������ ��� ���������� ���� �������� pA ≈ 1 ���
� ��
 ��������
��� ������� # 
� $���

 ���
 �� 
����� ����� ���� ����� 
�������� 
��.��� %� ���� �
pA(t) = 1− ε7 �� ���������� 
� ������.�� ���
 pA(∞) = 1� )��� �� ���� ��
 ������
��
�� ���� �� $���

 ���� �������� # �� ��������� 
������� pA(∞) = 0� 	��� �
� �* # �����
�!�����
� �� ������ �� ���������� ��$���� %����7 ��� ��
 �-��
 ����������������7 ��
��

��� ���
 pA(∞) = 0 �
� ��

�.���

��� ��� ������ ���� �� �������� �������� ��������� �� ����� ��#�� $�����
;�6'� !������ wAa > wAA �� wAa > waa� �� ������ �������� ��� 	���� � pA(∞)�
/���� �� wAa < wAA �� wAa < waa� pA(∞) ������	�� � �� ������ ��������

���� 	����� ���������� ���� ���
�� �� �������� �� ��������� ��� �����
���� $A

µ→ a)� ���� ��� ��� ����G� 	���������� ������� a ��� ������������ !�
������������ �� $;�0' ��� �� ������� A

pA(t + 1) = (pA(t)2wAA/w̄ + pA(t) pa(t) wAa/w̄)(1 − µ).

���� ��	���� ���	����� �� ���� ���� ���� �� 	������ ���� �������� � ��
	�������� �� ������� µ ��� ���
��� A �� ��������� � a�
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+� h = 0� ���� �� ����#	� aa � �� ����� ������� A

wAA = wAa = 1 �� waa = 1 − s.

!�������� �� ����������� ��� ��� A

pA(∞) =

(
pA(∞)2 + pA(∞) pa(∞)

)
(1 − µ)

(pA(∞)2 + 2pA(∞)pa(∞) + pa(∞)2(1 − s))

⇐⇒
pA(∞)

(
pA(∞)2 + 2pA(∞)(1 − pA(∞)) + (1 − pA(∞))2(1 − s)

)
= (1−µ)pA(∞)

pA(∞)2(1 − 2 + (1 − s)) + pA(∞)(2 − 2(1 − s)) + (1 − s) − (1 − µ) = 0

s(pA(∞))2 − 2s pA(∞) − µ + s = 0 ⇒ pa(∞) =
√

µ/s.

+�� � �������� h > 0 $������� 	�������� �� �����
�� a'� �����

pa(∞) ∼= µ

hs
.

#���� +����,��� �� �����������

M� ���#�� ������
�� �� �� �#������ ���� 	�	������ ��� 	������� � ��
������� � ������� ��L��� +���

n(t) = (n1(t), n2(t), . . . , nk(t))

�� ����� ��#� ���������� � �� �������� t = 0, 1, 2, . . . ��� ��� �������
��L�� 1, 2, . . . , k� 8��� ������� �� �#������ ����� 	�� �������� �� 	�� ���
��
� �������� ��� 	����
���� �� �������� �� �� ��������� A

f1, f2, . . . , fk

m1, m2, . . . , mk = 1.

!� ��������� mi ��� ����� � �� 	���������� ���� ������� �� �� ������ ��L�� i
����� ���� ���������� �� ������ i + 1� !� �������� fi ��� ����� �� �����
��#� �� ��������� ��� ������� �� �� ������ ��L�� i� ���� ����������
�� ������ i + 1� ��� �� ���
�� ���	��� ��� 	����
���� ������ �������
���� �������� � �������� +��� ����� �#	���
��� �� ������� n(t) ������ ����
���������

n(t + 1) = Lk n(t)

�Y Lk ∈ Rk×k ��� ����� �

Lk =

⎛
⎜⎜⎜⎝

f1 f2 · · · fk−1 fk

1 − m1 0 · · · 0 0
���

���
���

���
���

0 0 · · · 1 − mk−1 0

⎞
⎟⎟⎟⎠ .
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!� 	����
�� ���� �� �#��
��

n1(t + 1) = f1 n1(t) + · · · + fk nk(t)

���	�� ���	����� �� ����� ��#� �� ��������� ����� ���

ni(t) = (1 − mi−1)ni−1(t) (i = 2, . . . , k)

���	�� �� ����� ��#� �� ���������� ����� ������� � ����� ���������

n(t) = Lt
kn(0). $;�6'

'&�"��� �(� 9+��������:# �� f1 = f2 = 1 
� m1 = 0' �� ����
�� �� ������


L2 =

(
1 1
1 0

)


� 
� ����
�R��� ��
� n(0) =
(
1
0

)
' �� ���
 	
� ���������� 
�� F

n(0) =

(
1

0

)
; n(1) =

(
1

1

)
; n(2) =

(
2

1

)
; n(3) =

(
3

2

)
; n(4) =

(
5

3

)
; . . .

8� ���
 	
� ���
�� 	
 �� �����
 	%?�
 2 
�� F

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . . ,

�
� �����
� 	
 +��������# V �� ����
' � �������
 �%�������
 	��� �
 �������
	
� �����
� 	%��	���	� 	��� �
� 	
! �����
�

0

1
→ 1

1
→ 1

2
→ 2

3
→ 3

5
→ 5

8
→ · · · 2

1 +
√

5
.

3
�� �%
!����
 ��� �
� ���������� �� 	����
�� 	


n(t) = Lt
2n(0).

�� n(0) 
�� � �
��
� �����
 	
 L2' �%
���)�	��
 ��

L2 n(0) = λ n(0),

����� n(t) = λtn(0)# �� n(0) �%
�� ��� � �
��
� �����
' �
 ������� �
��
 ���
���!������
�
�� ����' ��
� λ �� ���
� �����
 �� ��� ���������
# $��� ����


!
���
' �
� ���
�� �����
� ����5
�� F

	
�

(
1 − λ 1

1 −λ

)
= λ2 − λ − 1 = 0


� 	��� λ = 1/2 ± 1/2
√

5# 8� ���
� �����
 �� ��� ����	
 
�� (1 +
√

5)/2 =
1, 618#
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!�����	�� ����� ��� �����#�� �� $;�6' 	���� 	�� �� ��� ���	�������
�� �� ������� Lk� !�� ������� 	��	��� λ �� Lk �������

���(Lk − λ Ik) = 0.

8��� k = 1� L1 = f1 �� λ = f1� 8��� k = 2�

L2 =

(
f1 f2

1 − m1 0

)
, �� (f1 − λ)(−λ) − f2(1 − m1) = 0.

5 ������� �� ���� �������� �� ��������� ��

Lk − λ Ik =

⎛
⎜⎜⎜⎝

f1 − λ f2 · · · fk−1 fk

1 − m1 −λ · · · 0 0
���

���
���

���
���

0 0 · · · 1 − mk−1 −λ

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

C ������
��� (Lk − λ Ik) = −λ ��� (Lk−1 − λ Ik−1)−

(1 − mk−1) × ���

⎛
⎜⎜⎜⎝

f1 − λ f2 · · · fk−2 fk

1 − m1 −λ · · · 0 0
���

���
���

���
���

0 0 · · · 1 − mk−2 0

⎞
⎟⎟⎟⎠

= −λ ���(Lk−1 − λ Ik−1) + (−1)k−1(1 − mk−1)(1 − mk−2) · · · (1 − m1)fk.

���� ���� ��(� �� ��� ���(L1 − λ I1) = f1 − λ� !� ������� �� �������� ���
��� ���� �� ������� ��� ��� ���

���(L2 − λ I2) = −λ(f1 − λ) − (1 − m1)f2 = λ2 − λ f1 − (1 − m1)f2.

�� �G���

���(L3 − λ I3) = −λ(λ2 − λ f1 − (1 − m1)f2) + (1 − m1)(1 − m2)f3

= −λ3 + λ2f1 + λ(1 − m1)f2 + (1 − m1)(1 − m2)f3.

5 ������� ��� ������� 	��	��� ������� ����

λk − λk−1f1 − λk−2(1 − m1)f2 − λk−3(1 − m1)(1 − m2)f3 − · · ·
−(1 − m1)(1 − m2) · · · (1 − mk−1)fk. $;�;'

!�� �������� 	��	��� v = (v1, . . . , vk) ��� ������� � �������� <�� ������� λ v =
Lkv �� ��� ��	�����

λ v1 = f1 v1 + f2 v2 + · · · + fk vk

λ v2 = (1 − m1)v1

λ v3 = (1 − m2)v2

���

λ vk = (1 − mk−1)vk−1.
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!� ������� �� �� �#��
�� ������ A

v2 =
1 − m1

λ
v1

v3 =
1 − m2

λ
v2 =

(1 − m1)(1 − m2)

λ2
v1

���

vk =
1 − mk−1

λ
vk−1 =

(1 − m1)(1 − m2) · · · (1 − mk−1)

λk−1
v1.

!�� �������� ��� �		�������� ��� �� �� ����	������� ��������� ��� Si+1 =
(1−m1) · · · (1−mi) ��� ���	����� �� 	���������� �� �������� (������ �� ������
��L�� (i + 1)�

M� 	�	������ ��� ��� ������ � $;�6' 	���� � ����� ����� �� ���
������ T ���� �� ������ 	��	��������� � λT �Y λ ��� �� 	��� ����� ������
	��	��� !�� ��		���� ��� vj ���� ��� ��������� ��������� ��� ��� ��O������
������� ��L��� <�� ��	���� ��� 	����������� �� ������ �� �� �� ������ �� λ� +�
��� ������� ��L�� ��� �� ������ ������ �� ������� $;�;'

1 = λ−1f1 + λ−2S2 f2 + λ−3S3 f3 + · · · + λ−kSk fk

=

k∑

i=1

λ−iSi fi

	��� G��� ���#��� 	�� �� ������ �������� 5 	���� λ = em �� � �		������
�� ����� 	�� �� ��������� � � A

1 =

∫ ∞

0

e−mxS(x) f(x)dx,

�Y S(x) ��� �� ������ �� ������ �� f(x) ��� �� ��������� ��� ���� �������
������� A

$�' S(x) = P $� ������� ������������ ��������� � �� ����� �� ��� > x' Q

$��' f(x) ����
∫ b

a
f(x)dx = P $� ������� �� ��	������ ���� ��� L��� a �� b'�

+� ���� ��� �������� �� ���	����� ���� S �� f � �� 	�	������ ������ ��
	#������ ��L��� ������ �� ���Z� ��	������������ +��� 8�	(t) �� ������ �� ��
	�	������ �� ���	� t� <� ������� A

d8�	(t)

dt
= m × 8�	(t),

�� 8�	(t) ∝ emt�



���	���� ;� ������� �� ���������� �� �� ��������� �������� 4=

��� )�����	
��� *�
��

!�� ���������� ������� ��� ��� ���� ������� (�������� ��� ����� ��� ���#	��
��
�� ���� 	�	������ �� ������ ���� ��� ���� ������� ������ ���	�
�����
���O�� �� ����������� ��� �� �������� ��� ���
��� ��� �������� 	��� ����� ���
�������� �� �� 	������� ��������� +� ������ �������� � ���	������ ���
N �������� �� ��� 2N ���
���� �� �������� �� -���# �� @������ $����� 6�0'
� ������ ������ ����������� �� ����� ��� ��������� ��	����� �� � 	��
��� 	��	������ ��������� ��� ���
��� �� ��� ����#	��� ��� ����� ������� ���
����� ��������� ��� �� ������ ���� ��� ����	����� �� ������� �� �������� ���
���	 ���������� !� ����� ;�; ��� ��		���� ���	�������� ������� ��� ��
���
�� �� @����� �� B������ �� ������� �������� �� �������� � 	����� �� ��
�������� 	��������

,������
��
�������� t
PAA(t), PAa(t), Paa(t)

!�"���	

�������� t
pA(t), pa(t)

�
�

	



,������
��
�������� t + 1
����� 	�� ������ �� N
����#	�� ���
������� �� ���
���

������ 9�9 � 	� 
���� �������� �� ���
�������� ��
 ��
�������
 
���� �� ������ ��
&�����"��
����

X������ ��� ��� 	��	������ ������������ �� �� 	�������� W 8��� ��	���� �
����� �������� �� ��� ����� ����������� �� ������ ��		���������� <������
��� ��������� 	�� t = 0, 1, 2, . . . �� ���� NA(t) �� ����� �����
��� A � ��
�������� t� [ 	����� �� ����� �������� ���� 	��� G��� ������� 8���� ��� N
��� ������� �� ����� �����
��� a ��� Na(t) = 2N − NA(t)� �� �������� ��
�����
�� A ��� pA(t) = NA(t)/(2N)� ���� !� ����� ��O����� ���� ��� ��������
��� ��� ���� ���������� ��	������ ��� �� ����� ��������� �� ���
��� !�
�������� t = 0 ������	�� � ������ �� ��	��� �� ��� ����� ������� NA(0)
����� ���� ���� NA(t) 	��� t > 0 ���� �������� 	�� ������ ����������
�� ����� (NA(t))t≥0 �������� � 	�������� ������������ � ���	� �������� 8��
��������� pA(t) ����� ��� ���������� 5 ������ NA(t)� ��� 	��	������ �� NA(t+
1) ��� ������ M ��� 	�������� ��� ��� ���Q���
�� !� ��� ����������� ��
NA(t + 1) � �������� NA(t) ��� ���	����� �� ��� �������� A

NA(t + 1)|NA(t) ∼ D������(2N, pA(t)) , $;�1'

��� NA(t+1) ��� ������ � ����� ���� ������ �� �� ���
�� ��������� 2N ����



=3 ,������� �����������

��� �� ��� ��������� �� 2N ������� ��� NA(t) �� �#	� A� <� ������� ���

E (NA(t + 1)|NA(t)) = 2NpA(t) = NA(t)

F�� (NA(t + 1)|NA(t)) = NA(t)(1 − pA(t)).

+� X �� Y ��� ���� ��������� ���������� ����������� � � ��� ��������

E(X) = E (E (X|Y ))

F��(X) = F�� (E (X|Y )) + E (F�� (X|Y )) .

5 �		������ ��� ��	������� ��� ��������� NA(t + 1) �� NA(t)� � � ���

E(NA(t + 1)) = E (NA(t)) $;�9'

F��(NA(t + 1)) = F�� (NA(t)) + E (NA(t)(1 − pA(t))) . $;�:'

!� 	����
�� ������� ����� ��� ��
�������
 �� ����� ��� ���
��� A� �� ���
�������� �� ���� ��������� ����� ������� ���� �������� � �������� ���
��� ��� �� �����
�� ��� ������� ��� �� ������� ������ �� ����� ��#��
������� � ������ 	������ 	��

E (NA(t)(1 − pA(t))) = N E (2pA(t)(1 − pA(t))) . $;�4'

��� ������������ ��� ���������� 	������ ���� �� pA(t) = 0 �� pA(t) = 1� !�
�����
�� �������� ���� �		�� � ��������������


H(t) = 2pA(t)(1 − pA(t)),

��� ��� ����� � �� 	���������� ����������� 	��� �� ������� ��� �������
������U#���� � �������� t + 1 �� ��� �� 	���������� ��� ���� �� ������ ��
���� ���
��� � �������� t� � ��� ���
��� ��� A �� ������� a� 5 ����������
NA(t−1) ��� ��� �������� � 	��� ������� �� ������� ��������� 	��� E(H(t))�
C �

E (H(t)) = E (E (2pA(t)(1 − pA(t))|NA(t − 1)))

�� ����	����� ��������� ��� ����U ������ � �������� 	��� �� �������� ���������
+� X ∼ D������(n, p)� �� ������� ���

E(X(n − X)) = nE(X) − E(X2) = nE(X) − (F��(X) + E(X)2)

= n2p − (np(1 − p) + n2p2) = (n2 − n)p(1 − p) = n(n − 1)p(1 − p).

��� ���� ���� � �������� $;�1'� � ������ A

E (NA(t) (2N − NA(t))|NA(t − 1)) = 2N(2N − 1)pA(t − 1)(1 − pA(t − 1)).

5 ������� ��� ���� �"��� �� ����� ��	������ 	�� (2N)2 �� � 	���� ����	��
���� � ������ � A

E (H(t)) =

(
1 − 1

2N

)
E (H(t − 1)))

=

(
1 − 1

2N

)t

H(0) =

(
1 − 1

2N

)t

2pA(0)(1 − pA(0)) . $;�='



���	���� ;� ������� �� ���������� �� �� ��������� �������� =0

5 ���������� ��� $;�:'� � ������ ������� �� �������

F��(NA(t + 1)) = F�� (NA(t)) +

(
1 − 1

2N

)
N E(H(t − 1))

= F�� (NA(t)) +

(
1 − 1

2N

)t

N 2pA(0)(1 − pA(0)).

<� � ������� ��� A

F��(NA(t + 1)) = F�� (NA(t)) +

(
1 − 1

2N

)t

N H(0)

= F�� (NA(t − 1)) + NH(0)

((
1 − 1

2N

)t−1

+

(
1 − 1

2N

)t
)

= F�� (NA(0)) + NH(0)

((
1 − 1

2N

)0

+ · · · +
(

1 − 1

2N

)t
)

= 2NpA(0)(1 − pA(0))
1 − (1 − 1/(2N))t+1

1/(2N)
.

!� ������� ��� ���� �� ���	� t = 0 �� ������� ���� (2N)2pA(0)−(2N)2pA(0)2�
�� ��� ����� ������ ������ ���� 	�� ������� ���� ����������� ���������
$;�=' ��� ��� ���� ���������� ���� �� ������ ��� 	��� ������ �� 	���
�� ��
����	������� ���������� �������� !� ������� pA(t)2+(1−pA(t))2 ������	��
� �� 	���������� ��� ���� ���
��� ����� �� ������ ��� �� 	�	������ � ��������
t ����� ������ �� ���O�� ��������������� ��� ��� ������������
 �� ���� 1−H(t)�
!�������� $;�=' ����� ��� ��������U#����� ���� 	�	������ �� ������ N ���
��� ������� ��� V��������� ���������� �� ���
�� �� @������B����� �������
���� U��� ������� t → ∞ ��� 	�� ��������� �� � ����� � �� ������ ��� ���
�������� ����U#������ 5 �O��� pA(t) → 0 �� ��� pA(t) → 1� ������������ ����
��� �� ������� ��� ���� ���
��� ��� �������

�� �������� ��	����� ����� �� ������ 	��� �� �������� !� ����� ��� �����
��
A ���� �� ���� � �������� ��� ����� � pA(0)� !������ t → ∞� �� �������� NA(t)
������� ��� ���� ���� 2N ���� 	���������� pA(0)� ���� ���� U��� ���� 	����������
1 − pA(0)� !� ������� ������ ��� ����� � �� ������� �� ����� �������� ������
�������

C ������ �? ������ �� �������� ��� �� ��������� ���� ��� ����� 3 �� 2N
��� ���	����� �� ��������� �� ���� ��� NA(t) ��� �� ���Z� �� /��I��
���� ����� {0, 1, . . . , 2N}� �Y 3 �� 2N ��� ����������

��� ������� ������� ����� ������ �� ������������� ��� �� ���
�� ��
@����� �� B������ �� ���� �������� �� ��������������� � ������ �� �����
��������� ��� ���
��� ����� ���	�������� ���� �� ����U ����� 	����������� ����
	����� � ���� ���� �� ���� �� 	����� 	���������� ������ ������� �� ��	�����
�������� ���
���� �� 	����
� ��� �		��� �� 	����
 �������
 $% �
�
��� 	���� &'�



=2 ,������� �����������

+� �� ������ N �� �� 	�	������ ��� ������ � � 1−1/(2N) ≈ exp(−1/(2N))
�� ������ ����

E(H(t)) ≈ exp (−t/(2N)) H(0).

!� ��������� �� ��������U#����� ���� U��� ��� ��	���������

#���� �� ��� �  ���� �� 8�����91�����

<� ��� ������ �������� � 	���� �������� 	��� ������� �� ���
�� �� @������B������
 ���� �� ����� ;�1 ����� �� ��
� ������ ��������� ���� 	�	������ �� N = 2
��������� ��� �� ���
��� �� ���� 	�� ��������� �������	��� ��� ���
��� 	���
����� ��� ����#	��� <� ��R� �� ���	����� ������ ��� 2N ���
��� ����������
���� �� ������ �������� �� �� ������ ���� ���������� ��� �� ���� ���
	������� ����G���� �� �� ��������� ��� ���
��� �� ��� ���	��� �������� � ��
����� ;�1� ������� �������� 	����
�� ��	������� 7��� �������� ���U ����
�� �����
�� �������� �� ���� 	�� �������� ���� ��� ����� �� 	�	������ ���
����U#���� $����U#����� ����� � 0'� �� ��� �������� ���� ��� ���� ��� ���
���
��� �� ��	�� �� �����
�� 2 �� �� �������� �������� 5 ������� �� ���������
�� ������U#����� �� �� 	��� ���� � ������������ �� �� 	���������� ��� ����
���
��� ����� <D��

#���� $��	���� ��� ���
�	��	
� 4$:27

��� �� 	�	������ �� ������ ���� ��� ��������� �����
��� ������ V������
�� ���
�� ��������� �� �� 	�	������ � ������ � ������ �����
�� X�� �����
��U#����� �� �� ���� <D� ����� � 	�����
�� ��� ����U ������� ���� ��������
���������� ������������ ��� �� 	�	������ ������ �� 	����� ������ �� ����
��� � �� 	�������� ��G���� ������� <� ����
�� ���� ������� ��
� ���	��
��R� 	��� ��� ���� �� ������� ������ +��� F (t) �� 	���������� ��� ����
���
��� ����� �� �� 	�	������ � �������� t ����� ��������� 	�� ���������
$<D�'� +�		���� ��� �� 	�	������ ������ � ������ �������� N ��������
�� 2N ���
���� 5 �������� �� ���
�� �� @������B������ � 	��� ���� ��� A

F (t) = P (���� ���
��� ������������ ������� �� �� �������� t ��� <D�)

= P (��� ���� ���
��� ��� ��	��� �� �G�� ���
�� � �������� t − 1)

+ P (��� ���� ���
��� ��� ��������� �� ���� ���
��� ��O�����

�� �� �������� t − 1� ���� ��� ���� ������ <D�).
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 ����� ��������
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 �������
 ��
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 ������
 A 1���
2 ��
 ������
 a 1.����2� (���
 ���� ����
�����
7 ��� 
��������
�� 
��� ������ ��� �
� ����
��� �
� �������� A7 ���
 ���
 ��
 ������
 
��� H?B7 ��
 �����

�� �������� ��

5 �������� ������ A

F (t) =
1

2N
+

(
1 − 1

2N

)
F (t − 1) ⇐⇒ $;�03'

1 − F (t) =

(
1 − 1

2N

)
(1 − F (t − 1)) ⇐⇒

1 − F (t) =

(
1 − 1

2N

)t

(1 − F (0)) .

C �������� ��������� �� ��� ��� �������� ��� 	��	������ �� ����	����� ��
������U#������ C 	��� ��� ���� ���� ���� �� ���
�� �� @������B������ ��
	�	������ ���
�� ������ ����������� �������� �� ���� � �� ������� ��	��
�������� 8��� ����� � ���
�� 	��� ��������� �� ���� ��������� ����������� ���
�������� 	��� ����� ����� 	��� �� ��������� ���������
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#���� -� ���
����� �� 
����
�	
�

 ��� �� ��������� ��� ��������� �� ��� ����� �� ����������� ���� �������
��� �� 	�������� �� @������B������ ���� ����� ���� � ���J�� �� ���������
��� ���
��� �� �� �������� ���� ���� ������ � �������� �� ���	� ��� ��
	�������� �� @������B������  � ���� �� �������� � ����� ���� ��� ���������
�������� � ������� � ����
�� 	��� ���	����� ������������� !� ����� ;�9 ��
����� �� ���������

������ 9�> �  ���.�� ������ �� ��
�������� ��
 ������
 �����
 �� �������� � �� ��
��������� ���������  � ������ �
� �������� � �� �� ���������� �������� �� ��
 �������


��� ��
 ������
 �����
 �� ��� ������ # �� �������� ����� 0���
 ��
���
 ��� ����7 ��� ��
�������� 97 ��� �� �������� 6 �� �� �������� �� �������� /�

!� ����� ;�9 ����� �� ��������� �� 	�������� ���� 4 ���
��� ����� ��	�
	������� �� 	�������� �� @����� �� B������  	�
� �� ����
�� 	������� �����
�����
�� ����� ; ����� ��� �� �������

�������� 	��	������ ������������ ��� ������ ������������ ������ 	�� ��
	�������� �� @������B����� ��� ���	��� � �������� 5 ���������� k ���
���
��� �� �������� ���������� � 	��� ��������� ������� �� ��������� �
�����J�� ���� ����� ��� ��� ��������� 	���������� �� 	�������� ���� ���
������ �� ��� ����������� � �� ��� ��� ���� ���
��� ��� �������� ��� ��
�������� 	���� ������ �� ��� ��������� ��� �G�� ��G���� ������ ���
��� ������ ��� ��������� 	���������� 5 	����	�� ������� ����� ���� 	��



���	���� ;� ������� �� ���������� �� �� ��������� �������� =1

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 2 4 4 6 7 8

2 2 2 2 4 4 4 8

2 2 2 2 4 4 4 4

2 2 2 4 4 4 4 4

2 2 4 4 4 4 4 4

4 4 4 4 4 4 4 4

4 4 4 4 4 4 4 4

������ 9�8 � ,�� 
��������� �� �����

�
 &�����"��
��� ���� J ������
 ������
 �� �
# J�  �
 �����
 ��������� ��
 ������
 ��� ��� � ����
�
 ���
 �� ��

��� ����� ��������
# �� ����������

�������� ������� ��� �� ��� 	������� ��� ����� ���
��� ����� ��������� ���
���� 	����� ���� ����� 	���������� ��� ��������� �� N ��� ��R������ �����

��� +�� ��#��� ��������
���� �����
	�
��� �� ��������� �� '�
��	&-
����

���� ���
��� ��������� ��� �� 	�	������ ��� ��� ������ ���� �� ���
�
�� �� @������B����� �� ���(���� � ��G��� ������ 	����G��� ��� ��
�������� �������� 5� ���� ������� �� k ���
��� ��������� 	���
�� � �����
����������� ��� �� ����� ��� � ��������� � ��G��� ����� � ����� ����
����� ������� �O������ ��� ������� 	��� ������� �� ���	� ��������� �����
����� 	��� ������� ���� ��� ��G��� ������ 8��� ��������� 	���� ����
���
���� ���� ����� ���	��� �� ���	� � ��������� �� � ����� ���� �� 	�����
!� 	����� ��� ��	������ 	�� g = 0� �� �������� ������ g = 1 �� ���� ��



=9 ,������� �����������

������� � g
�

��� � g − 1

� � g − 2��� ���� � 2

� � 1

� � 0

+��� �� ���
�� �� @������B������ ������ ����
���� ��� �������� 	�� ������ ��������� 	���� ���
2N ���
��� �� �� �������� 	�������� �� ���
���� A

P (���� ���
��� �� � ��G��� �����

�� # � ��������� g ���������)

=
1

2N

(
1 − 1

2N

)g−1

,

�Y N ��� �� ����� ����������� ����� �������
����	����� 	�� �� ���� ��� p2 = (1− 1/(2N)) ���
�� 	���������� ��� ���� ���
��� ���� ��������
��������� ���� ���� ��G���� ���������

�� ������ ����� ��� �� ����� �� ��������� G2 ���������� (������ ��
����� �� ���� ���
��� ��� �� �������� ��������� ������������ +� ��� ��������
������� �� 	���� �� k ≥ 2 �� ���� �� k = 2 ���
���� �� ���	� Gk (������ ��
	����
�� ����� ���� � ������ �� ��� ������������ ���� �� 	����
��� p2 ����
G��� ������� 8��� 6 ���
��� 	�� ����	���

p3 = P (����� ���
��� �� ����� ��G���� ��������)
= P (��� 2 	������� ������� �� ��� ��G���� ��������'

P (�� ������
�� ������ � � ��G��� ��O���� �� 2 �� �� 0)

=

(
1 − 1

2N

)(
1 − 2

2N

)
.

5 ������� pk = P $k ���
��� �� k ��G���� ��������'� ����

(
1 − 1

2N

)(
1 − 2

2N

)(
1 − 3

3N

)
· · ·
(

1 − k − 1

2N

)
.

!�������� ��� ��� k ���
��� ���� k ��G���� ����� g−1 ��������� �� �����
���� ���� ������ ��� �������� �� ge 	������ � ��� �� 	���������� A

P (Gk = g) = pg−1
k (1 − pk). $;�00'

+� �� ������ N �� �� 	�	������ ��� ������ �� 	���������� pk ��� ��
� 	�����
�� 0 �� ��� ���	� �� ����� ��� ����� C 	��� ��� �� ��� ���	����� �� ���	�
������� ������ � ��������� g ∈ {1, 2, . . .} 	�� �� �������� ��������� ������
Tk ≥ 0 ���� �� ��� 5�	��������(λk)� !� ������ �� ��	������� ������	��
���� ��� Fk(t) = 1 − exp(−λk t)� �� ��� ����� ���

P (g−1 ≤ Tk ≤ g) = Fk(g)−Fk(g−1) = exp(−λk (g−1))(1−exp(−λk)). $;�02'



���	���� ;� ������� �� ���������� �� �� ��������� �������� =:

8��� ����� ������� ���� $;�00' �� $;�02'� �� ���� ������� λk = −�(pk) = −�(1−
(1 − pk)) ≈ 1 − pk �Y ��� ���� ������� �� ���� ��� pk ��� 	�
� �� 0�

8��� �� ������ ������� �� N � � 	��� �		������������� �������� pk A

pk =

(
1 − 1

2N

)(
1 − 2

2N

)
· · ·
(

1 − k − 1

2N

)

=
(
1 − 1 + 2 + · · · + (k − 1)

2N
+ O

(
(k/N)2

) )

=

(
1 −
(

k

2

)
/(2N)

)
+ O(k3/N2) ,

�Y
(
k
2

)
= k(k−1)/2 ��� �� ����� �� ������� 	�������� �� ���� ������� 	���� k�

�� �������� ��� ������� ���
(
k
2

)
/(2N) ��� �� ���� ��	������� 	��� �� 	����������

����� ���� ���� 	���� ��� k ���� � ��G��� ����� ��� �� ���	� ��
@������B������ +� N ��� ���� �� k/N ��� 	����� ����� ���� ��� 	����� ��
1 − pk� �� ��� ����� ��� �� ���	� �� ����� Tk �� ���� ���
��� 	���� k ����
���� ��� �������� �� ��� ��	��������

Tk ∼ 5�	��������
(

λk =

(
k

2

)
/(2N)

)
.

!���	����� �		���������� �� Tk ��� A

E (Tk) ≈ 1

λk
≈ 4N

k(k − 1)
.

����U ����� �� ���� ���� ��� ����� ���#��� ��� ������� �� 	���������� ���
����� �� 	��� ��� ���
��� ������� �� �G�� ������  � ���	� Tk� ��� k ���
���
������� ��� k−1 ���
��� �� �� (�� �� ����� ���������� +� ��� ���� ��������
�� ���	� ��#� (������� �����
�� ������� �� ������ � ������

E(Tk + Tk−1) =
4N

k(k − 1)
+

4N

(k − 1)(k − 2)

=
4N(k − 2 + k)

k(k − 1)(k − 2)
= 4N

2

k(k − 2)
.

�� �� ���	� ��#� (������ ����� �� ���� ��� k ���
��� ���� A

E(Tk + Tk−1 + · · · + T2) = 4N
( 1

k(k − 1)
+

1

(k − 1)/(k − 2)

+
1

(k − 2)(k − 3)
+ · · · + 1

2 × 1

)

= 4N

(
k − 1

k

)
.

����� ����
�� ������� ��� �� ��������� �� A

2/(k(k−2))+1/((k−2)(k−3)) = (2(k−3)+k)/(k(k−2)(k−3)) = 3/(k(k−3))



=4 ,������� �����������

�� ���� �� ������ ����U ��� E(T2) = 4N/2� ������������ �� ���	� ��������
��#� ���� ������������� �� �� ������ ������� �� ������ ��� � 	�� 	�
� ��
������ �� ���	� �������� ���	����

��! .��#
��� ��	�	
��� �	 ���
/� ����	
���

#�%�� -�  ���� �� 8�����91����� ���
  ������	�

��� ����� ������� ��� ������� � ������ �� ���
�� �� @������B�����
���� ���� ���
��� A �� a� ���� ����� ���� ��� �(����� �� 	���������� ����
������� ����������

A
pAa−−−→←−−−paA

a ,

!������ ��� �������� �� ������� 	�	������ ��� 2N ���
��� 	�� ������ ����
������ ��� ������� 	�	������� �����
�� ���� 	��� �� ���������� ���� ���
	����������� pAa �� pAa� !� ����� NA(t) �����
��� A � �� �������� t ��� ��
������ �� ���Z� �� /��I�� � ����� 0, 1, . . . , 2N � ���� ����� ����� ��� ����
������� 0 �� 2N � ��� 	�� ���������� �� �� ���Z� ��� ��������� �� 	���� ��
���Z� ��� ������������� ��� ���� ���� 	��� G��� ������ � 	����� �� ���� �����
����� ���� ��	����� ���� �� ����� �� 	�������� ���� � ���������� ������ �������
NA(t) ���� �� ��� ����������� 5 ������ �� ��������� �� ��� ����������� ��
NA(t + 1) � �������� NA(t) ����� �� ��� �������� ���� n = 2N �������
�� p = pA(t) = NA(t)/(2N) ����� 	���������� ��� ����
�� ��� �� 	��������
������ ���������� � ������ ����� �� ���� �� ��� ��������� ���� �� 	����������
�� ����
� ���� G��� ������� �� ������ A

p(t) = pA(t)(1 − pAa) + (1 − pA(t))paA .

8��� ��� �� �������� ��� ������ ���� �����
�� A� �� ���� ���� ����� � ���
�� A ���
� �� ���� 	��� ���� ����� � a ��� �� ���� � A� ���� ����� ���

E(NA(t + 1)|NA(t)) = 2Np(t)

= 2NpA(t)(1 − pAa) + 2N(1 − pA(t))paA

= NA(t)(1 − pAa) + (2N − NA(t))paA

E(NA(t + 1)) = (1 − pAa)E(NA(t)) + paA(2N − E(NA(t))).

!� ��#�� ���������� µs = limt→∞ E(NA(t)) ������ ���

µs = (1 − pAa)µs + paA(2N − µs) ⇒ µs = 2N
paA

pAa + paA
.

8��� �� ������ �� �� �������� � 	��� ��������� ����� ���� A

F��(NA(t + 1)) = F��(E(NA(t + 1)|NA(t))) + E(F��(NA(t + 1)|NA(t)))

= F��(2Np(t)) + E(2Np(t)(1 − p(t)))

= F��(2Np(t)) + E(2Np(t)) − E
(
(2Np(t))2

)
/(2N)

= F��(2Np(t)) (1 − 1/(2N)) + E(2Np(t)) − [E(2Np(t))]2/(2N) ,



���	���� ;� ������� �� ���������� �� �� ��������� �������� ==

�Y ��� ���� ������� �� ���� ��� E((2Np(t))2) = F��(2Np(t)) + E(2Np(t))2�
�� �� ������� �� p(t)� ��� ����� ���

2Np(t) = NA(t)(1−pAa)+(2N−NA(t))paA = NA(t)(1−(pAa+paA))+2NpaA ,

�� ��� ������� ��� F��(2Np(t)) = (1 − (pAa + paA))2F��(NA(t))�
!������ t → ∞� E(2Np(t)) → µs �� F��(NA(t)) → σ2

s � C ������ ���
���������

σ2
s = σ2

s(1 − 1/(2N))(1 − (pAa + paA))2 + µs − µ2
s/(2N) ,

��� �� ������� ���

σ2
s =

µs(1 − µs/(2N))

1 − (1 − 1/(2N))(1 − (pAa + paA))2
.

8���� ��� ��� 	����������� ��� �������� ��� �������� � 	��� ������� ��� ������
������������

(1 − (pAa + paA))2 ≈ 1 − 2(pAa + paA) ≈ 1

1 + 2(pAa + paA)

5 ���������� �� ����
�� ��	������� �� ������� ������

σ2
s =

µs

2N

(
1 − µs

2N

)(
2N +

2N(2N − 1)

1 + 4N(pAa + paA)

)
.

!� 	������ ����� �� ����� ����� ������	�� � �� ��� �������� ���� 	�����
������ �� ����
� µs/(2N) = paA/(pAa + paA)� !� �����
�� ����� �����������
�� ��� ����� ��� �� ��� ���������� ���� 	�� ��������� ����� � ����� ���
��������� 5��� � �� ������� 	��� �������

#�%�� �������	� 	������

 � ����� �� ���	����� ��� ���� �O����� � ������ ���	�� ��� ����� �����
������ 	������������ 	������ �� ����� �� �������� ��O������� ������
������ ����� ��� ����� �V���� ��� ����������� ����� ��� �������� 	�����
G��� �������� ��� �������� ������������ �� ��� �������� ����� 	����� G���
������� !� ������
 �
��
 	
 �%�������� �� ���� ��� ������ ��� �� ��(����� ���
�������� ��� ������ �� � ��� ��� �������� � ����� ����� ���������� �����
������� 	����� ����� ����� 	����� �� �� �������� �������� ��� ��� �������
��(�������� ��� ��� � �� ������ ��������� ������� ���
��� �� ��� ��	���� ��
�������� �� ���	���� �������� 	�� ������ ����� ���� � ��� 	��	���� 	�� /�
T����� ��� ��� ���� 0=93�

!� 	�������� �� ���������� ��� ��� ���� ������ ��� �� ����
�� ������
��� ����� ��� �� �������� +�		���� ����� ������� ������� ����� ��� ���
����� �� # � ������	� �� ���� ���� ���	�� ����� ������� ���
�� ��� ���	�
�����
���	���� ��� ����� ���
���� +��� �� ��������� �� ���	� ��	��� 	��� �����
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������� ������� ����� �� �������� ��� ���� ��� �������� ���� 	�	������
$������' ���� 4N � ���� ��� ��� �?� � ������� ����� ��� �� ����� ��(�����
��� �������� �������� ���	�������� �	�
� �������� ���������� 7��� ��	��
�� �� ������ N ���� 	�	������� +� ����� �� ������� 	������ �� ������ N ���
	������ �� ��� ���� � ���� 	������� ����� ������� ������� 	����� �����������
5� �� 	��� ���� �� 	�	������ ���� ��� �� 	������ �� ����� ���������� �����
�� ����� ������� 	��� ���	������

C 	��� ����� � ������ ���	�� ��� �� �������� +�		���� ����� �������
������� ����� + → − ���� ��������� ��� �� 	�	������ �� ������ N �
�������� t� ���� ���� ���� ��� �� �������� �� �����
�� ������ − ���� 1

2N =
p−(t) $� ���� ���
�� ��� � ������� �� 2N ���
���'� ��� �� ���
�� �� @������
B������ �� 	���������� ��� ��� ���
�� ���	������� � �� 	������� �������� ���
�����

(1 − 1/2N)2N ≃ e−1 = 0, 368.

!� V�������� ������ 	�� ������ ��������� � ����� ��������� ���� ���
����� ����� ���� 	����� ��� �� 	������� �������� ������� �� 	�������
���� ������� 2E6�

+� �� ������� ����� �� ���������� ����� ��������� � � ������� 	�� G���
���	��� �� ���� �� �����	��� �#	�� �����
��� 	��� ���� ��� �
��� C ��� ����
��� �
� ��� 	��#���	������

*�+�
�
�� �(� =� �"�
 
�� 	�� �����������
 �� ��� ���"�
 �
 ��� ����
�� 
��
����
�� 	��� ����� 	
 95 % 	
 �� ���������#

5 ������� � 	��� ���� ��� �� ������� 	��#���	������ ��� �� ���������
��� ��� 	�	������� ������� � ��� 	�� ���� � ��� �O��� ������������ C
������� 	���"� ��� ���� ����� �� ����� �� ����� ��� ���������� ���� ��	
�� ��
�� �� ����� �� �� ���������

#�%�� ;� ,�� �	/	� �(����

M� ���������� �� ���
�� ��@������B����� ��� ��� 	��������
����� ���	��
��� ����� �� ��	"�
 ) �����
 ��5�� 	%���"�
�� 7���� ������� ��� ������ ���
�� ���
�� ��� �� ������� �������� ����� (����� ���� )��� ��� �� ����
����� �� �������� 	��������� 	��� � �
� �� 0 333 	�� �� # 	��� �� 41000 ≈
10602 ���
��� ��O����� �� ���� � ���	��� �������� ��� 6 ������������ 	�� 	�
�� �� �������� M ���� ����� �� ��� �������� ��� ������ �� ��� ����
�O�� ��� �� �������� �� �� ������� C 	��� ������ ��� �������� ��� �� ���
��
�� @������B����� � ��		���� ���� ������� ��� ���� � ���
�� �� �� ��������
	�������� �� ���� �� ����������� ��� �� ������� ��������� � 	���� �����
��
� ������� �� 	�������� ������������ !� �������� ��� ��� ��� A

{
���� 	���������� µ � ����� ���
�� ��� ����
���� 	���������� 1 − µ �����
�� ����� �������
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!� ����� ��� �����
��� ���� �������� �� ���� ��� ���� ���
�� 	������ 	�� ��
������� ��� ���(���� ������ M ���
�� ���� 	�� ������� ��� ���(���� ��
�������� �� � ��	����� (����� �� ������� ��(� 	������� �� ���
�� � ���
	������ �� 	����
�� ���� ��� T����� 
� ��#� 0=9;�

+��� �� ���
��� �� ���� ������� �� ����	� �� ��������� 	�� ����������
M ������� <D� ��� 	������ �� ���� ���
��� ��� ��� ���� ��� ���� ��� ��	���
��� ���
�� ��� ��G��� ����� �� ��� ��� ���� ���������� �� ����G���
���� �� �������� ��� ����� ����� �������� ����� ��� $;�03'� ���� F (t)
�� 	���������� ��� ���� ���
��� ����� �� �� 	�	������ � �������� t �����
��������� 	�� ��������� $<D�'� ����� ������� ��������� 	�������� $;�03'
������ A

F (t) =
1

2N
(1 − µ)2 +

(
1 − 1

2N

)
(1 − µ)2F (t − 1). $;�06'

!� ��������� ����� ��������� �� �G��� 8��� ��� ���� ���
��� ����� <D��
�� # ���� ������ 	��������� +��� ��� ���� �� � 	���� ����� ��� �� ����
����� 	�������� �� ���� ��� ���� �� ����� ���� ����� 	����� ��� ��O������
���� ��(� <D�� ��� �� �����
�� ��� ������ �� ���� ��������� ��� ��� ���� ��	���
� ����� 	��� +�� �� ������� (1−µ)2� F (t) ������� ���� 0 ������� �� �����
�� ��������� t ��� ���� ∞� !� 	������ �� ���� �� ������� ������ � �����
��������� F (t) → F∞� ��� ������ A

F∞ =
1

2N
(1 − µ)2 +

(
1 − 1

2N

)
(1 − µ)2F∞

F∞
(

1 −
(

1 − 1

2N

)
(1 − µ)2

)
=

1

2N
(1 − µ)2

F∞ =
1

2N − µ
N + µ2

2N

2µ + 1
2N − µ2 − µ

N + µ2

2N

≈ 1

1 + 4 µ N
. $;�0;'

!��		��������� ��� ���� �� µ ��� 	���� �� N ��� �����
C 	��� ��������� ����� ������� ���� ������ �� ������� ����������� ����

	�� �� 	�������� �� @������B����� ���� ��������� +� ��� �����
�� ��� ��G����
�� ��� ��������� �� ���� ���
���� �� ����� ����� ������� �� �������� ���
�� ��� ���� ����� ���� ���� �������� ���� ��������� ���� 2µ� ����� ��� ��
����� ���� ����� ���� 1/(2N)� +��� �� 	��� �� ���� F∞ ��� �� 	����������
��� �� ����� ��� ���� ���� �� ������� �� 1 − F∞ ��� �� 	���������� ��� ��
������� ��� �� ��� ���� ����� ������ ���� ������ !� ����� ;�1�6 ��������
����� ������ � ������ �� 4Nµ�

C 	��� ����� �������� ���������� ������
��� ��� �� ����� �����
��� ���
�� 	�	������ ��� � ���� ��R������ ������	�� +� �� 	�	������ ������ n
���
��� ��O����� ���� ��������� (p1, . . . , pn)� ����� �� 	��	����� ��� ��������
����U#����� $������U#�����' ���� p2

1 + · · · + p2
n� +�� �� 	���� ���� ��� ���
���

������ ����	�������� $pi = 1/n'� � ����������
(

1
n

)2
n = 1/n 	��� �������

U#������ 5 	���� F∞ ����� � 1/n� � ������ 1/n = F∞ = 1/(1 + 4Nµ)�
������������ n = 1 + 4Nµ� 8��� ����� ������ � �		���� �������� �� F∞ ��
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������ 9�J � 	� ��������� ������ �� ������ ������ F∞ �� �������� �� 4Nµ� %� ���
������� µ = 10−5 �� N = 1067 �� ������ 4Nµ = 40 �� F∞ = 1/41�

�����
 ������
�� 	%���"�
� ��� �� 	�	������

n���
������ = 1 + 4Nµ .

M� ������	��� 	��� 	������ �� ������ ���������� �� 	�������� ��� 	������
	�������� 5 ���������� 	�� ������ k ���
��� ��� ��� 2N ���
��� ���	������� �
	��� �� ������� ������ �����
��� �������� � ��������� �� ������ ���� ����
��������� 5 ����� ��� ���
���� 	�� ����	��� ������ ���� ���� ���� ���� �� �G��
$<D�' ���	���� 	�� � �����
�� ���
�� ��� � ���� ���� ��	��� W C� ��� ����
�� ���� ���� ��� ���
��� ��O������ ����� ���� ��	������ �� ����� ���� W !�
��	��� � ����� ������� ��� 	������� �� ���� 	�� �� ������� ��������������
�� 5H�� $���� 5H��� 0=:2'� !� ���������� �� �������� �� ���� ��� ��� ���O���
ai 	��� i = 1, . . . , k� ����� �����

ai = ����� �����
��� ��� ��� ��	������� i ���� ��� ����������� .

!�� ���� ��� ������� ��������� ���� k = 10 �� ai = 0 	��� ���� i� � ������	���
�� a2 = 1, a8 = 1 �� ��� a1 = 10�

!� ������� ��	������ ��� �������� �� ��	��� � ���� ������� ��� ��
������� 2µ/(1/2N) = 4Nµ� +� �� ��		��� ��� ����� ��� �������� �������
��� �� ��� ��������� ��� ������ ��� 	��� 	��������� <������ �� ����������
�� ������ ��� k ���
��� �� ���
�� ������������ !��� �� 	������ ������� � ���
����� 	�� ������� � ���
�� �������  	�
� �� 	������ ������� � � k = 1 ��
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P (a1 = 1) = 1� +� � ���� � �����
�� ���
��� ���� ��� �� 	�������� +��� ��
�����
�� ���
�� ��� �������� �� 	������� ���� �� ������ ��� ����� ���
��� ����
���� �� 	������� !� 	���������� �� ����� � ���
�� ������� �� ��������� � a1 = 2
��� 4 Nµ/(1 + 4Nµ)� ����� ��� �� ����� �� ����� � ���
�� <D� �� ���������
� $a2 = 1' ��� 1/(1 + 4Nµ)� !������ ��� ���� �� ������
�� ���
��� �� 	�������
���� �� ����� � ���
�� ������� ������� ��� ���
��� ��(� ��	�������� ��� ����� �
4 Nµ/(2 + 4Nµ)� ��� ������� ��� �� ���� �� 	���������� 2/(2 + 4Nµ)� � ����
� ��� ���
��� ��(� ��	�������� X��� ��� �����
�� ��� ��� ��	������� ��	�� ��
�� �������� �	�
� ���� �������� +� � ��� ��� ������ a1 = 2 ���� ���� ���
���
��������� ����� 	���
�� �� �G�� ����� ��G��� ������ �� � 	���� � ������
(a1 = 1, a2 = 1)� +�� � �������� � �� �������� ��� ������ a2 = 1 ���� ����
���
��� <D�� �� �# � ����� ����� 	���������� �� � 	���� � ������ a3 = 1� 5
������� ���� �� I� ������� �� 	���������� �� ����� � ���
�� ������ ��� ����� �
4 Nµ/(k − 1 + 4Nµ) �� �� 	���������� �� �������� � ���
�� ��(� ��	������ ����
(k − 1)/(k − 1 + 4Nµ)� ����� ��� k − 1 ���
��� ��	������� 	���
�� �� �G��
����� ��G��� �������� +��� (a1, . . . , ak−1) ������ ���� �� I� ������� ���� ���� ���
���� ��� ��� k − 1 ���
��� ��� ��	����� �����

1 × a1 + 2 × a2 + · · · + (k − 1) × ak−1,

�Y a1, a2, . . . ��� �� ����� �����
��� ��	������� �� ����� ����� ���� ����� ����
����� (b1, . . . , bk) �� ����� ����� <� ��� ����� � ������� � ��� k−1 ���
����
������ �� ������� !� 	���������� �� ���������� � ���
�� �� ������ aj ��� ����� �
jaj/(k−1) �� �� ��������� �� �� ����� ��� ��� bj = aj −1 �� bj+1 = aj+1 +1�
����� ��	������� �� �� ������� ��5H�� ��� ��� � -�		�� 0=4;�

5 ���#��� �� �������� ���������� � �������� �� ������� ��5H�� ���
��� ���������� �� ��	������� �� a1, . . . , ak �	�
� k �������

P (a1, . . . , ak) =
k!

(4 Nµ)(4Nµ + 1) · · · (4 Nµ + k − 1)

k∏

j=1

(4 Nµ/j)aj

aj !

$���� 	�� ����	�� �������� 2332� ������ 0�6'�
+��� Nk �� ����� �����
��� �������� ��� � ��������� �����
��� �� ������

k� C 	��� �������� �� ��	����� �� �� ������� � ������� Nk = I1 + · · ·+ Ik

���� Ij �� �������� ���������� ��� ���� 0� �� ���� �� (� ������ � ����� ���
��
��� ���� �� ����� ���� 3� �� ���� �� �� ������ � ���
�� ��(� 	����� ��� ������� C
������ ������� ��� �������� �������� A

E(Nk) =

k∑

j=1

E(Ij) =

k∑

j=1

4 Nµ/(j − 1 + 4 Nµ)

∼ 4 Nµ ln(k)

F��(Nk) =

k∑

j=1

F��(Ij) =

k∑

j=1

4 Nµ

j − 1 + 4 Nµ

(
1 − 4 Nµ

j − 1 + 4 Nµ

)

∼ 4 Nµ ln(k).
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��� ��	������� ��� �� ��������� �� ���� ��� 	��� �� �������� ����������
E(Ij) = P (Ij = 1) �� F��(Ij) = P (Ij = 1)(1 − P (Ij = 1))� !� �#����� ∼ ����
���� ��� limk→∞ E(Nk)/(4 Nµ ln(k)) = 1�

��0 �����
���

0� +���� µ �� ���� �� ������� (A → a) ��� �
� � ���� ���
��� (A �� a)
	�� �������� �� pt �� �������� �� �����
�� A � �������� t = 0, 1, 2, ...

$�' 5�	����U pt � ������ �� p0 �

$�' ��������U �� ���	� 	��� ��� �� �������� �����
�� A ������� ��
������ $% ��������
 &'� X��� ������U����� W

2� �������U �� �������� � ����������� ��� ���
��� A �� a� �� �� ����� �� AA�
Aa� �� aa ��� 3�6� 0�3 �� 3�:� ���	���������� 5� �� ��� ������� ������
3�=6� 0�3� �� 3�=: W

6� $�' ��������U � �
� ���� ���� ���
��� A, a� +��� p(t) �� 	��	�����
�� �����
�� A �� q(t) = 1 − p(t) ����� �� a �� ���	� t � !� ���
�� ��
�������� �� ���	� ����� 	��� ��������

dp

dt
= pq[p(m11 − m12) + q(m12 − m22)] , $;�01'

�Y ��� �������� ���������� �� �� ����� ��� 	����������� 	�� m11 =
0 , m12 = −hs , m22 = −s. ��� ����� ����
�� ��	������� s �����
�� ���R���� �� �������� �� h �� ����� �� ��������
C ������� ��� ����� ��� �	������

��  ��� �������� �� ������ A s > 0 , h = 0;

���  ��� �������� �� ���O�� �� ����� ��� �������� ������������ ��� ��
����� �� ��������U#���� ��� �� ������ ���� �� ����� ��� ����
����U#����� A s > 0 , h = 1/2 Q

����  ��� �������� �� �������� A s > 0 , h = 1 �

8��� ����� ��� ��� ���������� �������U �� ����� 	��������
�� ���
	����� ;�01�

$�' +�� �������� �� �#��
�� ����� � $�'� ��������U ���������� �� p(t)
	��� ��� ����� ��� �� �� �������� ������� �� �����
�� A ��� 	������ 	��
����	�� p0 = p(0) = 0, 05 �

$�' 5 �������� ��� ��������� �� �� 	����� $�'� �����U ��� ��� �
	��� $�'

ln

(
p(t)

q(t)

)
+

1

q(t)
= st + ln

(
p0

q0

)
+

1

q0
,

	��� $��'

ln

(
p(t)

q(t)

)
=

s

2
t + ln

(
p0

q0

)
,
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�� 	��� $���'

ln

(
p(t)

q(t)

)
− 1

p(t)
= st + ln

(
p0

q0

)
− 1

p0
.

;� +���� w++ �� ����� �� ����#	� AA� w+− �� ����� �� ����#	� Aa
�� w−− �� ����� �� ����#	� aa � +��� pt �� �������� �� �����
�� A �
�������� t �� qt = 1 − pt ����� �� a � ��������U ��� ���� ���
$�' w++ = 0, 9 � w+− = 1 �� w−− = 0, 8 Q
$��' w++ = 1 � w+− = 0, 8 �� w−− = 0, 9�
8��� ��� ���� ��� ����������

$�' �������U P∞ �

$�' 5�������U ���������� �� pt �Y p0 = 0, 1 � p0 = 0, 3 � p0 = 0, 4 ��
p0 = 0, 7 � X��� ������U����� W

1� C � �� �� ���
�� �� �������� 	��� �����
�� A ����� �����
�� a ���� ��
�������� �����
��� ��� ������ �� �������� ��� 	��	������ ���� ����
��������� ��� ������ 	�� ∆(pA) � !�� 	���� ����������� ��� ��� ��������
�� ��������� ∆(pA) = 0 � +� � ��� 	��� ������ � �� ������� 	�� p̃A �

$�' 5 �������� � ������		���� �� 7�#��� �� ∆(pA) � �����U ����
��������� ��� ������ ��

d∆(pA)

dpA

∣∣∣∣
p̃A

< 0 .

+�������� ���� ���� ��� 	��� pA 	�
� �� p̃A �� 	��	����� pA ��� ���
	�������� ��������� ������� ���� p̃A �

$�' +��� p̂A = (w22−w12)/w � �Y w = w11−2w12+w22 � C 	��� ������
���

d∆(pA)

dpA
=

pApaw

w
+

(pa − pA)(pA − p̂A)w

w
− 2pApa(pA − p̂A)2w2

w2 .

+�		���� ��� ��������U#���� ���� �������� 	�� ��		��� ��� ����
����U#������ ������������ w12 > w11 �� w12 > w22 � ��������U ���
	���� ����������� �� �������U ����� �����������

9� !� ���� �� ������� ���� �����
�� ������ ��� ����� �
��5����������
��� ������� 9×10−5 �� �� ����� ��� �������� ������� 	�� ����� �������
��� � 	�� 	�
� 3�1� X����� ��� �� �������� ��	���� �� ��������� ��� ���
� �������

:� !� ������ ������ 	���
�� �� ������������ �� 3�=3� X�� ���� ���� �� ���O�� W
������ 	����� ��������� W

4� X����� ��� �� ����� �� ��������� ��������� 	��� ��� �� ������� ��	����
��������U#����� ����� � 1 N �� �� ������ ������� ��� �� 	�	������ ��
033 �������� W
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=� $�' +� �� 	�	������ ��� ��������� � ���� ������� ��L�� $. A (���� ��
 A L���' �� �� ������		� ���� �������� � ������� ���� ��� �
����
�������� A

�� 7��� ��� ��(��� �� . 	����� �  Q

��� 7��� ��� ��(��� $���	����� �� �� ������' �� � ��������
��� ���� 	����� �� �� 	������� ������ . Q

���� 7��� ��� ��(��� ��  �������

�������U �� ������ �� �� 	�	������ � �����J�� ���� � ���� ��(��
� .� /����U ��� �� 	��	����� ������ |A|

|J| ����
2

(1+
√

5)
�

$�' +���� S(x) = P (�� ����� �� �� ��� > x) �� ������ �� ������� f(x)
�� ��������� ������������
∫ b

a

f(x)dx = P (� ������� �� ��	������� ���� ��� L��� � �� �) ,

�� 8�	(t) �� ������ �� �� 	�	������ �� ���	� t � /����U ���

8�	(t) = 8�	(0)emt ,

�Y m ������

∫ ∞

0

e−mxS(x)f(x)dx = 1 .

03� ��� ��� �������� ��� ���#��� �� ���
�� �� @����� �� B����� � 2N
���
��� ��� ��� �� ��� A �� ��� a� +���� NA(t) �� ����� �����
��� A
� �� �������� t �� pA(t) = NA(t)/(2N) �� �������� �� �����
�� A �

$�' �������U ����	����� �� �� ������� �� NA(t + 1) � ������ ��
E(NA(t)) �� �� F��(NA(t)) � X��� ������U����� W

$�' �������U ���

�� E

(
NA(t)(1−pA(t))

)
=

(
1− 1

2N

)
E

(
NA(t−1)(1−pA(t−1))

)
Q

��� F��

(
NA(t + 1)

)
= 2NpA(0)(1 − pA(0))1−(1−1/(2N))t+1

1/(2N) �

00� !��� �� ������ ��������� �� k ���
��� ���� 	�	������ �� 2N ���
���� ��
	���������� ��� �� j� ���
�� ��� �� �������� ����

4Nµ

j − 1 + 4Nµ
.

+��� Nk = �� ����� �����
��� ��O����� 	���� k ���
���� �������U ����	��
���� �� �� ������� �� Nk� ���	���U ���� �� ������� �		���������� ��
����� Nk = 1 + 4Nµ .
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!� ������ ������ ���� ����� �� ��� ����� ��� � ������
�� ���� ����
V���� ����� ��� �������� ���������������� <� ������ �������	 ��������
����	��� �� ���� ������
��� � �������� ������ �� ��� � �������� ���	�����
�� ���� ��������� <�� � �� ���������� 	�� 	�� ���������� �������� ��
�� ��� �� -���#�@������ ��� ��� ��� �V����� 	�� �� ��������� �� �
���
!�� ������
��� �� �� ���� ��� ���� ���������
�� ��� �� ���	����� ��� ���
��� ������� �������� �������� ������������ ������ 	��� �����#�� �� �� �#	� ��
������
����

!����� ��� �� ��� ��������� ��� �� ����� �� ��	����� ���� ��� ������
���
��� 	����� �� ���� �� ����� ���������� 5����� ���� 	���� �� ����� ������
���� ��� ��������� �� ����� ������ W 5����� ��� �� ���� ���� 	
�� ���� ����
���� ����� ��������� � ��L�� �� 14 �� ������ ��� ��� ��������� �� � ������
����� �� ������		�� �� ������� ����������������� �������� �� ��	����� ��
������
��� ���� 	���� �� �������� � ���� 	�� �������� ���� ����� ������
�� ���� �������� 	��� �� �����
��� <� ���� 	�� ����	��� �������� 	�������
��� ��� �O��� ��� � ����������� ��� ��� 	������ ��� �� ������� �����
���	������� �� �� �����������

!� ������� ������������ ���� � �� ��	����� ���� 	���� �� ��������
��� ��������������� +� ��� 	���� �� ��������� �� ���� ���� � �������������� ��� �����
�� ����
 ��������� ��� �������	 �� ������� 	�� ����	��� �� ������ �������� ���
�� �������� !�������� �� ����� ������� 	�� ��		��� � ��������� ��� ��
	�	������ ������� ������� ��� �����
�� �� 	�	������ ��� ��������� ���
� ���� 	�� ����	�� ��� �� �
�� � ��� ������� 	�� �� ������

 ������� � ���O�� ��� ��� �������������� � ������� ������
��� ��� � ��(��
����������� � 	���������� 	��� ��� ������
��� ���� �� ���	������� ������� �
������������� �� � �� ���� ������� �� �#	� �� ������
�� ��� ��
� ��R���� �
����� �� ���
�� 	������ �� ��� �������� ��
� ��R���� � �������� ����� ����
��� ������ 	����	���� �� ���	������� � ������� �� ���������������

��� �������� �������� � �������� ���� ��� ��������� ��� ������� ��
����	� ��� ���� � ���� ����	��� ���� ����� 	������ ��������� ���� �G��
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��� ��� ���� �� ������� ������������ �� ���������� �� �������������� ����
	�� ���	���

!�� "��/���

���U ��� 	����� �� ��� ������� �� ��� 	������� �� ����������� � ��� ��
�� ��	��������� ��� �������� ���� ��� ������
��� 	������������ C 	��� ����
�������� ��� ������
��� �� ������ ����������� ���U ��� ���������� !� 	���
������ �� ���� ���U ��� ������� 	�� ����	��� � 	� G��� �������� ������� :33
I���� 	�� �#��� �� �������� � ����� 9 133 I���� ��(���������

M 	������ 	�� ��� �� ������		���� ���� ������� �� �������������� ��� ��
��������� � ���� �
� � ���� ���
���� <������ �� �������� ������� � �� �����
1�0� !����
�� a ��� ����������� ����� ��� �����
�� A ��� ��������� �� 	��� �� ���
��� ������ ������
�� X�

valeur du caractère

µµ µµST

valeur du caractère

µµ µµ'

������ :�� � )� 
����������� ���� �� ��������� �������� ���������� ��
 ������
 #
������ �� ��������� ���� (> T )7 �� �
���� �.����� ��
 ��
�������
 # ������
 ������
���
 ����
�

*�+�
�
�� �(� 8����%�� ���
������
 �
� ���
��� ���
�
�� ����� �
� ��	����
	� ��
� �
 ���
� x ��
��
 	
 ������"�
 X' 	����� x > T ' �� ���
� ���
��

����� �
� ���
��� ��� µs 
� 	�����
 �� ���
� ���
��
 µ 	
 �� ��������� ���
�����
 (µs > µ)# 8
�� 	
��
�	���� ��� �
 ���
��
 µ′ �� �
 ���
 
���
 µ 
�
µs' µ < µd < µs# 8
 ����
��

0 ≤ h2 =
µd − µ

µs − µ
< 1 $1�0'



���	���� 1� !� �������� ����������� 03=

valeur du caractère

µµµµaa

faa(x)

µµAa

fAa(x)

µµAA

fAA(x)

T

partie
sélectionnée

f(x)

������ :�� �  �
 ���
��
 �� ���
 �������� ��
 ���
 ��������������
 �� ��������� ���� ��
����!�� AA7 Aa �� aa�  � ���
�� �� ���� ����
���� �� ���������� �� ��������� ���

�� ����������� D����
 ��� �������� A ������� ��� ������ ���
 ������ ��� �������� a�  �
��!���� �� ��������� �
� µ �� S �
���� �� ���������� �� �� ���������� 
���������
���� ���������


�� ���
�� �%������������ 95�# /#2:#

!������������� ������ ���O�� ��� �
�� �� ����� ���� ��	������ ��� ���
������ ���V���� �� ����������� ��� �� �� �G�� ����� 	��� ���� ��� ��
�������� 5��� ��� ����� ��� � ���������� ��� 	������ � 	��� �V����� ��
���
�� ��	������ �� ��#�� �� ������
�� X ��� ����������

<� ��� ����� �� 	����������� ����	����� �� ������
�� 	��� ��� ����� ����#	��
����� ���� A

µaa = µ∗ − m
µAA = µ∗ + m
µAa = µ∗ + d,

�Y µ∗ ��� �� ������� ������� ± m ��� ���V���� �� ������U#������ �� d
����� �� ��������U#������� C 	������� ��� ���� ��� ���O�� G �� ����#	� ����

G =

⎧
⎨
⎩

µ∗ + m, �� AA
µ∗ + d, �� Aa
µ∗ − m, �� aa.

!� �������� ��		��������� �� ������
�� X� ������� ����� 1�0� ��� ��� � ����
���������

5 ���������� m > 0� � ��		��� ��	��������� ��� �����
�� a ��� �������� �
�����
�� A� !� ������ µ∗ ���� (µaa +µAa)/2 �� �� ������ ��������� � ��������
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valeur x du caractère

T

fAa(x)

fAA(x)

wAA −− wAa~fAA(T) (m−d)

������ :�6 � %� ��
 ���
��
 fAA �� fAa 
��� 
��������� ��
�����
 ����� �� �������7
������ wAA − wAa ���� ���� ������� ������������������

���� ��� ���� ����U#������ +� d = 0� ��� ���
��� ������� �� ���
�� ��������
��� �� ��� ��� A � � �O�� �� m/2 �� ��� a � � �O�� �� −m/2� +� d = m�
�����
�� A ��� ������� �� d = −m� �����
�� A ��� ���������

+� ��� ��������� ��� �������� �� �� 	����� �������� S� � �������� �� ����
�#	� AA ��� ��� �� ������ ������� �������� Aa ��� aa� 5 ����������
�� ����� ����� 	���������� �� ��������� ���� ����� ������� $;�6' ��� �	�
	������� �� ��� ��� A

∆pA = pA pa(pA(wAA − wAa) + pa(wAa − waa))/w̄.

<��� ∆pA ��� ������������ �� �� ������� �� �����
�� A 	���� ��� ����������
+��� ���#	���
�� ��� fAa(x)� fAA(x) �� faa(x) ��� ��� ������� ���������

� ������	��� ���� ��������� �� �� ��� �O��� ��� ����#	�� (m, d) ��� 	������
� ������

wAA − wAa =

∫ ∞

T

fAA(x)dx −
∫ ∞

T

fAa(x)dx

≈
∫ ∞

T

fAA(x)dx −
∫ ∞

T−d+m

fAA(x)dx

=

∫ T+m−d

T

fAA(u)du ∼= fAA(T ) · (m − d).

�� ���
�� �������� � ������ ���

wAa − waa
∼= fAA(T )(m + d),
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�� ����

∆pA
∼= pA pa(pA fAA(T )(m − d) + pa fAA(T )(m + d))/w̄
∼= pA pa fAA(T )(m + (pa − pA)d)/S.

!� ����� ��#�� w̄ ��� ���	����� ����� � �� 	���������� ���� ������� �����
�������� ���� �� �� 	�	������ ���� ��������� 	��� ��������� �� ��� w̄ = S�

!�� ��������� ��� 	����� ���������� �� �� ������ ��#�� �� ������
�
�� ����� � A

µd = (pA + ∆pA)2µAA + 2(pA + ∆pA)(pa − ∆pA)µAa + (pa − ∆pA)2µaa

= p2
A(µ∗ + m) + 2pA ∆pA(µ∗ + m) + 2pA pa(µ∗ + d)

+2∆pA(pa − pA)(m∗ + d) + p2
a(µ∗ − m) − 2pa ∆pA(µ∗ − m) + o(∆p2

A)

≈ µ + 2∆pA(m + (pa − pA)d).

 ���

µ′ − µ ≈ 2∆pA(m + (pa − pA)d) = 2(m + (pa − pA)d)2pA pa fAA(T )/S .

C 	��� ������ � ������� ����� ������� ���� �������������� $1�0' ���� �� ���
��		��� ��� f(x) ��� �� ������ ������ ���� ������� σ2� � � �� ��������
������ A

µs

(∫ ∞

T

f(x)dx

)

︸ ︷︷ ︸
= S

=

∫ ∞

T

x f(x)dx

=

∫ ∞

T

x
1

σ
ϕ

(
x − µ

σ

)
dx

= µ S + ϕ

(
T − µ

σ

)

︸ ︷︷ ︸
≈ fAA(T )σ

σ

=⇒ (µs − µ) =
1

S
fAA(T )σ2.

B�������� � �

h2 =
µ′ − µ

µs − µ
=

2pA pa(m + (pa − pA)d)2

σ2
=

2pA paα2

σ2
. $1�2'

���� ����� ��������� 	��� ���� ��� �� ������� α ��� �		���Z� ����

α = m + (pa − pA)d,

��� ���� � ���O�� 	������ ������ 	�� � ���� ���
�� �� ����#	��
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!� ������� ��� ��� ���� ������� ����� ��� �������������� ��	�� �� ��
	��	����� pA �� �����
�� ��������� A� ��� �O��� m �� d ��� ����#	��� ���� ���
�� �� ����������� ������� σ2 �� ������
�� X�

������ ����	����� $1�2' W 8���� ������� �� ��� d = 0 A

h2 = 2pA pa m2/σ2.

<� ������ ���� ���	����� �� ��		��� �� ���� ��������� ����� �� ���O�� ��������
�� ����� �� ������
��

h2 = F��(G)/F��(X). $1�6'

8��� ������� ����� ���� ���� �������� ��� 	����������� �� -���#�@�������
� ������ 	��� �� ������� �� G

F��(G) = E((G − µ∗)2) − (E(G − µ∗))2

=
(
m2p2

A + m2p2
a

)
−
(
m p2

A − m p2
a

)2

= m2(p2
A + p2

a) − m2(p2
A − p2

a)2

= m2(p2
A + p2

a) − m2([pA − pa][pA + pa])2

= 2pA pam2,

��� pA + pa = 1� !������ d = 0� �������������� ����� ��� ����

h2 = 0 �� F��(G) = 0 �� h2 = 1 �� F��(G) = F��(X).

+� ��� �����	��� �� ������
�� X �� ���
�� �������� � �� 	����� ��������
�� � � ������ � ������ A

X = G + (X − G) = G + E.

M� ���#�� ������������ �� ����� �����	������ ��� ������ � ������� ��� E
�� G ����� ����������� ������������

���(X, G) = F��(G).

<� � ������� ���� ��	���������� ������������ ���� 	����

h2 = ���2(X, G)/ (F��(G) F��(X)) = ����2(X, G) $1�;'

�� ������� 	���

h2 =
���(X,G)

F��(X)
. $1�1'

!� ������� $1�;' ����� ��� �� ��� �O��� ��� ���
��� ������ ��������� ��������
���� �� d = 0� �������������� h � ������ ��� ������� ��� �� ���������� ���� ��
������
�� X �� �� ���	����� �������� G� !���	������ $1�1'� �� ������� ����
�� ��������� �� �� �������� ��� ��� ������
�� � ��������� ��������

+���� A �� B ���� ��������� ���������� ���� ��	������ �� �������� E(A) =
µA� E(B) = µB � F��(A) = σ2

A� F��(B) = σ2
B � ���� ��������� 	������ B 	��
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�� ������ ������� �� A� B̂ = α + β A� !� ������� �� �� 	������� 	��� G���
������� 	�� �������� ����� ��#� E[(B̂ − B)2]� ����� ������� ����

E
[
(B̂ − B)2

]
= E

[
(α + β A − B)2

]

= E
[
(α + (βµA − µB) + β {A − µA} − {B − µB})2

]

= (α + (βµA − µB))2 + β2 σ2
A + σ2

B − 2 β ���(A, B).

5 ����� ��� �������� 	��������� 	�� ��		��� � α �� β � ������ ��� ��������
����� ��#� ��� ������� ������� α = µB − βµA �� β = ���(A, B)/F��(A)�
!� ����� �� �������������� 	��� ��� G��� ����	���� ����� �� ���R���� �� ���
������� ������� ��� �������� 	������ ���O�� �������� G � ������ �� ������
��
X�

8������� ��� �������� $1�2' �� $1�6' � ��� 	�� � ������� ������� d �= 0�
��� �� ���� � ������ ���

F��(G) = 2pA pa

(
m2 + d2(1 − 2pA pa) − 2m d(pA − pa)

)

= 2pA pa

[
α2 + 2pA pa d2

]

�� ��� � 	�� 	��� ��� �� ��������� �� $1�2'�
5 	�������� �� ������
�� ��� 	��#������� ������������ ���� ���V���� ����

��������� �� �
��� ����� ���� ��� 	��	��� �O��� mi, di� +� ��� ��		��� ���
��� �
�� ������� �� ���
�� ��������� � ������ �� ������������ �� $1�2' A

h2 =

k∑

i=1

2pi(1 − pi)α
2
i /σ2

i . $1�9'

!� ��������
	
��� ���
	
/��

!� ������� $1�6' ����
�� �� ����� �		����� �� 	����
�� ��� ������
���
����� ��� ��� ��	"�
� ) 
,
�� ��������
� A

X = ������ �� ������
�� ��� ������� $1�:'

= ������ 	����#	���� $���������'

= G + E

= �O�� �? �� ����#	� b �O�� �? � ������������

��� ����� �����	������� X� G �� E ��� ��� ��������� ����������� ������ ���

E A �� �������� ��������� ������ $��	����� \ 3'� ����
������� σ2

E �

G A �� �������� ��������� ���� ��	����� µG = µX

�� ������� σ2
G .

G, E A � �������� �� ��� σ2
X = σ2

G + σ2
E �
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!� �����	������ �� X � ����� �� G �� �� E ��� 1�: ��� ��������� ���
������� ��� ��� ���� �O������ � �� ������ 1�0� /���� ����� ����� �� ���� �� ����
��� ���O�� ��������� �? � ����������� ��� �� �� �G�� ����� 	��� ���� ���
��������� ��� ������������ ��	��������� ���� �� ����� ���� �������� �����
������ !��#	���
�� �� �� ���������� ���������� ���� G �� E ���� 	�� ���(����
(������� ���� ���� ��� ��������� 	��� ���	����� ��� ��������

5 ��������� � ���������� � �� ���������� �� �������� �������� ����
�������� � �������� 8���� ��� �� ����#	� ��� ������� ��� ���� 	�� �����
�� ���
��� 	������ ��� ���� 	������ �� ��� ����������� �� 	������ ������
���V���� �� ��� ��� 	������ ��� �� �������� ��� ��� ���� ������� � ��
������ 	�������� ������� � �
� � ���� ���
���� ��		���� ��� ���������
��J���� �� 	
�� �����
�� A A ���� ��� ����� �� ������
�� W 8��� ��	���� � �����
�������� �� ������� 1�; ��� ������ ��� ��� �������� ��� ���� � ������ ����
�		�� c �� 	������������� ������� A

G =

⎧
⎨
⎩

µ∗ + m, �� AA
µ∗ + d, �� Aa
µ∗ − m, �� aa.

�� 	���� � ��		��� ��� �����
�� ������� 	�� � ��� 	����� ��� ��� �� ���
������� ���
�� ��� ������ �������������

0�.�� :�� � )� 
������ ��� �� ������.����� ���� ��
 ���� ������
 �
� �������� A 1��
a27 ��� ���� �� ��������� �� �������� K 	� ��.���� ������ �� ��� ������ 
� �� ���� ��
����!�� �
� ������ �� 
� ������� ����� �
� ����
�� �������������

	����������
���
�� ��� ����#	�� E(G | ���
��' E(G | ���
��) − E(G)

AA Aa aa
A pA pa 0 µ∗ + mpA + dpa mpA + dpa

−(m(pA − pa) + 2dpA pa)
= pa(m + d(pa − pA)) = paα

a 0 pA pa µ∗ + dpA − mpa −pA(m + d(pa − pA)) = −pAα

!�� �������� �� �� ����
�� ����� �� ������� 1�; ��� ����� ��� �������
��������� ��� ���
���� [ ������ �� α� � ������� 	������� 	������ �� ������
�� ���
������� ���� ���� ��� �� ���� ���
��� 	������������ ���	����� � ������
��� ������� ��������� ��� ���
��� ������	������� ����� �� ���� �		���� �� ������
	��� ��������� �� ��� ���� A

B =

⎧
⎨
⎩

2paα, �� ��� ���� ���
��� ��� A �� A
(pa − pA)α, �� ��� ���� ���
��� ��� A �� a
−2pAα, �� ��� ���� ���
��� ��� a �� a�
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!� �������� B ��� �� ������ �� ������
�� ��� ��� ������ � ��������� ��
�����	������ �������� �� ����#	� � ���� 	���� 	���������� !� �� B 	���
����� �������� ��� ��	��� 	�� �� �� ������ 	��� ���������� �� % ��

	��� &� +� ���
�O��� ��� ���
��� ������ ��������� � ������ ������� ���� ���O�� �������� �����
G−E(G) �� B� 5 ������� �� # � 	������ � �O�� ��		��������� �#���������
���� ��� ���� ���
���� I = G−E(G)−B� C 	���� �������� ���O�� ����������
����� ��������� ��� �������� �� ������� 1�1�

0�.�� :�� �  � ������.����� ������� �� ���������7 G7 ���� ���� ����� 
��
 ����� ��

���� G = E(G) + B + I7 �4 I ����� ���������� �� �� ������ �� d �� 
�������
���
��� d = 0� D���I ��� E(G) = µ∗ + m(pA − pa) + 2d pA pa�

����#	� G E(G) B I
AA µ∗ + m 5$,' 2paα m − m(pA − pa)

−2d pA pa − 2paα
= −2p2

ad
Aa µ∗ + d 5$,' (pa − pA)α d − m(pA − pa) − 2d pA pa

−(pa − pA)α
= 2pA pa d

aa µ∗ − m 5$,' −2pAα −m − m(pA − pa)
−2d pA pa + 2pAα

= −2p2
Ad

α = m + d(pa − pA) ⇔ m = α + d(pA − pa)

8�� ����������� I �� B �� �� ��	����� ���� �� � ��� 	�� ���������
8�� ����	���

E(B) = E [E(G | ���
��) − E(G)] = E(G) − E(G) = 0

= p2
A 2paα + 2pa pA(pa − pA)α − p2

a 2pAα = 0.

5 �������� �� ������� ���� 	�� ����� 8��� B� � ������ A

F��(B) = σ2
B = p2

A(2paα)2 + 2pA pa(pa − pA)2α2 + p2
a(2pAα)2 = 2pA paα2.

�� ������ ��� � ����
�� �� ��O����� ���� $1�2' �� $1�6'� ��� � �������
������� ��� $1�2' ��� ���� �

h2 = F��(B)/F��(X).

���� ����� ���� ������ h ��� ����� � �� ���������� ���� �� ������
�� X ��
���O�� ������� B �� ����#	�� 8��� �� ��������� ���U ��� X = E(G)+B+I+E
��	����� ���(X, B) = F��(B)� �� ���� �� B �� E � ��� 	�� ��������� C
	��� ��� ������� ���������� ��� �������� $1�;' �� $1�1'

h2 =
F��(B
F��(X)

=
���(X, B)2

(F��(X)F��(B)
= ����2(X,B) $1�4'
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��
h2 = F��(B)/F��(X) = ���(X, B)/F��(X). $1�='

!�� ��	
��	
�� �� �(���
	�#
�
	�

8��� ������� h2 � 	��� �� ����� ��� ��� ��	������� �� ���������� ������
���� � �� ������ 1�0� ��� ��� 	�	������� �������� ����� �		����� ���� 	��
	�������� ���� � 	��� �� ���	����� 	�� �� ������ �� ����������� ���� ��� ���
����
��� �� ���� �������� ��� ��� ���������� �������� �� ����������� ��
����� � �� ����� ���� ��� $	����� ����'� $���� <� ���� <<'� $���� (�����
<� ���� (����� <<'� ���� M� ��� ���������� � �� ��(�� ���� �� �������
����	��� ��� ���� 	�� B������� 0=4=�

%���� ���� ����	 ! (���� �� 
����� ����	�<���
�	��	�

8��� ��������� ��� ������� ����������� ��������� �� ��� ��� ���	�� 	����E����
������ +��� �� ���
�� �� ���� $1�:'� � � A

Xd = Gd + Ed �� Xp = Gp + Ep ,

�Y ������� d ������ �� �������� ������ �� ������� p �� 	����� +��� ���#	���
��
��� G �� E ��� � �������� $Gd ���� Ed �� ���� Ep �� Gp ���� Ep �� Ed' ��
��� ���(Ed, Ep) ��� ����� � ������ A

���(Xd, Xp) = ���(Gd + Ed, Gp + Ep) = ���(Gd, Gp).

!��#	���
�� ���(Ed, Ep) = 0 ���� 	�� ���
����� ������������ ��� ��������
���� �� 	���� ��� ������ 	������ 	�� �� ��������� +� � � 	��� 	��
������� ����� ����������� � �

���(Xd, Xp) > ���(Gd, Gp).

!� ������ �� �� ��������� ���(Gd, Gp) ��� �������	 ���	���� 	�� �� ���
���	������ ��������� !� ����� 	������ �� �� ��������� ���� 	���� �� ����
����� ��� ��� �?� �� ���������� ��� ���
�� �� 	���� ���� �� ���������
5 �������� �� �����	������

G = E(G) + B + I

�� � ��		���� ��� ���O�� �������� �� 	����� � ������ ���

���(Gd, Gp) = E (E [Gd − E(Gd)] [Gp − E(Gp)])

= E (E [Gd − E(Gd) | Gp] [Gp − E(Gp)])

= E (E (Bd + Id | Gp) (Bp + Ip)) .
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!���	����� ����������� �� ����������� Id � �������� �� ����#	� ��
	���� ��� ����� ��� Id � 	��� G��� ���� ���� �������� �� ����#	� �����
�� ��������� 8��� E(Bd|Gp) � 	��� � ���� 	���� !� �������� ������� �
��� ���
��� �� 	����� !��O�� ������� ��� ���� ���
��� �� 	���� ���� Bp� 5
���������� � ��� ���� ���
��� 	�� ������� �� ������ �� Bp ���� � ��#��
�������� �� ��������� ���� ����� ��� E(Bd|Gp) = Bp/2 ��

���(Gd, Gp) = E (1/2 Bp(Bp + Ip))

= 1/2 F��(Bp),

+� ��� �O����� �� ��������� �� Xd ��� Xp� � ������ �� ������

X̂d = E(Xp) + (Xp − E(Xp))
���(Xd, Xp)

F��(Xp)
.

!� 	��� �� ����� ������ ���� A

���(Gd, Gp)

F��(Xp)
=
F��(Bp)/2

F��(Xp)
=

1

2
h2 .

 (����� �� ������ �� ��������� � � ��������� �� ���	��� (xi, yi) ���� i =
1, . . . , n ��� 	����� ��� ��������� h2� <��� xi ��� �� ������ �� ������
�� ��
	���� �� yi ����� �� ���������

%���� -� 
�� ��	���

5 ������� �� ��������� �������� ���� ���� �������� ��	�� �� ����
���������� ���� ��������� ��� �� ��� �G��� 	����� $% ��� ���� &'� 	��
����	��� �� � ��#�� � ����� �� �������� �������� � ������ ���
���R����� �� 0E2 $���	�� 	����E��������'� 0E; $���	�� ��
�� �� �a��'� ����
��� ��� ��
O��
��� 	
 ���
���� ��� �� ������� ������ ��� �� ������� A

*�+�
�
�� �(� 8
 ��
O��
�� 	
 ���
��� 	
 	
! ��	���	� u 
� v 
�� ���� ) F

φuv = P (	
! ���"�
� ����� ��������
�
��' � 	
  
� �%���
 	
 � ���� 7L$),

�� ����	� ���		����� �������� � � ���� ������� ���

φuu = (1 + Fu)/2 ,

�Y Fu ��� �� ���R���� �� ���������� �� ��������� u $���� ������ 6�;'� +�
Fu = 0� ����� φuu = 1/2� ��� ���� �� ����� �� 1/2� � ��������� ���� ����
�� �G�� ��	�� �� �
� � ���� ������� ���� �������  ��� �� ����� �� 1/2�
� ���� ��� ���� ��	��� �� �
�� ���� ��� ���� ��	��� ��� <D� ���� 	����������
Fu�

!� ������ �� �� ��������� ���(Gd1, Gd2) �� ���O�� �������� ���� ����
��������� ��� �G��� 	����� 	��� ��� ������ ������	�� 	��� ��������
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������ :�9 � F ������ �� ������
 1������A��
�������27 �� ���� �
����� �������.����
���� ��������� 
��
 ���!�����
� ��� ��
 �-��
 ���������������� ���

��� ���������"
���� ��
 �-��
 �������
 �� ������������� �� ������ �� �� ��
��������

��� ��R������� ����� 	�� Gp1 �� Gp2 ��� �O��� ��������� ��� ���� 	�����
������� C �������� �������� �� ��������� ����������� A

���(Gd1, Gd2|Gp1, Gp2) = E([Bd1 + Id1][Bd2 + Id2]|Gp1, Gp2)

= ���(Bd1, Bd2|Gp1, Gp2) + ���(Id1, Id2|Gp1, Gp2).

5 �� ��� ������ �� 	������ ������ � � ���(Bd1, Bd2|Gp1) = F��(B)/4 ��
���(Bd1, Bd2|Gp1, Gp2) = 2 ×F��(B)/4�

8��� �� �����
�� ������ ���(Id1, Id2|Gp1) = 0� ���� ���(Id1, Id2|Gp1, Gp2) =
F��(I)/4 �= 0�

5 ������� �� ��������� ���� �O��� ��������� �� ���� �������� I �� J �
���� A

���(Gu, Gv) = 2φuv F��(B) + (φu′v′φu′′v′′ + φu′v′′φu′′v′)F��(I).

��� ����� �������� (u′, u′′) ��� ��� 	����� �� u �� (v′, v′′) ��� ��� 	�����
�� v�



���	���� 1� !� �������� ����������� 00=

!�� �����
���

0� +��� G ���O�� ��������� �������U ���

F��(G) = 2papA[α2 + d2(2papA)]

2� !��O�� �������� ��� �
� ��� � ������
�� ���������� ��� �� 1 	��� ��
����#	� AA� �������� 1 	��� �� ����#	� Aa ��� −1 	��� �� ����#	�
aa� <� ��� ��� ���� ��� 	����� 	���� �� �������� � ���
�� A� ����
��� �������� ����� ��������� W X����� ��� ��� �� ������ ��� 	����
AA W

6� ��������U � ������
�� ���������� X ��� ��� �������� 	�� ���� �
��
�#�� ����� ���� ���
���� A, a �� B, b� +�		���� ��� ��� ���� �
��
�� ������ ��� ���� ����������� ��O����� �� ��� pA = pB = 1/2 � C
�����
�� ��� ���� ��� ������� A

$�' !� ����� ��� �		���� 	��� ��� ���� �
�� ��� ��� A �� B ���������
����� ��� 	��� � � ������ ������ ����� ��� a �� b � ���������
� ���� !� ����#	� aabb ���� � ����� 0 �� �� ����#	� AABb �
����� 3� 	�� ����	�� Q

$�' !� ����� ��� ��	������� 	��� ��� ���
��� A �� B ��� ��� ��� ����#	��
AA � BB � Ab �� aB ��������� ����� ��� 	��� � � ������
������ !� ����#	� AABb ���� � ����� �� 2� 	�� ����	���

M ������� ������ ��� ��� 	����� ������ ��� ���������� ���� ����� � �
���������� �� ��������� �� 	��������� �� ����� 3 �� 0 �
$�' /����U ���� ��� �� ����� �������� �� ��#�� �� �� 	�	������ 	���

�� �������� ����� µ = 4pA �� ��� �� ��#�� ��� ��������� �	�
�
�������� ���� �������� µ′ = 4p′A � ��������U �� ������� ���������
������ h2 = (µ′ − µ)/(µS − µ) �

$�' /����U ��� �� ��#�� �� �� 	�	������ �� �� ��#�� ������
���� ��� �� ��� �������� ���� 2p(1 + q) � ��������U �� �������
�������������� h2 �

$�' �������U � ����� ������� �� ��#�� ������� µ 	��� �� ����� �������
���� ��� ���������

;� C �����
�� � ����� ���������� X ��� �� ���	��� ��� �O�� ��������
G �� ��� �O�� ���������� E ��� ���

X = G + E.

+���� B �� I ���� ��������� ���������� ��	������� ���O�� ������� �� ���O��
���������� !� ���������� �������� G ������� ���� �� ����� ���� �����

G = E(G) + B + I.

$�' �������U ����	����� �� �� ������� �� I�

$�' �������U ��� ���(X, B) = F��(B)�
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0�� 1�23 ���	�
��� �	 ��	����� �����
���	����

!� �������� �������� ��� ��� �������� �� ������ ��� ��� ������������
+� ��� # ������� �� 	��� 	�
�� ��� ����������� ��� ��������� �� ���������
�� ��� M� �������� �� �� ������� � ���� ���� ������� ������ ������
�G��� ���� ����� �� �	����� �� ������ ������ $��� 9�0'� ������ ��� ��� �
����Z���� �� ���������� �� ������ �#	�� A A� T � G� C $������ ��#����
������ �#�����'� M ���� �� �������� ��� ���	��� ������� 03 ����������� !��
���� ���� ��� ��� ��	��� ���	���������� ��� �� �������� !� ���	����������
���� ���� ��� A �� ���(���� ���� T �� ���� ������ �� �G��� G �� ���� C� !��
���� ���� ��� �������� 	�� ��� ������� �#����
�� ��� �� ������ ���� A ��
T � �� ���� G �� C�

����� ��� ������� ���	��� 	�������� A − T � G − C� T − A� �� C − G ���
�		��� ����
 	
 ���
� 9��:� !�� ���������  �� 	����� G��� ��
� ������� ���U
��� ������ ≈ 230 · 106 	� ��� �� 	��� ��� ����������� 5 ������ �� �����
����� ������ 3, 2×109 	�� 8���� ��� ��� 	������� ���� ��	��� �� ������
���������� $� ������	��� �� ���������� X �� Y ' �� ��� ������ ����������
��� �������� �� ���� ����� �� �������� ������� ������ ���� 	��� ������
�
��

7��� �
� ��� �������� � � �� 	�������� 	�������  >� $����� ������
�������'� !��  >� ��� ���	���� �� ������ ����� 	�������� ���� ����� �� ���
!�� ����� ��� A� C �� G� ���� ��� U $����' ��� 	��� �� 	���� �� T � 8��� ��
����� ��(����� ��� �
��� �� >� �������� ��� �����G�� � 	������ �������
������ ��� ��� ������ ������� � 	������ $���Z� �������� �����'� !� �����
����� ������ ���� 20 000 �� 25 000 �
�� �� �� �#	�� !�� 	������� ����
	������ ��� ������� �������� �� ��� ������� �� ���� �� ���� ������ 5 ����
���� �� ��������� ����������� �������������� �� �� 	������ ��� ����	�������
8���� ��� 	������� ������ � ���	�� �� ��������� �U#��� $�����#�����' A
������������ ��� ����	���� �����
�� �������� ��� ���� � �� ������������ ��
��� �������������� ��� 	����� �����Z��� ��� ��������� �����
���� 8���
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 ���������
 ����� �����
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�

�� ������� �� �
��� �� >� �������� ��� �� 	������ ��� �� � �� �������
	�� ����	��� ��� �� �#��
�� �� 	��������

!���	������ ��� �
��� ������������ ���� �������	��� �  >� �� ���� ����
������ � 	������� �� ���� ���� �� ������ �������
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!� �� ���	��� ��� �������� �  >�� 5������ ��� ������ ������������ ���
	������ �� �� �� ��� � ��� 	�� ��������� �������������� ��� �������� C ���
��� ��� ����� ��� � ������� !�� ������ 	������ �� �
�� ��� ����� ���
(���� �� ������ �� >� �������� $ >��' ��� ������ �� 	����� ������ ��
�� �� $����  ���'� 5���� 6 N �������� �� ����� ����� ��� ������ !�
����
�� ���	� ������ �� ��������� �� �� >�� � �� 	������� !� �������
���� ������� ������� � � ���� � ���������� ���� ��� ��� ���	���� �� �����
 >�� ��� ���	��� ��� �		���� ��	���� !� ������� 9�0 ������ ���� ��� �� �����
!� ���� ��� ������� ��� �� ��� ��� ������ ����� ��O����� ����� ������
	��� � ���� ����� �����  ���� �� ���� AC∗� �Y ∗ 	��� G��� ���	���� ������
����� ��� ������� � 7��� �� ���� �� ����� ��������� �� ��������� �����
���� �� 	����� �� ���� ��� ����������� ��� ����� ��� ����� ��������� ���
�� 	������ ����������

5 ������� � 	��� ���� ��� ���� �
� ���U ������� ��� ���	��� ������ ��
�������� D������	 �� �
�� �������� 	�� �� ����� 	��������� <� ������
���� ������ ������� �� ����� ��� ����"�� �� �������	��� � 	������  >�� +�
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�� 	�������� ��� ������ ���� ��J� �� ���� ������ �� �
� ���� 	�� ���������
+��� �� ����� 	�������� ���� � ���������� �� �������	���� [ �� (����� ���
���� �� ��� ����� �� ������� ��� ����� ���	�������

'���� �������� ������ �	���� . �����	=����
�0)� ��
����������� 
���� ��	�������

+� ��� �������� 	�� �� ������� ���#����� ��� ���������� ��� ���
�� ��� � 	���� �� �����J���� M� ������� �� ������� �����#�� 	�#�����
��������� ��
� �������� � ��� ��� ��� �� �����������	���� !� �����������	���
��	��� ��� ���	����� ��� ������ 	�� ����������� ��� ��		��� ��� ���� ��
��������� �� ���� ����� ��� �������� ��� ��� ���	������ !�� ��O������ �
�������� ��� ���	����� ��� ��	����� 5 �������� ������������ �� �������� ��
	��� ��	������ �� �� �#	� ��� ���������	���
��� ���� ��� ���� ���� � ��	�������� !�
������ ��� ��� ���#�� ������� � �������� �� ��� �� >� �� �� 	��������
��� ��������� 	����� ��� ������� �� �� ��	����� ���� ���V���� ��� ����	
	������� ����������� 5 ��	�������� � ������� �� ���	� �� 	������ Q ��� ����
�� ��	������� ����� � ���	� ���� 8��� ����� ������� ��� ��������� �
	��� �������� 	�������� ��#��� C 	��� ������� ��� ��������� 	�� ��� ���	�



���	���� 9� ,������� ����������� 021

����������� �� V��������� 	�� ����	���
M� 	�������� ��� ��� ���� ���������� ����������� ������� ������������

��� ����	�������� � ���Z� 	�� 	��#������� ��� ���� ���� ��� �������� 8�>
$% �����
���
 ����� �
������ &'� ����� ������� 	����� �������� ��� �����
����� �� �� ����	������� �������� ��� ������� �	�������� <� ������ ����
�������� ���������� 	��� ��	����� �� ���� �������� ��� ������ ��������

M� ����� 	�������� 	��� ���#��� � ������ ���	���� �� �� �� �� >�
��� ��� ���	� ��������� �� % ����������� &� ����� ������� ��	��������� ���
	����� ���#����������� ������������ �� ������ �� ���� ������ �� �� �� �� >�
���	���������� �� �������	��� � ������ ��� 	��� �� ��� ������� �#����
�
�� !� ���	 ������� � � ���� ����� �� ������� ������ �� �� �� �� >��
������ 	���� � � ������ ��� 	������ 5 ������ � ������ �� ���	 ���� ��
������� ��� ������ �� ������ � ���#���� ���#���������� ���� ��� ������� ���
���	����� �� ������ �� ���� ����� �� ���	� ����� �������� ��� ����� 	���
������� �� ���
�� ��������� �� ����� ����	������ ��� ���� ����� ��
�
�� �� �� ������� ����	������ �������� ��� �
�� ��� ���� �������� �����
�����

!�� �������� ��	���������� �������� ��������� �� ��� ������		��� �����
����� �� ��������� ���������� � �������� ��� � ����	�� ��� �� �����J���
�� ����� �� ��G��� ������  �(��������� ��� �������� ��� �		������� � ��
������� 	����
���� � 	���������� 	��� �������� ��� �
�� �������� ���� ���
	����#	��� 	�� ����	�� ��� ��������� 8��� ������		�� �� ��������� ����
������� �������� ����� ��� ������	������ �� ��������� ��� ������ ��� ��	���
����� ��� �� ��� �� ����� �������� ����� 	�� �� ���#�� �� 	�������� �� ��
���������� ���� ��� ������ � ������ ��� �������� F<<< �� <] ���	������� ���
��O������ ������ �� �� �������� !������������ ��� �
�� ��� ����� 	��� ���
�������� ���� ��� ���� 0=43� ��������� ��� �
�� ��� 	�������� G��� ���� �
�� ������� ��� ���������� ��R����� !�� ������ 	�#����������� �� �� �������
��� ������ 	�� ������� �� � � ���� ��� �G�� 	�� �� ����� ���� �������� ���
�� ������

M� ��� 	����� �������� ��� �� ���	������ �� ����� ��� ������� ������
����� ������� �� �� ����� ��� ������� ���������� ����� <� ������ 	��������
	����������� 	��� ���������� �� ���� ��������� +��� � ������� ���� ����������
	��� �� ���� ������� �� ������� ���� � ������� ��� 	����� ���������� ��� �� ����
������� � �� ��� ������ ��L�� �� �������� ���������������� P � ���� �������
������ $	����� �		������' P ���� � ���� ������� ��� ��� �������� ��� ����������
�� ������� ��� � ������� ����U �������� 8���� ��� ��� ������� ����������
��� ������ �� ������ 	�� ������� ��� ���������� +� ��� � �� ���� ���
�
�� ��� 	����� G��� ��	������� � 	��� 	�� ����	�� ������� �� ����� �����
	������ �� ��� �
�� �� ��������� �� ������� ��� �
��� �� ����� �������
����	������ �������� ��� �� ����� ����� ��� ��� 	����� �		������� +� ��� ����
�������� ��� �� ����� ���	���� �� 	����
�� �� ���	������ ��������� �� ���
����� �� ����� ��� ���	 ����� ���� ������� ����	������ ��� ���� �����
�� �
�� 	��� 	������������ ���� ��� ��	����� �� ������� �������� ���
���� 	������� ��� �������� ������������ 	��� ���#��� �� ������ ����� ��
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��� ����� � ����� 	����� ������� �� ��
�� �� �"��� ��� �������� ���������
���	������ ��	����� �� ��������� �� ��	������� ��� ���
��� ��� �� �������
�
�� ��� �������� �� 	����������� X������� 	����
��� ������������ ���� � ��
����� �������� ��� 	������� ��� �� ������ $9�6'�

!������ ��� 	��� ������� �� 	������ �� ��������� ��������� ��� ��� ����
	���� 	�����E��������� �� ��� 	������� ���������� �� ������ �������� 	��� ���
������� ��� ������ ������������� ��� 	�������� ������ ��� �
�� �V�����
M ����
� ��� � ������ ��� � ���������� ��� 	���
�� �� ������� ���
�
���� !�� F�7> $% �������
 ���
� �� ���	
� �
�
��� & ' � ��� � ����	���
<� ������ ��� 	����
� �Y �� ������ ������� ��� ��	���� � ������ �����
�� ���� �� �� ����� 	��� ������ ���� 	����� � �������� 5 �������� ��
�U#�� �� ���������� �		��	����� ��� �������� �� �������� ��O������ ���
����� �� �� ����#	� ��� ������� 	��� ���� G��� ��������� !�� +�8 $% �����

���
���	
 ������������ & ' ��� � ����� ����	��� �� ��� ��� 	�	����� ��
����� ��� ������ ��� �� 	�	������� 8��� ����� ����� ������� ���� ������ ��
���� 	������ ��� �� �������� �� �� ������� % D��	����
 & $�� ������� �� 	���
��������' ���� ��������� � =1 N�

0� 4��
�	
�� ����	
��� �� �
/��� ��������
��

!�� ������ �� �� �������� ����������� �O��� ��� �������� 	������� �� ���
	���� 	��� ��������� �� ����#	�� 8�������� ����	��� �� ������ ����� �� ���
���
��� ������	����� ����� �������� ����

'���� ��� ������ �� ��� 	�
�������

����� ������ ���������� � 	��#���	����� +�8 ��� �� 	���� �� ����� ��
� ��������� ���� 	���� ��� �������� ���� 	�	������� ������ �� ��������
��	������� 8��� ����� ������� ���� �		���� 	��#���	������ �� ���� �����
���� 1 N �� �� 	�	������ ���� 	������� ��� ���
�� ����� ��� �� ������� ���
�������� ������� ���� � ���� �� ������� µ 	�� �
� �� 	�� ���������
��� ���� ������ �� �������

H = 	��	����� ������ $������' ��� �������� ������U#�����

= 1 − F = 1 − 1

1 + 4Nµ
=

4Nµ

1 + 4Nµ
$���� ;�0;'�

���� ��� ������� ���� ���#	���
�� ���� ����� �����
��� ��������� +� ��� �������
����� ����� 	�� �� ����������� �� ��������� �� ����� $% ��5���
 ���
�
��	
� &'� � 	��� � ������� ���� ��� ����������� ������� �� ������ �� 	��	�����

H =
4Nµ

1 + 4Nµ
≈ 4Nµ = θ

��� 	����� �� ����� 	��#���	�������



���	���� 9� ,������� ����������� 02:

�� �������� ��� 	����� ��������� �� 	����
��� 4Nµ ���� �� ������� ���
�� ���
�� ���	����� �� ����� �� ����� ���� �		������������� ������� 8���
�O������ ����� ���������� ��� ����� ����� �� ������ ���� ������ �� �� ���
�� 	�	������� ��������� �� ������� �� �O������ �� ���	������ �� ��
���	������ ��� ������� +��� (x1, . . . , xn) �� (y1, . . . , yn) ��� ���� �������� ��
����

S2 =

n∑

i=1

1{xi 
=yi},

�� ����� �� 	������� �Y ��� ���� �������� ��O
���� +��� �� ���
�� ���	���
��� �� ����� �� ������ ����� ������� ������� ���� � ����� ���
��� �����
(����� �������� 8��� ������ ����� �� 	���������� ���� ���������� ���� θ� <�
������� ��� E(S2) =

∑n
i=1 P (xi �= yi) =

∑n
i=1 θ = nθ �� � ���������� �� θ

��� ����� ��� 	��
4̂Nµ = θ̂ = S2/n.

+� ��� ��������� �� ������ k > 2 ��������� �� ���� ���	��� ��� �����������
��� �� ���� ��� ����� 	����� G��� ��	�������� ���� ����� ��� ������� A

x11 x12 · · · x1n

x21 x21 · · · x2n

���
xk1 xk2 · · · xkn

�Y xij ∈ {A, T, C, G} ��	������ �� ��������� �� ��������� i � 	������ j�
!� ����������� Sk ���	�� �� ����� �� 	������� ���� �� ���� �� ���� ��O��
���� 	���� ��� k ��������� >�		���� ��� �� ���
�� ���	����� � �����
��� �����
��� ��� ��� ��� �� k − 1 ���
��� �� ��� �������� �� ����� �� ���� �
����� ���
�� �� I� ������ ����

4Nµ

k − 1 + 4Nµ
≈ 4Nµ/(k − 1) = θ/(k − 1).

+� ���� ��� ������ � ������ ��� x1j = x2j � �� 	���������� ��� x1j = x2j �= x3j

��� ��� � 	�� 	�
� ����� � θ/2 �� 	��� ����	����� �� Sk � ������ �� ������� A

E(S2) = nθ

E(S3) = nθ +
1

2
nθ

E(Sk) = nθ

(
1 +

1

2
+ · · · + 1

k − 1

)
.

 �����

θ̂ = Sk

/(
n

k−1∑

i=1

1/i

)
.
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'&�"���  (� 8��� 	%�
 ��	
' �� � ������ �
� ���
��
� 	
 k = 5 ���"�
� ��
�
 ����
� 	
 n = 500 ���
�# 8� ���
� 	
 �� ���������
 S5 ����� 	
 .A'
�%
���)�	��
 �������� �
 	�,��
��
 
���
 �
� / ���
�# 8%
��������� 	
 θ ���
	���

4̂Nµ = 16

/(
500

(
1 +

1

2
+

1

3
+

1

4

))
= 1, 54 %.

!���������� �� �� ������� ��� ���������� �������� ��� � 	����
�� ���
	���� ���� �� ������� ��������� ��� ����U ���	������ !� ������� 	������� ������
���� �� ����� ������������ �� �G�� ���� �������� 	����� ��� �� ������
<� ������ ��� % ��� ����� & ���������� �� ��� �������� ������� ����� ����
���� � ���� ���������� ������ +� ��� �������� ����� ��� ���������� ���
µ �� N �� ������������ θ̂� �� ���� ��� ��������� ���� 	������� <� ��� ����
	������� ��� � �� ���� �� ������� µ� � �� ������ �� �� 	�	������ N � �����
��� ���������

'���� &�,��� ������	�������

.������ �������� ��� ���� �������� ��� ��O������ ��� ��� ��������
�� �� ���� �������� �� �� �G�� ��	
��� /��� ��� �������� ��� �������� ��
������ �� ���������� ��� ��	
���� 5 ���	���� ���� ��	
���� � ������ �����
���	 �� ���	��� �� �
��� � �� �� 	����
�� ��	
�� �� ������� �� �� �����
���
��� �� ���������� ��� ���� ��������� �� ���� ������� !� ������� ��� ������
����� �� ��� ���H� 	������ � 	�������� ��� ������ ���� ��	
��� ���������
	����� ����� �� ������� ��	
�� ����� ��G��� ����� �� ��� ��O������
��� �� ����� ��� ��� ������� ��(�������� ��� ���� �� ������		���� ���
���� ��	
��� ��	��� ���� ��	������� ���� �
�� ���������� 	������ �� ����
��	
��� ��O������ ��� ���� �������
�� ����� �� � ��G��� ����� ������
��� ���������� �� ���������� ��������� !������ ��� �������� �� ������� ���
�
� ��� �� 	����� � ������ ����� �� 	����
�� ����� ����� 	�� �� ���������
��� �� ���	���� ���� �� ���� �� ������ �� �� ������� �������� �
�� ����
�������� ���� 	��� ���� �� ���� ��� �� ������ �� �
�� ��� �� ��� �Y ��
������ 	������ �� �� ���� �� ���� ��� �����

6�����
�� � �����
��	

8��� ��������� ��� �������� �� 	������� ����� �� ������ 	�������� �
	��� 	��	���� ��� ���
��� �� ���� ��
� ���	���� +�		���� 	�� ����	�� ���
�� ���	������� ��� ����� ���� 	�� � ����� �� ����� 	�� � 	�������� ��
8����� ���� � ���� λ 	�� �� ��� �� ���� �� �� 	������ ������ n ������ �� ��
A(t) �� D(t) = A(t)/n ��� ���	��������� �� ����� �� �� 	��	����� ��������
����� ��O����� ��� ���� 	������� ����������� � � A

A(t + ∆) = (n − A(T )) 2∆λ + A(t) + O(∆2)

D(t + ∆) = (1 − D(t))2λ ∆ + D(t) + O(∆2)

D′(t) = (1 − D(t))2λ ⇐⇒ D(t) = 1 − e−2λ t.



���	���� 9� ,������� ����������� 02=

�

3

t
t + ∆

t = �� ���	� ��	���
�� ��	������

���
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!� ������� 2 ��� �? �� ���� ��� ���
���� 	������� ��� ������� 	�� ��
�G�� 	�������� ���������� �� ��� ���
���� ���� ����� � ���	� ∆� ���
���� 	������� ��������� �� 2∆�

+��� �� ���
��� �� ����� �� ��������� ���� �� ��� �� 8����� ����
��	�����

K = 2λ t.

 ����
D(t) = 1 − e−K ⇐⇒ K = 2λ t = − ln(1 − D(t)).

8�� ������������ �� ���� 	������� ���������� ��� ���� ��	
���� � 	���
������� �� 	��	����� D �� ������ � ������� K� ��� ��	�� ���������� �� ��
����� �� ���������� ��	��� �� ��	������ �� ����G��� ������ +��� ���#	���
��
��� 	�������� �� ���	������� �����
� ��� �� ���	� $λ ≡ �������'� �
	��� ���� ������� �� ���	� �� ��	������ �� ���� ��	
���� !��#	���
�� ���
���� ������ ��� �		���� �%������
 ���������
� !� ���	� �� ��	������ 	���
�������� G��� ������ ���	������� 	�� ��� ����� 	�������������� �� ��
���� ��� �������� ���#	���
�� �� ��������� ������������ ����� 	������ ��� ��
������ �� λ ������ ������ �������	 ���� ����� ������������ � ��������

-��& � 	�$	�
���
�� � �������
�	

!� �G�� ���
�� 	������� 	��� G��� �		����� ��� �������� �� ����� ��
�� ��� ��� �� ���
�� �� 	��� ���	��� ��� �������� 	���������

A → T, A → C, A → G, T → A, · · ·

�� ��� � ���� ������ α� +��� PA(t) �� 	���������� ���� ��������� ���� ����
� A �� ���	� t� � ������ ��� ������ ������ � ��� A� C �

PA(t + ∆) ≈ (1 − 3α ∆)︸ ︷︷ ︸
1 − 3α ∆ = 	����������
��� �� ���������
� ����� 	��

PA(t) + α ∆ (1 − PA(t)),︸ ︷︷ ︸
	���������� ����
��������� ����� ���

A ����� ��
������ A

�Y �������� �� ���		��������� ��� �� ������� o(∆)� !� ������ ������� ∆ → 0 ��
����� ������� ��� ��� ��� A

P ′
A(t) = α − 4α PA(t).
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!�� �������� �� ����� ������� ��O��������� ������� ������� 0 ��� �� �� �����
PA(t) = α

4α + C e−4α t ���� �� ������� C ���������� 8��� ��� PA(0) = 1�
� ��� ������ �� ������� C = 3

4 �� ������

PA(t) = 1
4 + 3

4 e−4α t.

+��� ��� �#	���
���� ��� ������ ���������� �� �� �G�� �������� �� �������
t → ∞� PA(t) → 1

4 � !����� ������ A ����� �� �� ��������� ������ A� T � G
�� C ���� 	���������� 1

4 ������ �� ���
�� � ��� 	��	��� 	�� .�I�� �� �����
$���� .�I�� 
� ��#� 0=9='�

+�� �������� ��� ��������� ���� ��	
��� ��� �� ������� �� # � t �����
�� ���� �		����� �� ���
��� � ������� ��� A

�

3

t

���












�
�

�
�

�� ��

d = 1 − PA(2t)

= ���.�.���� ����� ���������

��� ������ A �� ����
 t = 0


��� ��3�������� ��-�����

=
3

4
−

3

4
e−8α t

=
3

4

(
1 − e−8α t

)
.

+�� ����� ��	������� ��� ���������� λ� �� ���� �� �������� �� ��
���������� ��� ������� λ = 3α� ��� �� # � 	��� ���� ��������� ����� ��������
���� 	�������� �� ��� ����� ��� ����	��������� !� ����� ��	��� �� ���������
��� ��������� ����� �� 	������ �� t ���� ��� ��� k = 2λt = 6αt� �� ���
��	����� d = 3

4 (1 − e−4∗k/3)� M� ��������� �� k ��� 	������� � ������� �� d
	�� A

k = 3
4 · 8α t = − 3

4 ln
(
1 − 4

3 d
)
.

!� ����� 9�2 ����� �� ������ ���� k �� d� 5 ������� ���� ��� 	�������� �
	��� ������� d 	�� �� 	��	����� �� ��O������ d̂ ���� ���� �������� �� ��
�����������

�� ���
�� ���	�� ��� 	�������� 8������� ���� ���� α ����� ���� 	����
��� 	�� ��������� 8�������� ������������� ��� 	�������� A

$�' �� ���� �� ����������� ��	�� �� ��������� Q

��������� ���������
A T G C

��������� A − β α β
������ T β − β α

G α β − β
C β α β −

!�� ��������� (A ↔
G, T ↔ C)� ��� 	���
��������� ��� ��� ��������
���� A ↔ T, T ↔ G, A ↔
C, C ↔ G)� !� ������� ���
���� � ������ ��V
�� �����
�������� $T������ 0=43'�
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������ >�� � %� �� ���.�.���� ����� ����$������ ���� ��������� �
� ������7 �� ���.��
�
�� �� ����������
 ��� ��������� �
� �������� ����� �� � ��� ���
 �� �� ����
������7 ���
 �� .��� ���
 ������ %�7 ��� ������7 �� ���.�.���� 
��������� �� 8: P7 ��
���.�� �� ����������
 ���� ���
 ∞ �� ���
�������� �� k ��� ���
 ����� 
��
�

$��' !� ������� �� ��������� ����������� ��� ��������� 	�� � 	�������� ��������
����� $	�� ����	�� �? � � ��������� ���������'� �� ���
�� ���(����
����� ��� ����� �� ������������ ���� ���� �� 	�������� 8��������
�������� ������ �� ��� P(µ) ���� ��	����� \ ������� \ µ� ��� ���
����� �������� �� ������� ��� ������ ��	������� � ����	����� Q

$���' <� ������ ���� �#	�� �� ������������ �� ����������� ������ ��� � ������
��� �� ����� �� �� 	������ $�������� �����������' �� ��� ������� <�
����
�� ��� �� ���� �� �������� ��� �������� ����������� ��� 	���
����� Q

$��' M� ������������ ��	������ ������ �� �������� �Y 	�������� �
��
��� �������� 	��� ������ ��	
�� �� 	����G��� �G�� 	��� 	�������� ��
������� �� ������ ��	
�� $��O������ �������	
��� �� �������	
���'�
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���	�����
�� 7��$��	 ��� ���		
+���
�� %
�����%
���

8��� ��������� ��� ������ 	�#������������ ��� ����� �� ���� ��� ���
	������� ���������� ��� � ������� ����	
��� A

��	
��� ������ �����
��	
�� 0 a11 a12 · · · a1n

��	
�� 2 a21 a22 · · · a2n

��	
�� 6 a31 a32 · · · a3n

���
��	
�� k ak1 ak2 · · · akn

C 	���

D̂ij = 	��������� �� ��O������ ���� ��	
��� i �� j.

2λ t̂ij = K̂ij = − ln(1 − D̂ij) = ������� ��� �� ���	� ���� ��	
��� i �� j.

[ ������ �� ��� ��������� � 	��� ��������� � ����� 	�#���������� �		�����
������ >�		���� ��� ������ �� ���� ��� ���������� ��� ���������� ����	
��� ���
�� ���	���� ���� ��� ������ ����� ��G���� ������ �� ���� �� 	��������
��	
��� ���������� !������ 	�#���������� ����� �� ������� ���� ��� ��	
���
��������� �� ��� ��G���� ������� �� ��� �� �������� �� ���	� ��	��� ��
��	������ ��� ��	
���� M� ���������� ������������ ��� 	����� �� �������
� ����� � �������� ������������ ������ ��
� ���	��� C ������� �� ���	�
������ �� � ������ ���� �� 	����� 5 �������� ��� ��	
��� �������� �� ������
��� ����	��� !����������� �����G�� �������� ���� ����	� ������� ������ ���
��	
��� �������� ��� ����� [ ����� ���	�� ����G��� ��� ��� ����� � ������ ���
��	
��� � ��� �������

 ��������� �� ������������ ������������ �		����� � n ��	
��� A

_�3` 8��� ���������� �� 	��������� � 	��� ℓ = 0�  � ������ ������ ��	
��
����� �� 	��	�� ����	� �� �� ������� ��� �������� ���� ����	�� ���(
d
(ℓ)
ij

)
= (Kij) 	��� 0 ≤ i, j ≤ n�

_�0` !�� ���� �� 	�������� ����	�� ��� 	��� 	������ ��� ������� ���� ��

������� �� ����� mini,j

(
d
(ℓ)
ij

)
�

_�2` !� ������� ��� �������� ���� ����	�� ���� G��� ���������� ���� 	�� ��
������ � ������ ����	� � ��� ���� �� ���� �� 	�������� ��� �����
����	�� �� ���	���� 8��� ����� �� ��R� �� �������� �� �
��� ��� �����
�� ������� ���� � ���� ����	� �� �� ������ ����	�†� C �����(
d
(ℓ+1)
ij

)
�� ������� ������� ��� ���������

_�6` !������� ���� ����	� ������ ������������ �����G��� ��� � 	��� ℓ = ℓ+1
�� � ��������� ���� _�0`�
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† +��� G1 = {i1, . . . , ir} �� G2 = {j1, . . . , js} ��� ��	
��� ��� ��� ���� ����	���
7���� ����� ������� 	��� ����� �� ������� ���� ����	�� ����	
��� ��� ���
������� A

�������(G1,G2) = max
i∈G1,j∈G2

Kij

�������(G1,G2) = min
i∈G1,j∈G2

Kij

�������(G1,G2) = ��#��i∈G1,j∈G2
Kij

!� �������� ��� �� ��� ���������� ��� �� ����� ��������� �� �������� ��
����� �� �� ����� ��������������� ��� ��	
��� � ����	�� �� 	��� � 	���
������ C 	��� ��	������� ����� ����� �� ������ 	�� � ������������ �
����� � n ������� ����� �� �� ����� ������ 8��� ��� ������� ��� � ���
��������� � 	��� �������� ��� �� ������
�� ��� �������� ��������� ��� ��
�� ������

��� �������� 	��� ��	���������� ������� 	��� ������� �� ���	���� ���
������ 	�#������������ 5���� �� ����� ��� � ���
�� ������������ �� ������
����� ��� 	������� �� ��������  �� �� �������� �� ������������ ��� ����
����� ��������� ��� ��	
��� ����������� ��������� � ������ �� ��������  ����
������� �� 	��� ������������� 	��� G��� ������ �� � 	��� ������ �� � ����� ���
�������������� ��O���� ��� ����� ����� ���
����� �������

+�		���� ��� 	��� ��� ��	
���  � D� �� � �
������ ������� 	�#���������� � ������� ��� �����
������ ��� �� ��	������ ����  �� dD��e � ��
���� �������� ����� �� �� ��	������ ���� D �� ��
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M� ��	��� 	������� ��� ����� ��� ����������� ��� �������� ��� �������
�� ������� �� ����� ��������#	��� C 	��� ����� �������� �� ������������ ��������
��� ���� ������ 	��� ����� �� ���	������ � ������ �� ���� �� ��		��� ���
��������������
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#
��
�)��"��
��� 8 ��
���� ��& 	�������	

!� ��������������� ���� 	�� �� ��(�� �� �� ������ ���� ������� ��� ��������
���� �� ��� ���������� ��� � 	����
�� �������� ��������� ��� ���
����� � �������� ���
����� ��� ����� ������� 8��� �� 	��������� 	���
���������� �� ������� ��� ����� � �������� 	�� ����	�� @������� 0==1� ��
+������ �� /������� 0==:�

!����#�� �� ��������  ���  >� � ������ ����� 	��� � ��� �� �����
������������ ������ �������� ��� ����� �� ����� W ������ �������
	���� ���� ��� ������� ����I�� � ������ ��� ��������� � �� ������� ���
�� W !������
�
�� �� ���� �������� ��� �� 	�������� �����(����� � �� ���
������� �������� �� �� ����� M �������� 	������� �� ACTGC �� ACGTC
��� ������ ���������� A

 � 7 , − �
 − � , 7 �

<��� A� G �� C ��� � ������	��
���� $% ����� &'� 8��� # ��������
� � 	������ �? ��������� � ����
�� � ��	��� (−) ��� ��� ����
������ $% ��� &'� �� 	���� ��� ������
����� T �� C � 	������ ����� � ��
������	���� 	�� $% �������� &'�

!� ��������� ������ ����� � ����� ��� 	������� A

 � 7 , − �
 � − , 7 �

����� �����
�� ������� ������
	���������� ��� �� ���� �� 6 ����
���	������� 0 ����� �� 2 ��	�����
����������� ������ ��� ; �������
	������ �� 2 ��	�����

����� ��� ��������� ��������� ��	������ �� �������� ��O����� ���
���� ��������� !�� ���� ��	���� ��� �� 	����
�� ������	���� � ��� �����
���� �� ��������� 7���� ����� ��	������ �� ����������� ���� ����� ����
��� ���� ��� ���� ���������

������ ��������� �� �������� �������� W 8��� ���������� ����������
������ ����� �������� � 	��� ��������� � ������ ��� �������	
� ��� ������
�� ������� ��� ��������� C 	��� 	�� ����	�� 	����� �� ������� ������� A

���������� = # ������	������ − # ������ − 2 # ��	����. $9�0'

�� ����� �������� �� ����������� ��� �� ������� �� �������� 8��� ��������
���� � 	��� ��������� �� ������ 	������ �� ����� ����� A

���������� = c × # ������	������ − f × # ������− d × # ��	����

���� 	���� c 	��� ������ ������	������ −f 	��� ������ ����������� �� −d
	��� ������ �������E�������� !��������� �	����� ��� ����� ��� �������� ��
������
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!����������� ��� ��� ����� ������� � ��� 	����� ��� �������� �� @�����
0=:3� <� ��� � ����	�� �� �� 	����������� �#������� !� ��� �� ��� �����
������ ��� �� ������� � �� 	�������� ��������� ��� ��������� �� ����������
�� ���
�� �������� �� ������� ������ ����������� ������� 	��� ���������
��� ��������� ��������� �� ���
�� �������

+���� (a1 · · · an) �� (b1 · · · bm) ��� ���� �������� � ������ �� �� ����������
$9�0'� !����������� �� �������� �� @���� ������� 	��� ������ ���	�� (i, j)
$i = 0, 1, . . . , n �� j = 0, 1, . . . , m' �� ���������� �������� sij ��� ��� ������ �
������ (a1, . . . , ai) �� (b1, . . . , bj)� +� i = 0 �� j = 0� � ����	�
�� �� �������
������	����� ����� ���� ���� �� � # ������� �� ���������� �� U���� !�
������ �� sij �� ���� �� ���
�� ��������� ���� �� �������

sij = max {si,j−1 − 2, si−1,j − 2, si−1,j−1 + rij} , $9�2'

�Y rij = 1� �� ai = bj � �� rij = −1� �� ai �= bj � !� 	����
�� 	���������� ��� �����
������� �� ������� ������� ���������� �� (a1, . . . , ai) �� (b1, . . . , bj) �� ��������
��� �� ���� �� ���������� �� (a1, . . . , ai) �� (b1, . . . , bj−1) � �(����� �� ���	��
����� ��� ��	��� �� �� bj A

(a1, . . . , ai) −
(b1, . . . , bj−1) bj

!� �����
�� 	���������� ��� ������� � �� 	����
�� ���� ��� ai ��� ����� ����
� ��	���� !� ������
�� 	���������� ������� ������� � �(����� ����������
ai �� bj � (a1, . . . , ai−1) �� (b1, . . . , bj−1)� ��� �� ������
�� ���� �� ����� ��	��
��� ������� �� ai �� bj � !� ������� 9�2 ������ ��� ������� 	��� ���� �������
���������

!�� �������� ��� a1 = A, a2 = C, a3 = T, a4 = G, a5 = C �� b1 =
A, b2 = C, b3 = G, b4 = T, b5 = C� 8��� ��� ������� � # �(���� ��������
���� ∅ � 	����
�� 	������ �� � ������ �� ������� b � ���� �� �� �������
a � ������ 5������ � ������� �� ������ �� sij � ���	������ �� 	����
��
���� �� �� 	����
�� ����� 	�� ��� ������ 0� −2� −4� ����� �� 	�� ���� ��������
	�� �� 	���� −2 �������� � �� �������E�������� 5������ � �		����� �� �������
��������� $9�2'� ���� ���� 	�� ����� �� ������ � ������� ���� ����� 	�� ������
�� ���� � ���� !� ������ ��� �� �����
�� ������� �� �� �����
�� ����� 	��
����	�� ���

1 = max {−2 − 2,−2 − 2, 0 + 1} .

)��������� � 	��� �������� �� ������ ���� ������� � ������ �� ����� �������
����� � ������� ����� � ������ �� ����� � �������� ����������

M� ���� �� ������� sij ���	���� � � � �������� ������� �� ����������
�� �������� ��������� ���� �������� ���������� �����G��� !���������
��� ������ � ���J�� � ����� �� �� ������� (n, m) � ��� �� � ������ �� ��
�������� ���� �� ������� (0, 0) � ���� �� � ������� ���� �������� � 	��� 	�����
� �� ��� ����� �������� ��� �� ��� ��������� 	��� �������� �� ������ �� � ����
���(���� ����� �� 	������ ���� �� ������� ��� � �������� �� ������ �������� ���
$9�2'� +��� # � 	�������� �������� ������� �� �� �#	�� �� ������� ���� 	�� �����
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0�.�� >�� �  �
 �����
 �� �� ������� �������� �� 
��������� �������� ���
��� ����
������ (a1, . . . , ai) �� (b1, . . . , bj) (0 ≤ i ≤ n �� 0 ≤ j ≤ m)�  �
 Q����
 ��������
������� �� ������ �� ������ ������� �
� �������� )���
 �������� ���
 ��
 �������
 ���
���������� �� ������� ���
 1>��2�

∅  � , 7 � i
∅ 3 ← −2 ← −4 ← −6 ← −8 ← −10 3

↑ տ
 −2 1 ← −1 ← −3 ← −5 ← −7 0

↑ ↑ տ
� −4 −1 2 ← 0 ← −2 ← −4 2

↑ ↑ ↑ տ տ
7 −6 −3 0 1 1 ← −1 6

↑ ↑ ↑ տ տ տ
, −8 −5 −2 1 0 0 ;

↑ ↑ տ ↑ ↑ տ տ
� −10 −7 −4 −1 0 1 1
j 3 0 2 6 ; 1

�� 	�������� ��������� �	������ �������� [ ������ ��� V
���� �� ������� 9�2
���� ��� ������ ��� ������� � �������� ��� ������	��� ������� ����� ��� ��
������ A

(5, 5) → (4, 4) → (3, 3) → (2, 2) → (1, 1) → (0, 0).

���� ������	�� � ����������

 � 7 , �
 � , 7 �

!� ���������� �� ��� �������� ���� �O��������� 3 − 2 = 1�
!� ������� 9�2 ������ � ���� ����	�� �Y ���������� �	����� ���� 	��

������ [ 	����� �� �� ������� (5, 2)� �� # � ���� ������ ���� (0, 0) A (5, 2) →
(4, 2) → (3, 2) → (2, 2) → (1, 1) → (0, 0) �� (5, 2) → (4, 1) → (3, 1) → (2, 1) →
(1, 1) → (0, 0)� !�� ��������� ������	����� ��� A

 � 7 , �
 − − − �

��

 � 7 , �
 � − − −

<� ��� ����� ��� ��� ���� ��������� ��� �	������ �� �� ���������� ���� 2−6 =
−4�
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5 	�������� �� ��������� ��� �������� ���������� �	����� ���� 	��
��������� ��� ��� ��?�� � ������ ��� ���	 ��	������� ��� �������� ���	������
��� ������������ ������ ��� D! +7 $% D���� !����  ������ +����� 7��� & '
�� 	��� �� 	���� �� ������������ ����������

0�� +(��
���
����
� ��������
�� 5 
���	
*��
��� ������ ����	
���� �� �����
�� ��������

8��� ��������� ��� ������ ��������� ���� �������� � ���� ������� �� ���
����� ���� �� 	����#	� $�� 	������ �� �������� �� �� �������' �� �������
����#	��� 8������� �� ����#	� �� ��������� 	������� �� ���
�� ������� ��
�������� +�� 	�� ����	��� ��� �������� ��� ����� � 	�������� 	�� �� ����
���� �U#��� �� ������� 	��� � ��������� ��� ��� ���� � 	���� �� ��������
���������� ��� �� �������� ��� 	������� �� ������� ��� ���������� ��� �
�� ����������� ��� ���� �� ��� ���� ���
��� ��� ��������� ��� 	������� 5
���#��� ��� �#�	�"��� ���� ����� ������� �� � ������ ��� ���	�������
���� ��� �������� ���������� ���� �� �������� � 	��� �������� �� ������ M
����	�� ���
��� ��� ������	������ 5 ��
� ����� ��(������ �� ��� ��� ������
��� ��� �O������ +� � �
� ��� ��	������ �� ������� ��� �� ������� ��� ��
���������� X�  � ����� ��� ���� 0=93� �� � ������ ���� ���#�� �� ���
������	������ �� ����� � ��� ���������� A ���� �� �������� ��� �������� �� ����
����� �� ����������� �� �� (����� ��� ���������� ��� ��� �������� ��������
����� � ����� ������� ��������

!��O�� �������� ���� 	�� ���(���� ����� ������� <� �� 	��� ����� �������
���� �� �������� ���� ���������� ���� ��� �#��
�� ����� �� �a�� �� ��
�#��
�� ��������� ������� ����#	�� �����
��� �������� �� 	�������� ���� �
��� 	�� ��� ������ ��������� ��� �� ����� ��������� � 	���� �� ������� ��
������� M� 	����� �� ���������� �� ���� �������� �� ������ ��� ��� ��������
��� ������� G��� �������	 	��� ��������� ��� �������� �������� ��� ���
��������� ������ ��	������ �� ������ �������� �� �� ���� 	�� 	�� ��� �O���
������������ �� 	�� ������� �� �� ���������

!�� �������� ������������ �� ��� ������		��� ��
� ��	������ �� ��� 	���
������ ��(�������� �� ��������� �� ��������� �� ��������� ����� � �� ����
������ �� ������ ��������� ��� �		����� ������������ �� ��������� ����������
8���� ���� � 	��� ���	��� ��� �	������ ���������� ��� �
� $�����������
��� �� �� �������� ��� ������ ���
��� ��� �� 	�	������'� �� 	������ ��
�������� �	�������� ��� � ��������� �� ��������� �� �� 	���� ����	������
�� >�� ���� ��������� �� �
�� ��� � ��������� �� ��������� C 	���
��(�������� ������� ��� 	����� ����	������ ���� ��������� �� �
�� � ������
�� �� ���������� ��� ���	� ��������� �� % ����������� &�  ��� ����� ��������
� 	��� ����� ������� �� 	������ ������� 500 000 +�8 ��� �� ����� ���
�������� �� ������ ����� ����� �� ������ 	��� �� ����������� �������
����� �� �� ������		���� �� �������� ��� ���	����� 8��� �� ����� �� ����
�� �� ������� �� ������� ��� ����� � �������� D����� 
� ��#� 2336� �� +	����
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2336�
!� ��R����� ������� �� ������������ �� ����#	� ����� �������� ��������

���� ��� �� ���	������� !������ ��� �������� �������� ����#	� �� 	����#	��
�� ������ �������� �������� 	��������� +� ��� ���	J�� ������� � �
�
��G��� ���	������ ��� ������ ������
�� 	����#	����� ����� �� �
� M� �����
�� �L��� ��� ���������� <� ������ ���	����� �� ������� �� ���	J� �� �� ��
�������� ��� ��������� ���� � �� �
� ��� ��R���� 	��� �� �������� +� ���
���� ���� �� �L��� ������ ������������ ��� ������ 	����� ������� ��
����� ���	��� W ���� �		������ ��� 	��������� ��� �"��� �� ��� 	������� ��
���������� 	����������� �� ���������� +� ��� ����� 	�� ����	��� ��� �� �����
��� ������ � 	�������� ����������� ��� � ���Z� 	����������� ��� �
��
���	�������� � 	��� ������� �� ���������� ��� ����� �"��� � 	��� 	�����
�� ������� �� ��� ��� ����� ��� �� ���������� ���� ��� ��������� ��	�����
	������ ��� �� ������

M� ����� ��R����� ����� �������� �� ������ ���������� 	�������� W +� �
�
� 	��� �������� �� ������ ���� �������� �� ���� ����� ���� � ���
�� ����
�� �
� � ������� ������ �� ��� ��� �������� ��� � 	���
��� �� �� ����
��	��� ���� �� �������� ������ �� �� �������� <��������� ���� �������� ����
��� �����
�� � ������� ��� ������ 	���� ��� �������� ������� 	�� �� �������� <�
��� �G�� ���� 	������� ��� 	�������� ���
��� �� �� �#	� �������� ��� �������	 ��
�������� ��O������ 	����� ����� � �
� ������ � �� ��� ��� �� 	������
��# ��		����� ���� 	��� 	�������� 7����� ��� �������� 	��� ������� �� ����
���
��� �� ����� ��� �� ������ ��������� �� ���� �� �� ������ ��������� ��
������� �� �� �� �������� ��� ���
�� ����� �� ��	���#	�� ��� 	��������
����� �������	 �� ���������� 7���� ������� ������� �� 	������ ��� �
������� ���� � ��	���#	� 	����������� +� � ��� ���
�� ������� �� ������ ����
������� ���� ���� � ���� ����� 	������ ���������� �����
�� �� ������� ���
��������� �������� ���� �� ��	���#	� ������ 	��� �� ���� 	�������� ����
���	���� �� ��������� �����
��� % � ������ &� ��� �� ��R� ���������� ��� ��	���#	��
�� ���� �����
���� ��� ������� ��� �O������ ���� ����� ������� ������� �� �G��
������� % � ������ & � �� ���� � �� �����	��� ��	����� �� ��� ������� 	��������
���
��� % � ������ & ������� 	��� �� ��������

���� 	��� �������� �	�������������� ������� 	��� �������� ��� ��	���#	��
% � ������ & 	��� �� ������� 	��������
�� A

P ������� �� �������� ��� �� �� 	�����	������ 	��� ����� ������� Q
P �� ���	������ ������������ ���������� ���� �� ������� ��� �� �����
������	������ $% ���
S�������
 ��	� & '�

!�� �������� ��#���� ����	����� 	�� ����	��� ������� ��� � �� �����
	��� �� ����� �������� ��� ������	������ ��� �������� ���� ����� �� 	����
��� ������ ���������� ������ �� �� ����
�� �� �#	� 2� � 	��� �������
��� �������� ���� �������	 �� ������� ������� 	�� �� �������� !� ���� ��� ���
�������� ��������� ���� ������� �� �� ������� ����� ����� ��� � �������
��� ������ ����������� 5 ��������� �� ����#	� �� ������ �������� � 	���
���� ���� �������� �� ������� ���� �� ������� �� ����� �� ������� ��� ����
�������� �� ���� ���� ����#	� �� ������� $	����#	�'� /G�� ��(���������



���	���� 9� ,������� ����������� 06=

�������� �� ����#	� ���� 	����� ������ �� �L��� ���	 �������� ��� ����
���������� � �������� �� ����� ������

��� �� ����� ���������� � ������ ��� ��������� ��������� ��� ���
������� �� �� ������� �� � ���� �� ������� ��� ����������� �� ���� ����
��������� �� ������� $	����#	�'� !�� ����� �������� � � �� 	��������
������ ������������� �� ��������� ������� �� ������ ������� $�O���� 	�� ��
������� ���E�' �� ��� ��������� ���������� 8��� �����#��� � ��		��� �������
���� ��� ���
�� ��� ����� �� ������� �� ��� ���� ����� ������� �� ������� +�	�
	���� ��� �����
�� ���� ������� 5 	�������� ��� ������ � 	��� ��������
��� ��������� ��� ��� 	������ ���U �� ��(����� ��� �������� ������� 	��
�� ������� �� ������ ���U ��� ������ ��������� 8��� �������� �� �������� �
������� �� ������� �� ����������� r $���� ������ 6�6' ���� �� �������� �� ��
�
� ��� ������� �� �������� 7��� ���	��� $������������' ���	��� �� 	�����
�� �������� ��� ������ � ��� ����� 	���� �� ������� 	��� G��� ������� 	���
�������� ��� ������������� 8���� ����� ����	�� �� �
�� ������� 	��
�� ������� �� �� �������� ��� � ����� 	��� ��� �� ���������� ���������
�� # � ���� 	����������� ����	��������� ���� �� �������� � ��J� �� �� �
�� ��
�����
�� ���
��� ���� �� � ��J� �����
�� % � ������ &� 8���� ����� ���� 	�� �������
�� 	����
�� 	���������� � ��� ��������� +� �� �
�� ��� 	������� �� �������� ���	�
J�� �� �� �������� ��������� � ���� ����� # ����� ������������ ��� ���
�� �������� ������ 	������ �� �����
�� % � ������ &� !� 	���������� �� ����� ���
������ ��� ��� 	��	��������� � r� +�� � �������� �� �������� � ��J� �� ��
�
�� � ����� ��������� � ���� ����� �# ����� 	�� ����������� �� �� 	���
�������� ��� 	��	��������� � 1 − r� 5 �����	���� ������ ��� 	������������ �
������ �� ������������ L(r) ��� ��� ����� � �� 	���������� �� �� ��	�������
�������� �� �� ������� �� �� �������� 	���� ��� ������� �� �� �������� !�
������ r̂ ��� �������� �� ������������ ��� � ���������� �� �� ������� ��
������������ +� r̂ ��� 	�
� �� 0E2 � 	��� ������� ����� �# � 	�� �� ������
���� ���
�� % � ������ & �� ��������� /��� �� r ��� 	�
� �� U���� �� ����� ������
������ �� �� �
� ���	J�� ������� �� ������� ��� �� �������� �� ���������
!� ��		��� L(r̂)/L(r) ���� � �������� ��������� � ������ �� �� ������� 5
�������� log10(L(r̂)/L(r)� �� !C� ������ �� �� ���� �� 6 ��� �����������
M ����� 	��� ���� ��� 6 ��� 	��� ����� % 	����� & 	��� �� ������ ���������

!����#�� ������� ��������� ��� ���	������ ��� ���� ��� ����� ���� �� �������
��� �� ������� ������� �������������� ���� ������� 	������ �� �����
�� % �
������ &� 5 ���������� �� 	�������� �� 	���������� ����������� ��� ��
������� �� �������� � ������ ��� ��������� � ��J� �� ������� ���
��� � 	���
������� �� ������������� ��� ������� �� ��	������ �� �������� ��R������ �����
	����� �������� G��� ���������� ��� �� ���
���

'���� ��	� � �
�	

��� /���������� �� 7����#� 233:� � ������ ��� ����� ����� ��� ������ ���
����	������� ������������ ���� 	����#	� �� ����#	� ���� ���� ��������� ��
���	���� ���������� ������� �� �� ������� $������� /' �� ������� ���	����



0;3 ,������� �����������

���������� ���� $������� +'� !�� �������� ��������� ���� �������� �����
	�� ������ � � 	��� 	�� �������� ��� ������������� C 	��� � �������
���	���� �� ��	������� ��� ��������� ��� ��� ���� ��������� M ��������
��� ������� � ������ 	��� �� ������� ���� �� �������� ������ ��� �� ���
����� /� M �������� ����� ���� �� ��	������� ���������� �� � ��������
��� ������ �� 	�������� ����� �� ������� ���� ������� ��� �� ������� +�

+� NM �� NS ��� ��� ������ ���������� ��� ��� ��������� � ���� 2NM

�� 2NS ���
��� �� ������ �
� �������� ��� ��� ���� ����	��� !� ��(�����
�� ��� ���
��� ��� �� �#	� ������� $% D��	 ���
 &'� ��� ������ ��� ��� ���
���
������ 8��� ��������� �������� 	����
��� �	��������� ��		���� ��� ��� �����
� ���	������ ����� ��� ������ �����
��� ����� nM �� nS ��� ��� ���� ���������
8��� �������� ��� �
�� % � ������ &� � �O����� 	��� ������ �
� � ���� ��
���#	���
�� ���� πM = πS � �Y πM ��� �� ����� �������� ��� ���
��� ����� ���
�� 	�	������ �� ��� ������� 	�� �� �������� �� πS ����� ��� ��� � �������
	�� �� �������� !����������� πM > πS ��� ���������� ������� ��� ������� ���
�
�� ��� ��� 	������� �� ������ 	��� �� �������� !������ ���������� πM < πS

������ ��� �
�� ��� 	���
��� ����� �� �������� 8���� ��� ��� ���� ���
������G�� �� ���� ��� ���������� !���������� ��� 	����������� πM �� πS ���O�����
	�� ��� ��������� nM/(2NM ) �� nS/(2NS)� C ��(���� ���#	���
�� ���� �� ��
��O�����

S = nM NS/NM − nS

��� ����� � ������ �������� ���� 	�������� ���� �������� +� ��� ���� ��������
��� �� ������ ��	������� �� ����������� �� ����� ����������� ��� 	����� ����
��� ������ ���� ��	����� �� ������� A

E(S) = µ = 2NMπMNS/NM − 2NSπS = 2NS(πM − πS)

F��(S) = σ2 = 2NMπM (1 − πM )N2
S/N2

M + 2NSπS(1 − πS)

= 2NS(πM (1 − πM )NS/NM + πS(1 − πS)).

����� ������� 	��� G��� ������� 	��

V = (2NS/4) (nM (2NM − nM )NS/N3
M + nS(2NS − nS)/N2

S).

+��� ���#	���
�� ����� � � E(S) = 0 �� S/
√

V ���� � 	�� 	�
� �� ��� ������
������ �� �������� ��� ��� ����� �� ������������ � ������ ���� ��J�� ����
������ �� ������� � ��� ����� +��� � ������� �� ������� =:�1 N �� �� ��� �����
�� ��� ��� 0�=9 ��� ���� ���� �� � ��(���� ������� �� ������ ������� ��
�� ����������� ��	���� ����� ������ ��������� +��� � ������� �� p������� �� ����
	� = 2(1 − Φ(|S|/

√
V ))� �Y Φ( ) ��� �� ������ �� ��	������� ������� C ���

(���� ���#	���
�� ���� 	��� ��� p�������� ���������� � 1 N� ��� ���� ��������
��� ����������� �� � ��(���� ��� ���� � ��� ���� ����
��� ������� A

>�(�� �� πM = πS ⇔ |S|/
√

V > 1, 96

⇔ 2
(
1 − Φ

(
|S|/

√
V
))

< 5 % .
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!� �������� ���� ����� 	�������� ���� ������ ������� ��� � �����
���� <� # � �� ���� N = 20 000 �
�� �� �#	���
��� ����� � ������� /G��
�� ���#	���
�� ���� ��� (���� �� ������ � ���� ����������� 	��� �� ��(���� 	��
����� ����������� ��� ��� ������ 8��� ���� �
��� ���������� � ��� ����
��(�� ������ ���� �� �������� �� 1 N� !� ����� �� �
�� ��� ��� �����
��������� ����� ���� ��	������ ��� �� ������� ���� ��� ������ �� 1 000 =
0, 05× 20 000 �� ������ ��� ����������� ����� �������� ��� ���#	���
�� ���� ���
� ������� (����� M� ����� 	�������� ��� ��� ����� ������ ���������

X�� ����� W 5 ������� �� 	��������� � 	��� ������� � �� ������� ���
������ +�		���� ��� 03 ������� ����������� � ������� 	��� !���	����� ��
����� �� ������� ����������� ��� ����� � Nα �Y α ��� �� 	���������� ��� ����
��(�� 	�� ����� !� ������� �� 10 = Nα ��� α = 10/N = 0, 0005�  ������� ����
	���� ��� 10 = 0, 0005 × 20 000� �� �������� ���	����� ���	����� �������
�
��� 	��

>�(�� �� πM = πS ⇔ |S|/
√

V > 3.48

⇔ 2
(
1 − Φ

(
|S|/

√
V
))

< 0, 05 %,

�Y 6�;4 � ��� ������� ����� �� 3�321 N ������� �� �� ��� ������� +� � ��� ���
�� 	���������� �G�� ���� ����� ������ ���������� ���� G��� ��������� � 1 N�
� 	��� ��������� ����� ���� A

P (����� ������ ����������) =

P

(
20 000⋂

i=1

{�� ���� � ��(���� 	�� ���������}
)

= 1 − P

(
20 000⋃

i=1

{�� ���� ��(���� ���������}
)

.

����� ������� �� ���� ��� �� ��� �� �� /���� (A ∩ B)� = A� ∪ B�� �� ���	���
��� �� ������������ �� ���� �������� ��� ���� � ����� ��� ���	������
��� ���� ��������� 5 �������� ������� �� ����� ������� ��� N = 20 000
����� � ��(���� ��������� ��� ����� �� ���	����� �� �� ����� ����� ������
� ���� 	���� ��� 20 000 ��� ��(���� ���������� +� � � �� ���� ��	�������
P {�� ���� ��(���� ���������} ≤ α� � 	��� ����� �� 	���������� �� ����� 	��

P

(
20 000⋃

i=1

{�� ���� ��(���� ���������}
)

≤ 20 000 × α.

B�������� ��� 	����� �������� ���� 	����
�� ������ ��� ������� � �������
���

1 − P (����� ������ ����������) ≤ 5 %.

C 	��� ���������� �� ������� �� � ������� α ��� ���

20 000 × α ≤ 5 % ⇔ α ≤ 5 %/N = 5 %/20 000 = 0, 00025 %.
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����� �		��������� ��� ���� �� �"��
 	
 L���
����� �� ��� ��
� �� ���� A

>�(�� �� πM = πS ⇔ |S|/
√

V > 4, 71

⇔ 2
(
1 − Φ

(
|S|/

√
V
))

< 0, 00025 % .

<� # � ��� �� ����� �� ����� 	��������� ��� ����� �� 	��� � 	��� ���
���� !� �
���
�� D������� ��� �� 	��� ���
�� ��� �� ��� ��� ������� �� ���� �� D�������
��(���� ���#	���
�� ����� �� ���� ��������� �� ����� �� 1N �� ��(���� ���������
/��� �������� ���� 	�� ����� !� ���� ��������� ��(���� ���	 �������

!� �
��� �� D������� ��������� 	��� G��� ��������� ����� ���� A

>�(�� �� πM = πS ⇔ p������� < 5 %/20 000.

8��� �������� �� ���� ��� ��	��� �� ��(�� �� ����(��� �� ���� ��� ���	�����
������� �� ����� �������� �� ���� $1 N' 	�� �� ����� �� ����� ��� ��� �O�����
$N = 20 000'� ����� �
��� ���	�� ��� 	������ (���� ���	 ���
�� 	�� �������	 ��
����������� M� 	���������� ������������ � ��(� ��� �������� C 	��� ������� ��
����� ��	��� �� ������� ������������ M ����� ���	����� ��� ����� 	��	��� 	��
D�(���� �� -������� $0==1'� !��� 	�������� ������ �� �
��� �� D������� �
����� ��� N �#	���
��� ����� ���� �� p�������� !��#	���
�� ���� �� 	��� 	�����
p������� ��� ����� ��� ��� � �� 	��� ���� �� ��(����� 8���� ������� 	���
�� �� 	���
	����� p������� 	���� N � � ��(���� �������� ������� �� p������� ��� ��������� �
�� ���� �� D�������� ������������ p������� < 5 %/N � 8��� �� k� 	��� 	�����
p�������� � ������� �� ���� � 5 %/(N − k + 1)� ��� �� ������ �� �� 	���
	����� p������� 	���� ��� N − k + 1 ��� ��� 	�� ����� ��� �������� +��� ��
	��� ����� ������ �� k ����� ��� �� k� 	��� 	����� p������� ��� ��������� � ��
���� �� 	��� ���� j > k �� j� 	��� 	����� p������� ��	���� �� ����� ���
�� ���� �� �
��� �� D�(�����-������� ��(���� ��� �#	���
��� 1 (������ k� C
	��� �������� ��� ����� 	�������� ��� ����� ��� �� ��! 	
 ����
� 	����
��
�
E(F/(V + F )) ≤ 5 %� <��� F ��� �� ����� $����������' �� ������� �����������
�� V ��� �� ����� $���������' �� ������ ������������ X��� ����� �#	���
��
���� ��(����� � ����� F/(V + F ) = 0� !� �
��� �� D�������� � ��������
����"�� � ����� ����
�� A �� 	���������� �� ����� �� ���� �� ������ �����������
P (V ≥ 1) ≤ 5 %�

.��������� � � ������� ��� ������� ������������ ������������ ��� �
�� �������
��� �������� ����� ���� ��	������ ��� �� �������� ��� �� 	���������
���� ����� ��������� �� ��� ��� 	������ �� ����� �� ������ ������������ ������
������ ���������� ��� �
�� ��������� ���	������� �� ������� !�� �
�� ���
������� 	��� ������� � ������� ��� ���O�� ��������

η = µ/σ =

√
2NSNM |πM − πS |√

(πM (1 − πM )NS + NMπS(1 − πS))

��� ����� /���� ��� � ������� ����� �� "���� � � 	��� 	�� ���������
� � ���� �O��� !�� �������� ����������� �������� �� ���
�� ���������
����� ��� πM ��� πS �� ��� ����� σ� [ ���� ���(���� ��� �������� ������
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������ >�6 �  � ���

���� �� �������� �� NM +NS � B��
 ��
 ���� �������� �� ����7
�� ������� ��� ���� ���� NM = NS 7 ���
 ��
 ���� �������� �� .�
7 NM = 1 000
��
�� ���
����� B��
 ��
 �������� # ������7 �� ���

���� �
� ������� �� ���.�.����
7
# ������ �� ����� �� ��������
 ������� 1��
 ���.��
2�
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��� �� �� �G�� �V����� 5���� ��� ����� ����� ��	������ ������������ ����
��� ���� �������� �� ������� ���O�� ��������� C 	������� ����#�� �� ����
������ ��� �������� ������ ��� �������� ����������� ���� ���� ������
��� ���������� 	��� ����������� 	�� ����	�� �� �������  ��� 5 ������
�� ���O�� �������� η� � 	��� �������� �� 	���������� �� ��(�� �� ���#	���
��
����� ������������ �� 	���������� ���� ����� ����������� ����� ���������������
��� ������� �� 	������� �� ������ 	�������(η) = 1−β(η) �Y β(η) ��� �� 	���
�������� ���� ������ �� �����
�� ��	
��� �������� ��� ������� � � 	�� ��(����
���#	���
�� ���� ������� ������� �������� ������ �� ��(��� <� ��� ������ �� ��������
β(η) 	��� ���� ���� ��� ��(���� ���#	���
�� ���� �� |S|/

√
V > C� C ������

β(η) = P (� � ��(���� 	��� �G�� �� η �= 0)

≈ Φ ((C − η)) − Φ ((−C − η)) .

!� ����� 9�6 �������� �� 	������� � ������ �� �� ������ NM +NS �� ��������
C ������� �� ����� ��	����� �� �� 	������� ��� ������� �� πM �� πS �

+� ��� ���� ��� 	������� 	�� ����	��� 	��� πM − πS = 0,01 ���O�� ��� ��R����
� ��������� C ������� �������� ����� ����� �������� �� �������� ������
�� ����������� ��� �� 	������� 	��� �������  ���� πM = 0,25, πS = 0,20 ���
	��� ��R���� � �������� ��� πM = 0,15, πS = 0,10�

0�� �����
���

0� M� ����� �� 18 ������ ����� � ��� ��������� 	��� ���� ��	
���� ���
������ �� ��� ������� !� ������� ���������� ����� ��� ���� ������ A

-���� /�� !#� 7�# 7�� +�� 7#� <�� !��  ��
+���� /��  �  �� 7�� -�� �#� <�� !��  ��
-���� 8�� ,� !�� �#� <�� F�� !�� ,�# +��
+���� !�� ,� !�� 8�� !�� /��  �� F�� +��

X��� ��� �� ���� λ �� �������� �� � ��		��� � ���� �� �����������
������ �� �� � ���� ��� ��� ���� ��	
��� �� ��� ��	����� �� # � 80× 106

�����

2� ���U ��� 	�������� �� 	������ β������� 	���
�� 146 ������ ������ !�
������� ������ ��	������ �� ����� ������ �� ��O������ 	���� ����
���	��� �� 	������� � ������ �� �� ����� �� ���� ��	������ A

��O����� �� ���	� ������ �������� �����
$������� ����' ��O�����

41 21�1
93 2;
;2 9�21
;3 9
63 2�1
01 0
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[ ������ �� ��� ������ ������U �� ���� ��#� �� ���������� λ �

6� +��� ��� �������� �� �� S1 = ATGC �� S2 = AGCT � ��������� ��
�������� �������� ���� ��� �� ����� ������� � ������ �� ������������ ��
�������� f @�����

;�  � �� ����� �� ����� ������	������� � �����
�� ��� �������� �������
�� �� ������� (NM = 100)� �� ��� ������ �������� ���� (NS = 100)�
8��� � �
� �	�������� ��� ���� ������ ��� ������ �����
��� �����
��� ��� ���� ��������� nM = 60 �� nS = 40 �

$�' <������U �� �� �
� ��� � �
� % � ������ & �� ����� α = 5 %�

$�' +�		���� ����� # � N = 20 000 �
�� � ����� � ������� ������
	������U ���� ��������� ����� ���� W
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